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AUFGABE 1
Sei 0 # zg € C. Welche komplexe Zahl entspricht dem Spiegelbild von zg

(a): am Nullpunkt? (d): an der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten?
(b): an der reellen Achse? (e): an der Winkelhalbierenden des 2. Quadranten?

(c): an der imagindren Achse

Losung:

zu (a): Spiegelung am Nullpunkt:

C — C mit zg = xg + iyo — —xo — 1yo = — (o + 1yo) = —20
zu (b): Spiegelung an der reellen Achse:

C — C mit 2o = xg + iyo — To — o = To + 1Yo = Zo
zu (c): Spiegelung an der imaginéren Achse:

C — C mit 2y = o + iyo — —xo + iyo = —(zo — iyo) = —(zo + iyo) = —Zo
L(d): Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten:

C — C mit zozxo+iy0r—>y0+ixo:i-(mo—iyo):i‘m:%zfo
L(e): Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 2. Quadranten:

C — Cmit zg = zg + iyo — —yo — ixo = —i - (xg —iyo) = —i - (xo +iyo) = —i - Zo

AUFGABE 2
Zeige, dass R? mit den in der Vorlesung definierten Verkniipfungen einen Kérper bildet.

Losung:
Wir werden den Beweis in drei Teilen zeigen: (1): (R2, +) ist eine abelsche Gruppe, (2): (R2,-) ist eine
abelsche Gruppe und (3): Distributivgesetz

zu (1):
(i): zz:Va,b,ceR?: (a+b)+c=a+ (b+c)

+
x1 T2 x3 \ _ [ w1+ a2 x3 \ [ (x1+x2)+ a3
<<y1>+<yz>>+<y3>_<y1+yz>+<y3>_<(y1+y2)+y3>
(R, +) assoziativ [ 1 + (xg + :C3) . € T2 + X3 . X1 T9 €3
B <y1~|—(y2—|—y3)>_<y1>+<y2~|—y3>_(y1>+<<y2>+(y3>>

(ii): z.z: 310 €ER?VaeR?: 0+a=a=a+0
Definiere:

(2

Dann gilt:

() ()=o) =(0) = (5 ) = (9)+(5)

Eindeutigkeit: Sei 0’ ein weiteres neutrales Element. Dann gilt:

0’ neutrales Element 0’ 0 neutrales Element

0 0+ 0’
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(iii): zz:Va €R?3; —a€R?: a+(—a)=0=(—a)+a
Sei a = ( 'Z; ) € R? beliebig. Definiere:

Dann gilt:

R B A W B (—z) \ _ [0\ [ (—x)4+a )\ [ —=x L[
y —y y+(-y) 0 (=) +y —y y
Eindeutigkeit: Sei (—a)’ ein weiteres zu a inverses Element. Dann gilt:

!l s .
(—a)" invers zu a = —q invers zu a

a+ (—a) = 0 = a+(—a) = (—a)=(-a)

(iv): zz:Va, b€ R*: a+b=b+a

1 2 r1+ w2 | (R +) kommutativ [ 29 + X1 T2 x1
+ g frg fry +
Y1 Y2 Y1+ Y2 Y2 + Y2 Y1

Damit ist (1) gezeigt.
zu (2):
(i): zz.:Va,b,c€R?: (a-b)-c=a-(b-c)

(o) (o)) () = () ()

_ ( (x122 — Y1Y2) T3 — (T1Y2 + T2Y1)Y3 > _ < x1(T223 — Y2u3) — Y1(T2y3 + x3y2) )

(122 — Y1Y2)y3 + x3(21Y2 + T2y1) w1 (22y3 + w3Yy2) + (T2T3 — Y2y3)Y1

(o) () = (o) ()3 )

(ii): zz: 711 €R?VaeR?: 1-a=a=a-1
Definiere:

Dann gilt:

z\ (1) _(a-1-y-0\_ (2z)\_(la-0-y )\ _ (1) [z
y o) \z-0+1-y ) \y ) \1.y+z-0) |0 y
Eindeutigkeit: Sei 1’ ein weiteres neutrales Element. Dann gilt:

1’ neutrales Element 1.1° 1 neutrales Element 1°

1
(iii): zz:Va€eR2FateR?:a-at=1=a"1 @

Sei a = ( :3 ) € R? beliebig. Definiere:

T
_ 21,2
a 1:: CE+:5J

_$2+y2




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 01 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

Dann gilt:
s e (e v an) (1
y ~ o (—gzpge) + o Y 0
Yy

x Yy T
| T — (_7I2+y2) ) . 22142 [z
- T Y - Y
x2+y2‘y+l"(_x2+y2) T y? Yy

Eindeutigkeit: Sei (a~!)" ein weiteres zu a inverses Element. Dann gilt:

- (a=1) invers zu a _ g1 invers zu a _
a-(a” by = 1 = a-at

= ¢ = (a_l)'

(iv): zz:Va,bER*: a-b=b-a

Ty o\ o T2 ) _ ( Tat2—Wy2 | _ [ T2r1—W2y1 ) _ [ T2 ) [ 11
Y1 Y2 T1Y2 + T2Y1 T2y1 + x1Y2 Y2 Y1

Damit ist (2) gezeigt.
zu (3):
z.z:Va,b,c€R?: a-(b+c)=a-b+a-c

o\ (e ) e ) e )L w2tas ) _ ( wa(z2tas) —yy2 +us)

Y1 Y2 Y3 Y1 Yo + Y3 r1(y2 +y3) + (22 + 23)Y1
_ [ T2+ TT3 —Y1Y2 —Y1ys | _ [ T1T2 — Y1Y2 I T123 — Y193

T1Y2 + T1Y3 + x2y1 + x3Y1 T1Yy2 + X2l r1Y3 + T3

()G ) ()

Damit ist (3) gezeigt und R? somit ein Korper. Auch wenn es an einigen Stellen nicht ausdriicklich genug
angedeutet wurde, ist die Giiltigkeit jeder einzelnen Rechenregel darauf zuriickzufiihren, dass R ein Kérper
ist.

AUFGABE 3
Welches geometrisches Objekt beschreibt die jeweilige Menge
1 1
: <2 d): |- < =
(@): |2 (@ 5] <3
1 z—1
b): > = : <
(b): Rez 5 (e) z—{—l‘
(c): Rez? =
Losung:

zu (a): |z] <2

2] <2 <= |2* < 22
<:>x2+y2:z-2<22
2 2

=mtp<!
Damit bildet das durch die Ungleichung beschriebene Gebiet eine Ellipse (mit Innerem), deren Zentrum
sich im Ursprung der Gaufischen Zahlenebene befindet. Zur Erinnerung: Eine Ellipse besitzt die allgemeine
Darstellung i—z + z—z = 1 mit a,b € R und gehort zur Klasse der Kegelschnitte. Im unserem Spezialfall
haben wir @ = b = 2. Daher beschreibt das Gebiet |z| < 2 eine spezielle (gefiillte) Ellipse, und zwar
einen Kreis mit Radius 2 (inklusive seines Inneren), deren Zemtrum gerade der Ursprung der Gaufischen
Zahlenebene ist.

3
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zu (b): Rez > 1
1 S 1
Rez>§ <:>z:w+zym1tx,y€Rundx>§
1
g (xvy) € [§7+OO[XR

Damit stimmt das durch die Ungleichung beschriebene Gebiet in der Gaufischen Zahlenebene mit der um
% nach rechts transferierten (d.h. verschobenen) abgeschlossenen rechten Halbebene tiberein. (Bemerke:
Die rechte Halbebene heifit abgeschlossen, falls die Gerade z = 0 in der Gauflschen Zahlenebene zum

Gebiet gehort.)

N

[

'
[

'
N

zu (c): Rez? =2

Re(2?) =2 <= Re((z +iy)?) = 2
<= Re (2% — y* +i2zy) =2
<:>x2—y2:2
<:>x2:y2+2

—r=+\/y’+2und z = —\/y2 + 2 (bzw. y = +V2? — 2 und y = —V 22 — 2)

Damit bildet das durch die Ungleichung beschriebene Gebiet zwei Parabeln, deren Offnungen sich in der
Gauflschen Zahlenebene nach links bzw. nach rechts befinden.
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zu (d): |1 <4
1 1
-1 <z <= 3<7
z 3
— 32 < |22
=3z z=a2+?
2 2
7y
= 1<+ 4
3+32

Damit bildet das durch die Ungleichung beschriebene Gebiet - wie bereits in Teil (a) - eine Ellipse (mit
AuBlerem), deren Zentrum gerade der Ursprung der GauBschen Zahlenebene ist. Wegen a = b = 3 (siche

Notation in (a)) beschreibt das Gebiet ‘%’ < % einen Kreis um den Ursprung mit Radius 3 (inklusive

seines Auferen).

zu (e) ;}‘gl
z:—1'<1<:>|z—1|<1
z4+1 |z + 1]
ety
|(x 4+ 1) + iy|
N2 2
o @-)4y
(z+1)* +y?
= (z-1)°+y* < (z+1)° +y°
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<= a:2—2a:—|-1<a:2—|—23:+1
4z

X

<— 0

NN

<~ 0

Damit stimmt das durch die Ungleichung beschriebene Gebiet in der Gaufischen Zahlenebene mit der
gesamten abgeschlossenen rechten Halbebene iiberein.

AUFCABE 4
Stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form x+iy dar und gebe ihre Betrége sowie ihre Argumente
an.

(a): ", firn e Z
(b): (1+)", firneZ

4+ 6v3+i(4v/3 - 6)
(<): 2_3i

Losung:

zu (a): " (fur n € Z)

Kommen wir zunéchst zur Darstellung der Zahl i in der Form z + iy mit z,y € R. Dazu betrachten wir
exemplarisch

it=ii=-1,=i?i=—iundit =42 > =(-1)-(-1) =1

Man sieht auf diese Weise direkt die Darstellung von ¢" in der Form z + iy:

1 ,falls n =4k mit k € Z

i yfallsn =4k + 1 mit k € Z
—1 Sfallsn=4k+2mit k€ Z
—1 L fallsmn=4k+3 mit k € Z

Erinnerung: Jede komplexe Zahl z € C*® := C\{0} lisst sich in der Polarkoordinatendarstellung (Polar-
form) schreiben als z = r(cos¢ + isinp), wobei r := |z| = V/z-Z € R, eindeutig bestimmt ist. Der
Argument (bzw. der Winkel) ¢ € R ist nur bis auf ein additives ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeu-
tig bestimmt, d.h.: Ist ¢ ein (festes) Argument von z, so besitzt jedes weitere Argument ¢ von z die
Darstellung ¢ = ¢g + 27k mit k € Z. Das Argument ¢ €] — m, 7| von z nennt man den Hauptwert des
Arguments.

Kommen wir nun zum Betrag [i"|. Dazu bendtigen wir keine Fallunterscheidung:

i = Vi = Vi T =\ = (@) = VT = VI=1
6
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Kommen wir schlussendlich zu dem Argument arg(i"). Dazu greifen wir auf unsere vier Darstellungen
von ¢" zuriick.

1. Fall: n = 4k ( mit k € Z)

In diesem Fall gilt " = 1. Wir stellen 1 nun als Polarkoordinatendarstellung dar durch

1=1-(cosp+i-sinep)
Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen
cosp =1 und singp =0

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = 0 und liefern uns somit den Hauptwert des
Arguments:

p = arg(i") " =" arg(1) = 0 €] — 7, 7]

2. Fall: n =4k +1 ( mit k € Z)
In diesem Fall gilt " = i. Wir stellen ¢ wieder als Polarkoordinatendarstellung dar durch

i=1-(cosp+i-sinep)
Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen

cosp =0 und sinp =1

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = § und liefern uns somit den Hauptwert des
Arguments:
p=arg(i") "~ H " arg(i) = 5 €] —m.]

3. Fall: n =4k + 2 ( mit k € Z)
In diesem Fall gilt " = —1. Wir stellen —1 wieder als Polarkoordinatendarstellung dar durch

—1=1-(cosp+i-sinyp)
Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen
cosp =—1 und sinyp =0

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = 7 und liefern uns somit den Hauptwert des
Arguments:

Ea

p=arg(i") " TE P arg(—1) =7 €] — m,7]

4. Fall: n =4k + 3 (mit k € Z)
In diesem Fall gilt " = —i. Wir stellen —¢ wieder als Polarkoordinatendarstellung dar durch

—i=1-(cosp+i-singp)
Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen

cosp =0 und singp = —1

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = —7 und liefern uns somit den Hauptwert des
Arguments:
oy n=4k+3 . 7T
p=arg()" "L arg(—i) =~ 7 €]~ .

7
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zu (b): (144)" (fir n € Z)

Kommen wir zunéchst zur Darstellung der Zahl (1+:)" in der Form x+iy mit x,y € R. Dazu unterscheiden
wir vier Falle.

1. Fall: n = 4k (mit k € Z)

L+ "= (@ hr = (—a)*

2. Fall: n =4k + 1 (mit k € Z)

B

L+ " 2T+ )Y (1) = (45 (1 +9)

3. Fall: n =4k + 2 (mit k € Z)

1%

A+ " TEF2 (A + )Y (1+4)? = (—4)F - (20)

4. Fall: n =4k 4 3 (mit k € Z)

B

A+ " ET (A +)HF (1 44) = (—4)F - (=2 + 2i)

Daraus erhalten wir die Darstellung von (1 +4)" in der Form x + iy:

(—4)k , falls n = 4k mit k € Z

(1 40y = (—4)k - (1414) Jfallsmn =4k +1 mit k € Z
(—4)* - (24) , falls n = 4k + 2 mit k € Z
(—4)* - (—=2+2i) ,fallsn =4k +3 mit k € Z

Kommen wir nun zum Betrag |(1 4 ¢)"|. Dazu benétigen wir keine Fallunterscheidung:
n n
(140" =1 +4" = ( (144)(1— i)> = (\/5) =/2n

Kommen wir schlussendlich zu dem Argument arg((1+ ¢)"). Dazu greifen wir auf unsere vier Darstellun-
gen von (1 +4)" zuriick.

1. Fall: n = 4k (mit k € Z) In diesem Fall gilt (1 4+ i)" = (—4)*. Wir stellen (—4)* wieder als Polarkoor-
dinatendarstellung dar durch

(—4)F = (4%) - (cos p + i - sin @)
wobei 7 = |(1 +)"| = V2" = V24 = 4F, Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen
cosp = (—1)% und sing = 0

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = 0 (falls k gerade) bzw. ¢ = 7 (falls k ungerade)
und liefern uns somit den Hauptwert des Arguments:

0 , falls k gerade

w , falls k ungerade

w=wau+w%"é“mge®%={

€] —m, 7]

2. Fall: n = 4k + 1 (mit k € Z) In diesem Fall gilt (1 + )" = (—4)¥ - (1 + 7). Wir stellen (—4)% - (1 + 1)
wieder als Polarkoordinatendarstellung dar durch

(=% (1+1i) =4V2 - (cosp + i - sinp)
wobei 7 = |(1 +i)"| = v/27 = V24k+1 = 4¥,/2 Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen

(=D*
V2

cosp = und sin @ =
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Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = 7 (falls k gerade) bzw. ¢ = —%’r (falls k ungerade)
und liefern uns somit den Hauptwert des Arguments:

, falls k gerade

Ead

p=arg(1+0)") " "= " Larg((-0)F - (1+1) = {Z?m €] —m, 7]

-5 , falls k ungerade

3. Fall: n = 4k + 2 (mit k € Z) In diesem Fall gilt (1 +i)" = (—4)* - (2i). Wir stellen (—4)* - (2i) wieder
als Polarkoordinatendarstellung dar durch

(—4)k . (20) =2-4% - (cosp + i - sin p)
wobei r = |(1 +i)"| = /2" = V24+2 = 2. 4% Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen
cosp =0 und singp = (—1)"

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Lésung ¢ = 7 (falls k gerade) bzw. ¢ = —7 (falls k£ ungerade)
und liefern uns somit den Hauptwert des Arguments:

, falls k gerade

Ea

o = arg(L+0)") "~ L2 arg((—4)* - (20)) = E €] - 7]

5, falls k ungerade

4. Fall: n = 4k +3 (mit k € Z) In diesem Fall gilt (1 +4)" = (—4)%- (=24 2i). Wir stellen (—4)* - (=24 2i)
wieder als Polarkoordinatendarstellung dar durch

(—)F - (=24 2i) =2-4%V/2 - (cosp + i - sin )

wobei r = |(1 + )" = /2" = V243 = 2. 4%\/2. Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen

(=1)* : (=1*
cosp = — und sinp =
¥ V2 ¥ V2
Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Lésung ¢ = 27 (falls k gerade) bzw. ¢ = —Z (falls k ungerade)

und liefern uns somit den Hauptwert des Arguments:

, falls k gerade

N

o =arg((1+i)") "~ = 3 arg((—4)F - (=24 2i)) = {4 €| —m,

-4 falls k ungerade

. 4+6V/3+i(4v/3-6)
zu (c): =g —
Um zur gesuchten Darstellung zu gelangen, miissen wir den Zéahler und den Nenner mit dem komplex-

konjugierten des Nenners multiplizieren, d.h. wir erweitern den Bruch mit der komplexen Konjugation

des Nenners:

44 6v/3 +i(4v3 - 6) _ (44 6v/3 +1i(4v/3 —6)) - (2 + 37)

2 —3i (2 —3i) - (2 + 3i)
84123 +1i(8v3 — 12) 4+ 12i + 18V/3i — 12¢/3 + 18
- 13

8+ 123 —12v/3+18 8/3—-12+12+18V3
= +Z
13 13
26 .26V/3 .

44-6v/3+i(4v/3—6) ‘:

Kommen wir nun zum Betrag ‘ 35

4+6*/§2+_i$\/§6)‘2‘2“.2\/5\:\/(2+zw2\/§)'(2—¢.2\/§)=\/4+4- =V16=14

9
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Kommen wir schlussendlich zu dem Argument arg <%). Wir stellen % wieder
wie gewohnt durch Polarkoordinaten dar

4+ 63 +1i(4v/3 - 6)
2—3

=24i-2v3=4(cosp+i-siny)

wobei 7 = |2 + i - 2¢/3| = 4. Folglich erhalten wir die zwei Bedingungen

1 , V3
cosp = und sin p = >

Diese Gleichungen besitzen die gemeinsame Losung ¢ = % und liefern uns somit den Hauptwert des
Arguments:

<4+6\/§+z‘(4\/§—6)
v =arg 2_3i

>:arg<2+i‘2\/§):§€]_7ﬂﬂ
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