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AUFGABE 5
Sei (zn)nen C C eine beliebige Folge in C. Bezeichne mit r,, € R, und ¢, €] — 7, 7] die Polardarstellung
von zp, d.h. z, = rp(cosp, + 1 - sin ).

(a): Man nehme an, dass (z,)nen gegen z € C\| — 0o, 0] konvergiert. Zeige, dass dann (7y,)nen
und (¢p,)nen konvergieren.

(b): Was kann in den Féllen z = 0 und z < 0 passieren?

—~
@]

): Zeige, wenn (ry,)pen und (@, )nen konvergieren, dass dann (z,),en konvergiert.

=
~—

: Zeige, wenn (z,)nen gegen z konvergiert, dass dann auch folgender Ausdruck konvergiert

. 21+zo+ -+ 2p
lim =z

n—00 n

Losung:

zu (a):

i) 1. Moglichkeit: Die Konvergenz der Betrige folgt direkt, da fiir eine konvergente Folge gilt, dass auch
die Folge ihrer Absolutbetrage konvergiert, d.h.

zn — 2z (flr 2 > 00) = 1y = |2n| — |2] =7 (fir 2 — o0)
2. Moglichkeit: Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gilt z,, — z (fiir n — 00), d.h.
dN=N()eN: |z, —z[<eVn>=N

Daraus und aus der Dreiecksungleichung erhalten wir

A-Un
Irn =7 =|lznl = |2|] < |zn—2|<eVn>=N

ii) Fur die Konvergenz der Argumente ist eine Fallunterscheidung notwendig.
1. Fall: (Re(z) # 0) Es gilt:

Re(z,) — Re(z) #0  (fiir n — o0)
zn — z (fir n — 00) = < und

Im(z,) — Im(2) (fir n — o00)
Insbesondere gilt fiir den Grenzprozess des Realteils
dN eNVn > N: Re(z,) #0
Weiter gilt Vn > N

— tan _ sin(en) _ Ty - Sin(py) _ Im(zy,) ~ Im(z) _ r - sin(yp) _ sin(p) o .
Wn = tan(en) cos(pn)  Th-cos(pn)  Re(z,)  Re(z) r1-cos(p) cos(p) tan(ip) =: ¥

Weiter gilt fiir ¢

Re(z) £0 <= r-cos(p) £0 <= cos(p) 0 <= ] —ma\{~7, 7}

Wegen z ¢ C_ gilt sogar ¢ €] —m,n[\{—7F, 5}. Satz iiber die Umkehrfunktion: Die Funktion tan ist in den
Intervallen | — 7, — 5[ (bzw. | = 5, §[ und |, 7[) stetig und streng monoton Wachsend Nach dem Satz iiber
die Umkehrfunktion bildet die Funktion tan die Intervalle | — m, =5 [ (bzw. | — 7, Z[ und |5, 7[) bijektiv
auf tan(] — 7, —§[) = R (bzw. tan(] — 5, 5[) = R und tan(]5,7[) = R) ab und die Umkehrfunktionen
arctan : R —] — 7, —=Z[ (bzw. arctan : R —] — §, 7[ und arctan : R —]7,7[) sind ebenfalls stetig und
streng monoton Wachsend Da arctan insbesondere im Punkt W stetig ist, gilt nach dem Folgenkriterium

der Stetigkeit speziell fiir die Folge (¥, )nen

¢on, = arctan(¥,,) — arctan(¥) = ¢ (fiir n — o0)
1
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2. Fall: (Re(z) = 0) Bemerkung am Rande:

Re(z) =0 <= r-cos(p) =0 <1i)> cos(p) =0 < pe€ {_g,g}
Nach Teil i) und wegen r # 0 gilt:
INeNVn>=2N:r,#0

Daher gilt Vn > N:

T -sin(p,)  Im(z,)  Im(z) 7 -sin(p)
n o, r r

U, :=sin(py,) =

Satz iiber die Umkehrfunktion: Die Funktion sin ist im Intervall [, 7] stetig und streng monoton
wachsend. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion bildet die Funktion sin das Intervall [—7, 7] bijektiv
auf sin(] — 3, §[) = [~1,1] ab und die Umkehrfunktion arcsin : [~1,1] — R ist ebenfalls stetig und streng
monoton wachsend. Da arcsin insbesondere im Punkt U stetig ist, gilt nach dem Folgenkriterium der

Stetigkeit speziell fiir die Folge (V,,)nen

©n, = arcsin(¥,,) — arcsin(V) = ¢ (fir n — o0)

N

u (b):
i) z=10: Es sei z, — z (n — o0) und z = 0. In diesem Fall muss die Folge der Argumente nicht notwendig
konvergieren, d.h. um die Konvergenzeigenschaft

Zn = T (COS @y, + 1 - sin ) — 0 (fiir n — o0)
zu gewéhrleisten, geniigt

rn — 0 (fir n — 00)

on - 0 (fir n — o)

Exemplarisch betrachte das folgende Diagramm

ii) 2 < 0: Es sei 2z, — 2z (n — o00) und z < 0 (genauer: z € R*). Eine erste Feststellung ist, dass der
Grenzwert ¢ der Folge der Argumente (¢;,)nen nicht eindeutig bestimmt sein muss. Dazu betrachten wir
exemplarisch die gegen 7 bzw. —m konvergenten Folgen (¢, )nen C| — 7, 7]

1
gpn::—(—w)—wr(fﬁrneoo)
n
1 .
pni= T (fiir n — 00)
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Eine zweite Feststellung ist, dass die Folge der Argumente (¢, )nen iiberhaupt gar nicht konvergieren
muss. Exemplarisch betrachten wir dazu die divergente Folge

on = (=1)"- <1 - 77) =(-1)"- 1 —nr

n

Diese Folge besitzt die Haufungspunkte 7 (fir n — oo und n ungerade) und —n (fiir n — oo und n

gerade).
Fo.8
Fo.6
r Im
Fo,4
/\ Fo,2
. o B B e S
, 0, 0,7 0,6
F0,2
F-0.4
zu (c):

Nach Voraussetzung gilt:

Ve>03IN; =Ni(e) eNVn =Ny |r,—7| <

o =lo

Ve>03Ny=Na(e) eNVn = Ny: |on — ] <

Da die Funktion cos (bzw. sin) im Punkt ¢ € [—n, 7| stetig ist, gilt aufgrund des Folgenkriteriums der

Stetigkeit fiir jede gegen ¢ konvergente Folge (¢, )nen, dass cos(p,) — cos(v) (bzw. cos(p,) — cos(p)).
Daher gilt folglich:

Ve>03N3=N3(c) e NVn > N3 : |cos(pn) — cos(p)| < m
Ve>03Ny= Ny(e) e NVn = Ny [sin(p,) —sin(e)| < m

Daraus erhalten wir die gewiinschte Konvergenz: Sei € > 0 beliebig aber fest und sei 0.B.d.A. ¢ < 1, dann
gilt Vn > max{Ny, No, N3, Ny }:

|2n — 2| = [rn(cos(¢n) — i - sin(pn)) — r (cos(p) — i - sin(p))|
< |rn cos(pn) — 7 cos(p)| + [(—7) - (rnsin(py) — 7sin(p))]
= |rp cos(pn) — 1 cos(p) + 1y, cos(p) — rcos(p)|
+ |—=i| - | sin(pp) — rpsin(e) + ry, sin(e) — 7 sin(p)|
neyl
< rn| - |cos(en) — cos(@)| + |rn — 1| - |cos(p)]
~—~ —_——— ———

<Irl+1 STmIFD < st

%
+ [l - [sin(en) = sin(@)| + ra — 7+ sin(p)]
~—~ —— ——

<|TH’1 <4(\7‘€|+1) gi <1
< I3 4 g 4 3 + 3
— — — — = £
T4 4404
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Hierbei haben wir die Tatsache verwendet, dass Vn > Ni:

rnl = Il <l =7l < e = | <Irl+ e <Irl+1
<1
zu (d):
Nach Voraussetzung gilt

Ve>03dN=N(e)eNVn>=N: |z,— 2z <

DO ™

Setze C':= max{|z; — z| | i =1,..., N}. Damit gilt Vn > N:

Ly Ly z 1 n 1 (& 1 L
i1 - nvn no\i= n\iZ " \iZN
1 X 1 & N 1 & ¢ N n-N ¢
<=3 lzi—zl4=- Y |la—z<C=+=- > 520——1— '3
i NN T noonINh n "
S —— <5
<N-C
N N\ ¢ e €
n+( n) 5 Sgty=¢
———’
<5 <1

AUFGABE 6
Seien a,b € R’ positive reelle Konstanten und t € R eine reelle Variable. Welche Kurven in der kom-
plexen Ebene werden durch die folgenden Funktionen beschrieben:

(a): t — ia + at (c): t — ia + at — ibe™ "
(b): t — —ibe "

Losung:
zu (a): Die Kurve beschreibt eine parallel zur x-Achse von links nach rechts verlaufende Gerade, die um
a > 0 nach oben verschobene ist. Exemplarisch betrachten wir das folgende Diagramm speziell fiir a = 2:

4

o
m T T T T T T T T o 11117171 1 n

-10 -5 0 5 10

Zusatzfrage: Was passiert fiir a = 0 bzw. a < 0. Antwort: Fiir ¢ = 0 ist das Bild der Kurve gerade der
Ursprung der komplexen Ebene. Fiir a < 0 ist die Gerade beziiglich der x-Achse nach unten verschoben
und lduf in entgegengesetzter Richtung, d.h. von rechts nach links.

zu (b): Die Kurve beschreibt die im Uhrzeigersinn durchlaufende Kreislinie. Der Kreis besitzt hierbei
den Radius —ib und das Zentrum ist der Ursprung der komplexen Ebene. Beachte: Bei der Kurve ¢t ——
e~ (bzw. t —— ') wird die Kreislinie im Uhrzeigersinn (bzw. entgegengesetzt des Uhrzeigersinns)

durchlaufen. Exemplarisch betrachten wir das folgende Diagramm speziell fir b = 3:
4




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 02 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

Alternativ lasst sich die Funktion auch darstellen durch
—ibe™" = —ib(cos(—t) + i - sin(—t)) = —ib(cos(t) — i - sin(t)) = —b (sin(t) + i - cos(t))

Hierbei haben wir die Eulersche Formel sowie die Eigenschaften cos(—t) = cos(t) (d.h. cos ist eine gerade
Funktion) und sin(—t) = —sin(¢) (d.h. sin ist eine ungerade Funktion) verwendet.

zu (c): Diese Kurve beschreibt eine Zykloide - auch zykloidische Kurve, Radkurve oder Rollkurve genannt
-, die von links nach rechts durchlaufen wird. Dabei liegen die Hochpunkte (bzw. Tiefpunkte) dieser
Kurve bei (2n + 1)wa + i(a + b) (bzw. 2nma + i(a — b)), wobei n € Z. Hierbei sollten wir die drei Félle
a < b (verldngerte Zykloide), a = b (gewohnliche Zykloide) und a > b (verkiirzte Zykloide) unterscheiden.
Exemplarisch betrachten wir dazu die folgenden Diagramme speziell fiir a = 2 und b = 3 (oben links),
a =3 und b = 3 (oben rechts) sowie a = 3 und b = 2 (unten):

-30 -20 -10 0 10 20 30
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I e
-30 -20 -10 0 10 20 30

AUFGABE 7

(a): Ist die Funktion f(z) = 1iz im Inneren des Einheitskreises E bzw. im abgeschlossenen Einheitskreis

E stetig? Ist sie dort auch gleichméfig stetig?
1
(b): In 0 < |z] < 1 sei f(z) = e FI. Ist diese Funktion dort stetig? Kann man sie auf |z| < 1 stetig

fortsetzen?
Losung:

zu (a):

i) Seien a € E und € > 0 gegeben. Setze § := min (@, %) Dann gilt Vz € E mit |z — a| < §:

1 1 l—a—1+z2 |z — al 1 2
_ - — . < N p—
11—z 1-a (1-2)(1—a) 1—al [1—2z] " |1—aq
———
<2
STi—a]
- 2 5 < 2 1—a* ¢
. . =¢c
i—af "Ti—eP T 2
Dabei folgt die Ungleichung ‘1EZ| < \ﬁal aus
[1—a
\l—a\—\l—z\éll—a—(l—z)]:\z—a\<5<7
Lo oy 2 1
. >
2 1 —al = |1 -z

Damit ist f stetig in jedem Punkt a € E und somit in E.
ii) f ist aber nicht gleichméfig stetig in E, da man § nicht unabhéngig von a wahlen kann. Widerspruchs-
beweis: Angenommen f ist gleichméafig stetig in E, dann gibt es insbesondere zu ¢ = 1 ein 6 > 0, so

dass
1 1
1-— Z1 1— Z9

o
< 1V2z,20 € E mit |2’1—22| <9

Es gibt aber ein n € (C\Icé mit |n| > 1 (d.h. 1 € Iﬁ:, da |1] < 1) mit

(=00l =3

und
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iii) Da sich die Funktion f(z) = 1=~ nicht in OE fortsetzen lésst, ist sie dort nicht definiert. Daher kann
sie in OF weder stetig noch gleichméfig stetig sein. (Merkregel: Bei gebrochen rationalen Funktionen ldsst
es sich in den meisten Fdllen leicht zeigen, ob sich eine Funktion in einem kritischen Punkt fortsetzen
lasst. Dazu setzt man die kritische Stelle, also die Nullstelle des Nenners (hier: z = 1), in den Zdhler und
den Nenner ein. Der Nenner wird trivialerweise 0. Wird der Zdihler auch 0, so ldsst sich die Funktion an
der Stelle (stetig) fortsetzen, andernfalls nicht. Mathematisch korrekt muss man jedoch zeigen, dass der
links- und rechtsseitige Grenzwert existiert, endlich ist und tibereinstimmt. In diesem Fall lisst sich die
Funktion fortsetzen.)

zu (b):

i) Es bezeichne E® den im Ursprung gelochten offenen Einheitskreis in der komplexen Ebene. Es gilt:

fl(z) =

fa(2) =
fa(z) :==e % :C — C stetig

o

1
—: E* — C stetig (Aufgabe 7(a)+Translation)
z

o] : C — Ry stetig

1
Es folgt, dass die Funktion f(z) = (fsofoof1)(z) = e T7l stetig ist, da die Komposition stetiger Funktionen

[¢]
wieder eine stetige Funktion erzeugt. Der Definitionsbereich der Funktion f ist durch E® gegeben, denn
es gilt fiir den Wertevorrat:

f1(E®) C C=D(f2) und fo(C) = By € C = D(f3)

Damit ist f stetig in E°.
1
ii) Es gilt sogar, dass fi(z) = L : C* — C und somit auch f(z) = e - : C* — C in C* stetig ist. Damit

z
ldsst sich die Funktion f insbesondere in den Rand stetig fortsetzen. Weiter gilt der Grenzprozess

_ 1
lime -1 =0
z—0

Damit lasst sich die Funktion f auch in den Ursprung durch f(0) := 0 stetig fortsetzen. Insgesamt erhalten
wir:

1
. e -l falls z#0 )
:C— Cmit f(z) := ’ ist steti
d fz) {O Jfalls 2 =10 &
AUFGABE 8
Sei (zn)nen C C eine beliebige Folge in C mit Y o7 |z,| = o0. Zeige, dass eine Haufungsrichtung

existiert, d.h. es gibt ein o € R, so dass fiir jedes € > 0 die Teilfolge der Partialsummen Zfl\le Zp, mit
Argumenten in Jo — €, a + €[ eine absolut divergente Teilsumme besitzt.

Losung:
Wir zeigen

N
JaceRVe>0: (Z zn> ist absolut divergent mit Argument in Jo — e, a + ¢
n=1

neN
Dazu: Wahle 6 derart (d.h. so grof}), dass

N
arg (Z zn> €1[0,0] VNeN
n=1

Nun halbieren wir das Intervall [0, 6]

I = {Nl eN ’ arg (21: Zn) € [07 5]}

I :={Ny; e N | arg (i zn) € [g,@}}




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 02 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

Nach Voraussetzung gilt

o
=) |zl = Nlllgloo Z |2n| + hm Z |20 ]
n=1

Nyel; n= 1 N2€Il n=1

Da die linke Summe (nach Vorraussetzung) unendlich ist, muss mindestens einer der beiden Grenzwerte
auf der rechten Seite unendlich sein. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass dies fiir den linken Grenzwert gilt, d.h.
lim v, —oe 300 |2, = 00. Jetzt wiederholen wir diesen Prozess, indem wir das Intervall [0, ?] halbieren:

Niel
N1 9
Iy :={Ni1 e N|arg Z zn | €0, Z]}
Ni,2 9
ILQ = {NLQEN\arg Zzn -, = }
Wir erhalten erneut
N1’1 Nl ,2
= lim Z |2n| = IHEOQ > lznl + hm Z |20 |
Nllell n=1 Ny 11e11 L n=1 N1 2e11 o =l

und wieder muss mindestens einer der Grenzwerte unendlich sein. Diesen Prozess konnen wir beliebig
fortfithren. Da wir die Intervalle halbieren, gibt es nach dem Intervallschachtlungs-Prinzip ein « € [0, 6],
dass in allen dieser Intervalle liegt.

Ergénzung: Im allgemeinen gibt es mehrere Haufungsrichtungen, sobald die Reihe Y 07, 2z, nicht kon-
vergiert. Beispielsweise erhalten wir fur z, := (—1)"2" die zwei Haufungsrichtungen 0 und 7 und fiir
Zp = 1"2" sogar vier Haufungsrichtungen.




