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AUFGABE 9
Betrachte die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir die elementaren Funktionen

(a): f(z) =2", firneN (c): f(z) =sinz
(b): f(z) =€ (d): f(z) =tanz

Fiir welche z sind diese Funktionen komplex differenzierbar?

Losung:

Erinnerung: U C C offen, f : U — C, u := Re(f) : U = R, v :==Im(f) : U = R, 20 € U, f in 2z
reell-differenzierbar (d.h. u und v total differenzierbar in z), z = x + iy = re’?. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1): f ist in zp komplex differenzierbar

(2): %(Zo) = a?, und a—y(zo) = ~32

(Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen)
af _of
3): L=
(3) ' ox oy

(Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen)

ou 1 Ov ou v
4): — =—-—und — e
(4) or (0) r Op . Oy (0) " or
(Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen fiir Polarform)
' af 1 of
Br G =g )

(Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen fiir Polarform)

(6): fz(Zo) =0
(Wirtinger Ableitung)

(7): 3L,, : C — C C-linear A 3, : U — C stetig in zp mit ®,,(20) =0Vze U :
f(2) = f(20) + Lz (2 — 20) + @2 (2) - |2 — 20

(8): 3L,, : C — C C-linear :

f(z) = f(20) — Ly (2 — 20)

lim -0
27720 Z =z
(9): ElfleH(Cstetiginzov,zeU:
F(2) = f(20) + (2 — 20) - fi(20)
(10): Der Grenzwert
f'(z0) = lim fleo+h) = Hzo) (bzw. f'(z0) := lim M)
h—0 h 2520 z— 2o
h+zoeU zeU
existiert.

Im Falle der komplexen Differenzierbarkeit gilt:

f'(20) = f2(20) = fe(20) = —ify(20)

Weiter ist in diesem Fall L,, = f'(20) = f.(20) eindeutig. Der Zusammenhang zwischen den Funktionen
sollte nun deutlich werden:

fz(20) = uz(20) + ivz(20)
fy(20) = uy(20) + ivy(20)
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Fo(20) = 5 (Fala0) + iy (20)) = 5 (tal20) + vy (20) + i(~1ty(20) + va(0)))
Fo(20) = 5 (Fala0) + iy (20)) = 5 (ta(20) = vy (20) + iuty (20) + v (20))

zu (a): f(z) = 2" (mit n € N)
Nachweis von (2): Fiir z € C und n € N ist nach dem binomischen Lehrsatz und Aufgabe 4(a)

k=0 k=0
n n n n
n—k k -k n—k k -k n—k_ k -k n—k_ k -k
= X 7 X 7 X 1 X 7

Z(,J y\,+2<k> y\,+2<,€> y\,+2<k> y"
k=4l 1 k=4l+1 —i k=d4l+2 71 k=443 —
leZ leZ leZ leZ
0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n

|5 g 0] g 0 00

k=4l k=41+2 k=4l+1 k=4i+3
lez leZ leZ l€Z
0<ksn 0<k<n 0<k<n 0<k<n

Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(x + iy) = u(x,y) + i - v(z,y) mit

u: R? — R mit u(z,y) == Z (Z) Ryl Z <Z> z"hyk

k=4l k=41+2
lez leZ

0<k<n 0<k<n

v:R? — R mit v(z,y) := Z " "Rk — Z " 2Ry
k k

k=4l+1 k=41+3
lez leZ

0<k<n 0<k<n

Wir sehen, dass die Funktionen w und v (als reelle Polynomfunktionen) tiberall total differenzierbar
sind (d.h. reell differenzierbar auf ganz R?) und zudem sind in jedem Punkt (z,y) € R? die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Um das einzusehen, miissen wir lediglich eine Indexver-
schiebung machen:

drulwy) = Y (Z)m-mxn—k—lyk— > <Z><n_k>xn—k—1yk

kz’Z%l k=41+2
S €L
0<k<n—1 0<k<n—1
n _ _ n _ _
k=l4l+1 k=l4l+3
EL €7
1<k<n 1<k<n
= ay”($a y)
n _ _ n _ _
O ulx — k™ k, k—1 kx™ k k—1
y 'Y k Yy k Yy
kl:%l k=442
< leZ
1<k<n 1<k<n
n L n e
— n—k'l'nklk— n—kxnklk
k Y k Y
k=443 k=4l+1
lEZ IEZ
o<k<n—1 0<k<n—1
= —0v(z,vy)

Damit ist die Funktion f(z) = 2" fiir jedes n € N auf ganz C (d.h. fir jedes z € C) komplex differenzierbar.
Nachweis von (4): Fiir z = r¢? € C und n € N gilt:

flz)=2"= (rew>n = """ = r™(cos(pn) + isin(pn))
2
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Also lisst sich f in Real- und Imaginirteil zerlegen f(re®) = u(r, ) +i - v(r, @) mit

u: C — R mit u(r,¢) := 1" cos(¢n)
v:C — R mit v(r, ) := r"sin(en)
Wir sehen auch hier wieder, dass die Funktionen v und v iiberall total differenzierbar sind (d.h. reell diffe-

renzierbar) und zudem sind in jedem Punkt z = (7, ¢) die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt, denn mit z = re’® haben wir:

8u o n—1 _ 1 n — 1 @
E(z) =nr"" " cos(pn) = S cos(pn) = " 0p (2)

ou - n . _ n—1 _: — @
%(z) = —nr"sin(¢pn) = —rnr" " sin(en) = —r ar (2)

Damit ist die Funktion f(z) = 2" fur jedes n € N auf ganz C (d.h. fiir jedes z € C) komplex differenzierbar.
Nachweis von (6): Fiir z =z + iy € C mit z,y € R und n € N gilt wegen f(z) = (z +iy)™

fz(2) = folz +iy) = n(x + iy)nfl R
fy(z) - fy(ff + iy) = ZTL({E + iy)”_l — inz"1

Damit verschwindet die Wirtinger Ableitung in jedem Punkt zg € C, denn:

Fo(z0) = 5 (Fala0) + iy (z0) = 5 (ne" ™ = mzt) =0

Damit ist die Funktion f(z) = 2" fur jedes n € N auf ganz C (d.h. fiir jedes z € C) komplex differenzierbar.

zu (b): f(z) =e*

Nachweis von (2): Fiir z € C ist
f(z) =e* =e®(cosy +i-siny) =e*cosy +i-e’siny

Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(x +iy) = u(x,y) + i - v(x,y) mit
u: R? — R mit u(z,y) := e cosy
v: R? — R mit v(z,y) := e"siny

Wir sehen, dass die Funktionen u und v iiberall total differenzierbar sind (d.h. reell differenzierbar auf
ganz R?) und zudem sind in jedem Punkt (z,y) € R? die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt

Ogu(z,y) = e” cosy = Oyv(z,y)
Iyu(z,y) = —e"siny = —0,v(z,y)

Damit ist die Funktion f(z) = e* auf ganz C (d.h. fir jedes z € C) komplex differenzierbar.
Nachweis von (4): Fiir z = 7¢?¥ € C und n € N gilt:

f(Z) — % = er(ew’) _ er(cosgp+isin<p) — ercosgoeirsincp — ercosgp(cos(T sin QO) + iSil’l(T sin SO))
Also lisst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(re®) = u(r, ) +i - v(r, @) mit

u: C— R mit u(r, p) := e"“®% cos(rsin )
v:C — R mit v(r, ) := " “*“sin(rsin )
Wir sehen auch hier wieder, dass die Funktionen u und v tiberall total differenzierbar sind (d.h. reell diffe-

renzierbar) und zudem sind in jedem Punkt z = (7, ¢) die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt, denn mit z = re® haben wir:

ou 1 ov
_ Trcosp . . s o . _ 1L o
o (z)=¢e (cos ¢ - cos(rsin¢) — sin ¢ - sin(rsin @)) o (2)
Ju ov
T COSP (s . . o . .
a5 (2) re (sin g - cos(rsin @) + cos ¢ - sin(r sin ¢)) o (2)

3
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Damit ist die Funktion f(z) = e* auf ganz C (d.h. fiir jedes z € C) komplex differenzierbar.
Nachweis von (6): Fiir z = x + iy € C mit z,y € R gilt wegen f(z) = e = ™% = e%e'V:

f:B(Z) = fx(aj + ’Ly) — el‘eiy — ¢
fy(2) = fylx +iy) = ie%e — je?

Damit verschwindet die Wirtinger Ableitung in jedem Punkt zg € C, denn:
1 . 1 z z
Fo(z0) = 5 (falz0) + ify(20)) = 5 (¢ =€) =0

Damit ist die Funktion f(z) = e* auf ganz C (d.h. fir jedes z € C) komplex differenzierbar.
zu (¢): f(z) =sinz
Nachweis von (2): Fir z € C ist

s _ 1 1z —1z\ __ 1 -y —iz+y\ 1 T, —Y 1 —ix Y
f(z) =sinz = 21,(6 e )—22,(6 e ) = 5;¢ € 56 €
1 1
:?(cos(x) +i-sin(z))e ¥ — T(cos(—:c) +1i-sin(—x))e?
i i

1 1 1 1
=i (—) cos(z)e ¥ + —sin(x)e™ ¥ +i- cos(—x) e’ — = sin(—z) e¥
=cos(x) =—sin(z)

L. vy vy 4 gL Y _ oy
=5 sin(x)(e’ +e7Y) + i3 cos(x)(e¥ —e™Y)
=sin(x) cosh(y) + i cos(z) sinh(y)

Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(z + iy) = u(z,y) + i - v(z,y) mit

1

u: R? — R mit u(z,y) == 5 sin(z)(e” + e ¥) = sin(z) cosh(y)
1

v:R? — R mit v(z,y) == B cos(z)(e? — e Y) = cos(x) sinh(y)

Wir sehen, dass die Funktionen u und v iiberall total differenzierbar sind (d.h. reell differenzierbar auf
ganz R?) und zudem sind in jedem Punkt (z,y) € R? die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt

Ozu(z,y) = %cos(ac)(ey +eY) = 0yv(z,y)
Oyu(z,y) = %sin(x)(ey —e ) = —0v(z,y)

Damit ist die Funktion f(z) = sin z auf ganz C (d.h. fiir jedes z € C) komplex differenzierbar.
Nachweis von (4): Fiir z = 7’ € C und n € N gilt:

) =)= (6 %) = 3 61) - )

— 1 (e—rsin goei'rcoscp _ ersin goe—i'r cos<p)
2

— % (eiT S [cos(r cos @) + i sin(r cos p)] — " ¥ [cos(—r cos @) — isin(r cos S0)])
1 . . - -

= 5 (— SiIl(T COS (,0) [eirsmw + e 90} + iCOS(T’ COs 90) [eiT T — e SD])

Also lasst sich f in Real- und Imaginéarteil zerlegen f (rew) = u(r, ) + i - v(r, p) mit
1 ) )
w: € — R mit u(r, p) = — sin(rcosg) [ 7758 4 €797

v:C— R mit v(r,p) := 5 cos(r cos p) {e_rsm“’ — e’”sm‘p}

4
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Wir sehen auch hier wieder, dass die Funktionen u und v tiiberall total differenzierbar sind (d.h. reell diffe-
renzierbar) und zudem sind in jedem Punkt z = (7, ¢) die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt, denn mit z = re’® haben wir:

0 1 - - 1 ; - 1 0
8—1;(,2) =5 cos (7 cos ) cos ¢ [e*T Se 4 e” Sm‘P} ~3 sin(r cos @) sin ¢ [ers‘n‘f’ —e " Sm‘P} = %(z)
@(z) . cos(r cos ¢)rsin @ [efrsmg" + eTSinw} = lsin(r COS )T COS @ [e’"sm“" - e*’“smﬂ =—r- @(z)
Oy 2 2 or

Damit ist die Funktion f(z) = sin z auf ganz C (d.h. fiir jedes z € C) komplex differenzierbar.
Nachweis von (6): Fiir z =z + iy € C mit z,y € R gilt wegen f(z) = sin(z) = sin(x + iy):
fz(2) = fo(z +iy) = cos(z + iy) = cos(z)
fy(2) = fy(x +iy) = icos(x + iy) = icos(z)

Damit verschwindet die Wirtinger Ableitung in jedem Punkt zg € C, denn:

Folan) = 5 (falz0) +fy(20) = 5 (cos(z) — cos(2)) =0

Damit ist die Funktion f(z) = sin z auf ganz C (d.h. fiir jedes z € C) komplex differenzierbar.

zu (d): f(z) =tanz
Nachweis von (2): Wegen f(2) = tanz = 522 igt der Tangens in den Nullstellen der Cosinusfunktion
nicht definiert, d.h. es ist tan : D — C mit D := C\{§ + k7 | k € Z}. Fiir z € D ist

; 2 etz —y+izv_oy—iz L »
f(z) =tan(z) = sin(2) _ T T e ey — Vi)
— = COS(Z) - eiz-i-;_iz - e—y—‘—iz;_ey—iz - Qi(e_y_i_iz + ey—iw)

_ e Y(cos(z) +i-sin(x)) — e¥(cos(—z) + 7 - sin(—x))
i(e7Y(cos(x) + i - sin(x)) + e¥(cos(—x) + i - sin(—x)))
(e cos(x) — €Y cos(—x)) +i(e Ysin(x) — e¥sin(—x))
—(e7¥sin(x) + e¥sin(—x)) + i(eY cos(x) + e¥ cos(—x))
_ (e7¥ —eY)cos(x) +i-(e™¥ +e¥)sin(x)
—(e7¥ —eY)sin(z) +i- (e7¥ + e¥) cos(x
_ [(e7¥ —eY)cos(x) +i-(e¥+eY)sin(z)] - [—(e™Y —e¥)sin(x) —i- (e™Y + e¥) cos(x)]
[—(e7Y —e¥)sin(z) +i- (e7Y +e¥)cos(z)] - [—(e™¥ — e¥)sin(x) —i- (e7Y + e¥) cos(x)]

_ ((e7¥ +e¥)2 — (e7Y — e¥)?)sin(z) cos(z) . (e +ev)(e? - e¥)(sin(x)? + cos(x)?)
(e7v —e¥)2sin(z)? + (e7¥ — e¥)2 cos(x)? (e7v —e¥)2sin(z)? 4 (e7¥ — e¥)2 cos(z)?

_ 4sin(x) cos(x)
(e=2v 4 e2)(sin(x)? + cos(x)?) — 2(sin(x)2 — cos(x)?)
(€2Y — e=2)(sin(z)? + cos(x)?)

i (e=2Y + e2)(sin(x)? + cos(x)?) — 2(sin(x)? — cos(x)?)
B 4sin(x) cos(x) i e2Y _ =2
~(e7% +e%) — (4sin(x)? — 2) (e72 4 e%) — (4sin(z)? — 2)

B sin(2x) ; sinh(2y)
~ cos(2x) + cosh(2y) cos(2x) + cosh(2y)

Der Nachweis zur Realteil- und Imaginérteilzerlegung der Funktion f(z) = tan z kann ebenso und wesent-
lich kiirzer mittels geeigneter Additionstheoreme gezeigt werden. Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil
zerlegen f(x +iy) = u(z,y) + i - v(r,y) mit

) 4sin(x) cos(x) sin(2z)
: R? — R mit = =
“ mit u(z, ) (e72v 4+ e%) — (4sin(x)? —2)  cos(2x) + cosh(2y)
e — e 2 B sinh(2y)

: R? R mit = =
v — Rmit v(z,y) (e72 + e2) — (4sin(z)? —2)  cos(2x) + cosh(2y)

5
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Wir sehen, dass die Funktionen « und v iiberall in D total differenzierbar sind (d.h. reell differenzierbar in
D) und zudem sind in jedem Punkt (x,y) € D die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt
(dazu: Quotientenregel, Produktregel)

[Oe(45in(z) cos(x))] - [(e + &) — (4sin(x)? — 2)]
Geu(:) (e + %) — (dsin(z)2 — 2]
_ [4sin(z) cos()] - [0z ((e 2 4 %) — (4sin(z)? - 2))]
[(e27+ ¢) — (dsin(a)? — 2)
_4(1 - 2sin(x)?) - [(e7% 4 €%Y) — (4sin(z)? — 2)] + 32sin(z)? cos(z)?
B [(e72¥ + ) — (4sin(z)? — 2)]?
8+ (e 2 4 e=2)(4 — 8sin(z)?)
(e7 + e) — (4sin(2)? - 2)]2
2(e® + ) - [(e7 + €*) — (4sin(2)® — 2)] — 2(e* — e~)?
[(e72V + e2¥) — (4sin(z)? — 2)]?
[0y (e — e™2)] - [(e* + ) — (4sin(2)* — 2)]
[(e72v + %) — (4sin(z)* — 2)]?
[e® = e7] - [0, ((e7 + e*) — (4sin(x)? — 2))]
[(e720 4 €2¥) — (4sin(z)? — 2)]
= Oyv(z,y)

o a(o.y) = [sin) ()] (=20 + %) — (dsin(z)? ~2)
vy [(e72v 4+ e2?Y) — (4sin(x)? — 2)]?
_ [4sin(x) cos(z)] - [0y (e + e*) — (4sin(z)* — 2))]
[(e72 4 e2¥) — (4sin(z)? — 2)]2
B 4sin(z) cos(x) - (2% — 2e=2)
" (e + e) — (4sin(z)? — 2))2
_ [—8sin(z) cos(z)] - (e*¥ — e~ )
[((e72Y + e2¥) — (4sin(z)? — 2))?
[0:(e2Y — e 29)] - [(e7% + e¥) — (4sin(x)? — 2)]
[(e72Y + e2¥) — (4sin(z)? — 2)]?
€20 — e=] - [9, (e~ + %) — (4sin(z)? — 2))]
[((e72Y + e2¥) — (4sin(z)? — 2))?
= —0,v(z,y)

Damit ist die Funktion f(z) = tanz auf ganz D = C\{§ + kn | k € Z} (d.h. fiir jedes z € D) komplex
differenzierbar.

AUFGABE 10
Untersuche die folgenden Funktionen auf Differenzierbarkeit und komplexe Differenzierbarkeit

f(z) = (c): f(z) = ¢ T in 0 < |z] <1
(b): f(2) = Rez

Losung:

zu (a): f(z) =22
Nachweis von (2): Fiir z =z + iy € C mit z,y € R ist

fle) =2z =]z =a® + ¢

Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(z + iy) = w(z,y) + i - v(z,y) mit
u: R? — R mit u(z,y) = 22 + 3
v:R? — R mit v(z,y) := 0
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Wir sehen, dass die Funktionen u und v iiberall total differenzierbar sind (d.h. reell differenzierbar auf
ganz R?) (da v und v partiell differenzierbar und ihre Ableitungen stetig sind) und es gilt

Oru(z,y) = 2x L= Oyv(x,y)
8yu($ay) = 2y ; 0= —3xv(x,y)

Damit sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nur im Punkt (z,y) = (0,0) erfillt und
somit ist die Funktion f(z) = 2Z nur in z = 0 komplex differenzierbar.
Nachweis von (4): Fiir z = re’? € C gilt:

f(2) = 22 = rePre ™ = p2e1 = 2
Also ldsst sich f in Real- und Imaginirteil zerlegen f(re’?) = u(r, ¢) + i - v(r, ) mit

2

u: C — R mit u(r, p) :

r
0

v:C — R mit v(r, )

Wir sehen auch hier wieder, dass die Funktionen w und v tiberall total differenzierbar sind (d.h. reell
differenzierbar) und es gilt:

ou | 1 Ov
— pr— 2 i = — ¢ —
5 (2) r=20 e (2)
ou ov

%(z):OiOZ—r-E(z)

Damit sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nur fiir r = 0, also ausschliellich im Punkt
z = 0, erfiillt und somit ist die Funktion f(z) = 2Z nur in z = 0 komplex differenzierbar.
Nachweis von (6): Fiir z = z + iy € C mit 2,y € R und n € N gilt wegen f(z) = 2z = 2% + y*:

fz(2) = fo(z +iy) = 22 = 2Re(z)

fy(2) = fy(z +iy) = 2y = 2Im(z)

Damit verschwindet die Wirtinger Ableitung nur im Punkt z = (z,y) = 0, denn:

f=(z) = % (fa(2) +ify(2)) = % (20 +i2y) = 0

Damit ist die Funktion f(z) = 2Z nur in z = 0 komplex differenzierbar.
zu (b): f(z) =Rez
Nachweis von (2): Fiir z =z + iy € C mit z,y € R ist

f(z) =Rez=x
Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(z + iy) = u(z,y) + i - v(z,y) mit

u: R? — R mit u(z,y) ===z

v:R? — R mit v(z,y) := 0
Wir sehen, dass die Funktionen u und v iiberall total differenzierbar sind (d.h. reell differenzierbar auf
ganz R?) und es gilt

Oryu(z,y) =1 20= Oyv(z,y)

Oyulw,y) = 0= 0= —ds0(z,y)

Damit sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen immer (d.h. in jedem Punkt (z,y) € R?)

verletzt. Folglich ist f nirgends komplex differenzierbar.
7
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1
zu (c): f(z) =e 7 (in 0 < |z| < 1) Nachweis von (2): Fir z =z +iy € Cmit zr,y e Rund 0 < |2 < 1
ist

1 _ 1

f(z) —¢ Tl = ¢ Va2+y?

Also lasst sich f in Real- und Imaginérteil zerlegen f(z + iy) = u(z,y) + i - v(z,y) mit

1

Vaz2ty?

u:R? — R mit u(z,y) :=e
v:R? — R mit v(z,y) := 0

Wir berechnen mithilfe der Kettenregel die Ableitungen von u beziiglich x bzw. y
__ S S 1 - 9y _3
— 22442 — 22442 I 22402 —2
8$u(a:,y)—6z<e Vv +y)—e Vaity 8z< x2+y2>_6 Vardy? (2 +y?) 2

1 _ 1 N ,
Sulo )= (e W) —e VR0 <_\/x2’1Ty2> = VI (2t 4 y) 2y

Wir sehen, dass die Funktionen v und v iiberall in 0 < |z| < 1 (d.h. fiir (z,y) € R2 mit 0 < /22 +y2 < 1)
total differenzierbar sind (d.h. reell differenzierbar fiir (z,y) € R? mit 0 < /22 +y2 < 1) (da u und v
partiell differenzierbar und ihre Ableitungen stetig sind) und es gilt

1
Opu(z,y) = ¢ Vo2 (2% 4y 22 = 0 = yu(x, y)
1

Oyulz,y) = e VR (2% + y?) 2y = 0 = —dpu(z,y)
Da die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir 0 < |z| < 1 nicht erfiillt sind (sondern nur fiir
z =0), ist f im Bereich 0 < |z| < 1 nicht komplex differenzierbar.

AUFGABE 11
(a): f: C — C holomorph und reellwertig (d.h. f(z) € RV z € C). Zeige, dass [ konstant ist.
(b): Betrachte die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen am Punkt z = 0 fiir die Funktion

f(z):{o , falls z =0

|z|72 - Im(2%) , falls z #0

Ist die Funktion komplex differenzierbar in z = 07

Losung:
zu (a): Sei f = u + v, wobei

u:R? — R mit (z,y) — u(z,y)

[ reellwertig

v:R? — R mit (z,y) — v(z,7) 0

Da f holomorph auf ganz C ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
Opu(z,y) = Oyv(z,y) 20 VY (z,y) € R?
Oyu(z,y) = —0v(w,y) =0 V¥ (z,y) € R?

Damit gilt d,u = 0 und d,u = 0 und somit ist u konstant auf C = R?. Da f = u +iv und v = 0 (da f
reellwertig), ist auch f konstant auf C.
zu (b): Mit der Darstellung z = = + iy € C mit z,y € R erhalten wir

Im(z%)  Im(a? —y? +i-22y) 2xy

) 2
Im — — -
g (%) z-Z x2 + 92 x2 + 92
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Wir kénnen f somit als eine Funktion im R? auffassen

22y fall 0.0
fiR? 5 R? mit f(z,y) = oV alls (z,y) # (0,0)
0 , falls (x,y) = (0,0)

Als néchstes zerlegen wir f(x,y) in die Realteilfunktion u(z,y) und in die Imaginérteilfunktion v(z,y).
Sei f = u + iv, dann gilt

2zy
u: R? — R? mit u(z,y) 932+y , falls (z,y) # (0,0)
, falls (z,y) = (0,0)

v :R? — R? mit v(z,y) :=0

Die Funktionen u und v sind in ganz R? partiell differenzierbar. Wir iiberpriifen als nichstes die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen im Punkt (0,0). Diese sind erfiillt, denn zum einen gilt 9,u(0,0) =

0,v(0,0)

u(z,0) = u(0,0) _ . 5 -0

x#0 x#£0
0yv(0,0) = lim 0(0,9) = v(0,0) = lim 0=0_ 0
y—0 y—0 y—0y —0
y#0 y#0
und zum anderen gilt d,u(0,0) = —0d,v(0,0)
0
_ - —0
Oyu(0,0) = lim (0, y) = u(0,0) = lim ¥ =0
y—0 y—20 y—0 y—0
y7#0 y#0
0,0(0,0) = Tim 2& V=000 u =0

Es bleibt zu untersuchen, ob f im Ursprung komplex differenzierbar ist. (Zur Erinnerung: f = u + v ist
in (0,0) genau dann komplex differenzierbar, wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen im
Punkt (0,0) erfiillt sind und f im Punkt (0,0) total differenzierbar ist.) Zunéchst stellen wir fest, dass u
im Punkt (0,0) nicht einmal stetig ist:

2

. z .
syl 0) = i ogr = 1 =1
x#0 z#0 x#0
0
hm u(z,0) = lim — = lim 0 =
—0 z—0 2 z—0
x#ﬂ z#0 x#0

(Zur Erinnerung: Total differenzierbare Funktionen sind stetig.) Da u im Punkt (0,0) nicht stetig ist, ist
auch f im Punkt (0,0) nicht stetig, folglich ist f dort nicht total differenzierbar und damit auch nicht
komplex differenzierbar (holomorph) im Punkt (0,0).

AUFGABE 12
Es seien f = g+ih holomorph und zweimal (total) differenzierbar. Zeige, dass g und h reelle harmonische
Funktionen sind, d.h.

9% 92

Ag = Ah =0, wobei A : _ﬁ—i_aQ

Hinweis: Untersuche unter welchen Bedingungen axz? + bxy + cy? Realteil eines holomorphen Polynoms
ist.
Losung:
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Da f holomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

O0rg = Oyh
Oyg = —0;h

Da f zweimal (total) differenzierbar ist, gilt weiter

0p0rg = 0pOyh
0,09 = —0,0.h

Auf diese Weise erhalten wir fiir Ag aus dem Satz von Schwarz

0%g 0?9 0 [(0g 0 (0Og 0%h 0%h 0%h 0%h
=i+ 5t 5 (o) oy (o)

oz 87y oy B xdy B 0yox - 0xdy B dxdy B
——— N——
CR.D. g CR.D. g,

- oy - oz

Analog gilt dies nach dem Satz von Schwarz auch fiir Ah

2 2 2 2 2 2
Ah:8h+8h=3 (811) +8<8h> :_(9g+8g:_8g 8920
0x2  0y? Ox \Ox oy \ Oy Oxdy  Oyox Oxdy  Oyox
C‘&.D._@ C.R.D. 54
- Oy - 9z

Damit gilt Ag = Ah = 0.

10



