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AUFGABE 17
Man bestimme die Abbildungen von S? auf sich, die unter der stereographischen Projektion

(a): der Multiplikation mit e (¢t € R)
(b): der Inversenbildung

(c): dem Ubergang zum Konjugierten

entsprechen.

Losung:
Vorbemerkung: Es ist

S? = {(x1, @0, 23) eR® | a2+ a2+ 22 =1} = {(2,t) e Cx R | |22 + 2 = 1}
die Sphdre (bzw. Oberfliche) der Einheitskugel im R? = C x R. Betrachte das folgende Diagramm
clc
GO N I
5% 5 82

Hierbei ist C := C U {0}, f : C — C eine gegebenen Funktion,

{:EIIJF?E?,M ? (331,%’2,1’3) 7£ (070, 1)
(

71 5% — C mit m(z1, 29, 23) =
(1 2 3) Il,.’EQ,:Eg) (0,0,1

o s

7(21) :{ L (5) £ (0,1)
) o0 ,(z’t) (O, )

die stereographische Projektion und o : S? — S2 gesucht. Beachte, dass die stereographische Projektion
7 bijektiv ist. Die Umkehrfunktion 7! ist fiir z = x 4 iy € C gegeben durch

221
_1:@H52mitﬂ'_1(z):: ( \+1 |Z|+1> ) 2 7 00
(0, , 2= 00
2+ 2_1
— ( 2+y2+17 x2+y2+1’ $2+ZQ+1) 9 (:U?y) # o
(0,0,1) , (z,y) = 00

Da die Umkehrfunktion 7! existiert, erhalten wir « in allen Aufgabenteilen durch Hintereinanderaus-
fiihrung

a(r1,22,23) = 7 H(f(m(21,22,23))) ¥ (21,20,23) € S°

zu (a): (Multiplikation mit e, ¢ € R)
Es ist (mit z = 2 + iy € C)

f(z) =z- e = (x4 1y) - (cos(t) +isin(t)) = z cos(t) — ysin(t) + i(zsin(t) + y cos(t))

Dann gilt unter Beriicksichtigung von 2% + 23 + 23 = 1

1 . )
]_ = .
) m(x1, 22, x3) T +1 T
T . T x1 cos(t) — xo sin(t . x1sin(t) + x9 cos(t
mf( i >: 1cos(t) — ezsin(t) | ; z1sin(f) + oz cos(?)
1—1‘3 1—1’3 1—$3 1—.%'3




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 05 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

3) 71 <£L'1 cos(t) — xg sin(t) Lo sin(t) + x2 cos(t)>
1-— T3 1-— T3

[ 2(z1 cos(t) — zasin(t))(1 — w3) 2(xysin(t) + zacos(t))(1 — xg) —1 4 23+ x1 + 23 — 23
B 1-2z3+a?+a23+22 °  1-2m3+a¥+a3+a23 * 1-2z3+2? +a23+23
cos(t) —sin(t) 0 x1
= (x1 cos(t) — xasin(t), zy sin(t) + zo cos(t), x3) = | sin(¢f) cos(t) O - | x2
0 0 1 3

Und wegen a(x1,z2,73) = 7 L (f(n (21,22, 73))) erhalten wir

cos(t) —sin(t) 0 x1
a1, z2,x3) = (21 cos(t) — wosin(t), xy sin(t) + xo cos(t), x3) = | sin(t) cos(t) O - [ zo
0 0 1 3
zu (b): (Inversenbildung)
Es ist (mit z = 2 + iy € C)
1 T —
J(2) = 2 a2 42 +Zx2+y2
Dann gilt unter Beriicksichtigung von x% + 23 + 23 = 1:
T2
1
)71'(%1,%2,.733) 1_$3+Z 1—563
x . 1—xz3)z . (1 =23)x
2)f( i >:< s LA i )
1—x3 1—x3 ]+ x5 r] + x5
1- (-
3t (Gt v =)
Ty + T3 Ty + T3
B 2(1 — x3)xy —2(1 — z3) 2 1 —2x3 — 2% — 23 + 23
o\l —-2z3+ a2+ 22+ 221203+ 22 + 2%+ 22 1 — 223 + 22 + 23 + 22

- (:1:17 —.TQ, _x3)
Und wegen (21,12, 23) = 7 L(f(7(21,22,73))) erhalten wir
oz, x2, 23) = (21, —22, —T3)

zu (c): (Ubergang zum komplex Konjugierten)
Es ist (mit z = z + iy € C)

() =7 = +i(-y)

Dann gilt unter Beriicksichtigung von :):% +23+2i=1:

1
) w1, w2, w3) = 1_$3+ 1_563
T . X2
2
)f(l—x;; v ) 1—.%'3 1—.%'3
_ €1 . 2
3 1
) (1—$3+Z 1—563)
B 2(1 — a3)ay —2(1—as)ey  —1+4 2wy +af+ a3 —af
1 —2z3 a3 + a3+ 23 1—2z3 + 23 + a3 + a2’ 1 — 2w3 + a2 + a3 + a2

- (:Ub —T2, $3)
Und wegen a(x1, 2, 73) = 7 L (f(7(x1,22,73))) erhalten wir

a(xy, zo,x3) = (21, —x2, 3)
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AUFGABE 18

Sei T'(z) := ZZZIS mit a,b,c,d € C mit ad — be # 0 eine Mébiustransformation. Dann gilt:

T(RU{oo}) =RU{o0} <= FJa,8,7,0 € Rmit ad — By #0: T(z)ziii?

Man zeige dann, dass alle gebrochen linearen Transformationen, die die Einheitskreislinie in sich iiber-

fithren, in der Form Sz := %j:g mit a,b € C und |a| # |b| geschrieben werden kénnen.

Losung:

1. Teil: Sei T'(z) := ij:g mit a, b, ¢,d € C und ad — be # 0. Zu zeigen ist

T(RU{oo}) =RU{o0} <= Fa,0,7,0 € Rmit ad — 3y #0: T(z):jiig

<=:1) z.z.: T ist injektiv. Seien 21, 22 € RU {oo}.
azi + B (az +B)(y22 +0)  ayzize + fyze + adz + B0
~vz1+ 0 (vz1 +0)(yz2 +9) Y2z129 + Y021 +Y0z9 + 0
ayznz + Byz +adze+ B0 (az+ B)(vzr+0)  azt+

= = = =T(z
V22129 + y021 + Y029 + 62 (vz2 +6)(yvz1+6)  yz2+06 (z2)
< fOyza + adzy = Byz1 + adzo
< (aé—ﬂfy)(zl —2’2) =0 aégﬁ%;éo 21— 29 =0 <<= 21 = 29
Also ist T injektiv.
ii) z.z.: T ist surjektiv. Sei w € RU {oco}. Suche z € RU {oo} mit T'(z) = w:
—wd
w = azt 3 =T(z) <= wyz+d)=az+ 0 <= (wy—a)z=0—wd < z= fw
vz +6 wy —
Damit ist das Urbild von w gerade durch z = 3 ;fg gegeben. Es bleibt zu zeigen, dass z in RU {oo} liegt.

B—wd

wy—o

iii) z.z.: Fir w € RU {oo} gilt z :=

€ RU {oo}. Dazu miissen wir zeigen

_ pB—wd  B—wd

= =z
wy—o  wy—«

Dies folgt direkt aus

ﬁ-—iﬂé__ B-—iﬂg @, 3,7, €R 8 —wé w € RU {oo} 8 —wé _ .
wv—a_m—@ N wy — o N w*y—oz—

Zz =

Damit gilt z € RU {oo} und folglich ist T" surjektiv. Insgesamt ist 7' : RU {occ} — RU {oc} eine bijektive
Selbstabbildung von R U {oc}. Beachte: Die Umkehrfunktion von T ist gegeben durch
B — 26

T1:RU RU it T71(2) :=
{oo} — {oo} mi (2) o

und ist selbst auch wieder eine gebrochen lineare Transformation (Md&biustransformation).
=: Sei 0.E. (ohne Einschréankung) ¢ € R, falls nicht, so erweitere mit .

1. Fall: (¢ = 0). Es gilt:

az+b a b

7 gz—i-gGRU{OO}VzERU{oo}mitad#O(alsoa#Oundd;éO)

Setze nacheinander z = 0 und z = 1, dann gilt (wegen T (R U {o0}) = RU {o0}):

T(z) =

b
z:O:T(O):geR
a b a
=1 = T(1)=-+ - €R = -€R
z (1) d+de de
—~—
eRr
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Weiter ist § € R und % € R. Insgesamt folgt daher

az+ 3
T(2) —
(2) vz 49

und (wegen ad # 0, also a # 0 und d # 0)

b d
mita::%7ﬁ::377::7:0’5::8:16R

2. Fall: (¢ # 0). Sei 0.B.d.A. ¢ = 1, ansonsten multipliziere den Z&hler und den Nenner mit % Es gilt:

T(z) = ‘f:db € RU {00} ¥z € RU{oo} mit ad — b # 0 (also ad # b)

1. Unterfall: (d = 0). Es gilt:

b b
T(z):azj :a—l—;EIR{U{oo}VzERU{oo}mit —b#0 (also b #0)

Setze nacheinander z = 1 und z = 2, dann gilt (wegen T'(RU {oo}) = RU {o0}):
:=1 = T(1)=a+beR
z2=2 = T(2):a+geR
Damit gilt a,b € R. Denn seien a = a1 + iag und b = by + iby mit aq, az, b1, be € R, dann besagt T'(1) € R

(bzw. T(2) € R), dass Im(a+b) = as+by = 0 (bzw. Im(a+ ) = as+ % = 0), also az = by = 0. Insgesamt
folgt daher
az+

T(z) = o mit a:=a,f:=b,v:=1,:=d=0€R

mit (wegen —b # 0)
ad—pBy=ad—bc=—-b#0
2. Unterfall: (d # 0). Es gilt:

b
T(z) = azz—:_d e RU{o0} Vz € RU{oco} mit ad — b # 0 (also ad # b)

Eine Umformung von 7' liefert

az+b az+ad b—ad a(z+d) b—ad b—ad
) z+d z+d +z+d (Z+d)+z+d a+ z+d€ U{oo} Vze RU{oo}

Wir zeigen nun, dass der zweite Summand in R liegt (beachte: b — ad # 0):

b—ad z+d
R R
z+d€ U{oco} Vz e U{oo}<:>b_ad

ERU{o0}VzeRU{x}

Die Aussage auf der rechten Seite folgt nun direkt aus dem 1. Fall.
2. Teil: Sei S' := OE = {z € C | |2|] = 1} und S : S — S eine gebrochen lineare Transformation
(Mébiustransformation). Zu zeigen ist:

az +b

S(z) = =——— mit a,b € Cund |a| # |b]
bz+a

Erinnerung: Jede Mobiustransformation kann durch eine geeignete Komposition aus Transformationen
der folgenden drei Elementartypen gebildet werden

o Verschiebung ( Translation) um den Vektor b: V, : 2 —— 2z +b
4




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1
Blatt 05 Universitat Bielefeld

Prof. Dr. Y. Kondratiev
Dipl. Math. D. Otten

e [nversion: f, : z+—— é

e Drehstreckung: Mit C 3 a = |a| ', o € R, beschreibt D,

|a| mit einer Drehung um den Winkel «

: 2 — a - z eine Streckung um den Faktor

Wir zeigen, dass sich die gesuchte Transformations S(z) = (f3o fao f1)(z) als Komposition von Transfor-

mationen der folgenden Elementartypen schreiben lasst
d :
f1(z) := z + — (Verschiebung)
c

fa(z) = % (Inversion)

d—"b
fa(z) = e (a 5 C) z (Drehstreckung)
c c
1. Fiir jedes z € S* (d.h. z € C mit |z| = 1) gilt nach dem Abbilden mittels fi(z) = z + 4
z— g =1
c

Die Abbildung f; verschiebt somit die Einheitskreislinie um 0 auf den Einheitskreis um £.

c

d

2. Fiir jedes z € OE + % (d.h. z € C mit ’z - %‘ = 1) gilt nach dem Abbilden mittels fo(z) = 2 =t w

1 d d 1 d
=z = ———=z— - = |[———

1
— —
w w c c w o c

Daraus erhalten wir mit der Kurzschreibnotation A := ¢

]1 - A‘ —1
w

— |1 - Aw| = |w|

— 1 - Aw|* = |w|

— (1 —Re(Aw))* + (Im (Aw))* = |w|?

1 —2Re (Aw) + |Aw|* = |w|?

1 - 2Re(Aw) + |A]? |w]* = |w|?

= |w]® (|4 = 1) = 2Re (Aw) + 1 =0

Schreiben wir w = e, A = % = r4€"°A mit ry, 74 > 0 und Ow, A €] —m, 7|, so gilt weiter

(7“ ) — 2Re(Aw) + gi 0

AGE ) — 2Re(Aw)((r} — 1)) + 74 =1

. (]A\ - 1)2 — rprge Patew) (( )) - rArwei(¢A+¢w)((ri - 1)) +7r4=1

— 72
—

% 2 —ipA 2
= (rpe'fr (\A\ —1) —rae ’ =1
—

—

Te P (\A|2 - 1) —rpe Al =1
0w T e~ ipa B 1
Twe ¥ — |2’2_1 - ‘|A|2—1’
s |- A B 1
AP = 1] AP -1

:rwew“’ (|A|2 - 1) — rAe_“pA} . [rwe_“pw (]A|2 - 1) — rAei“"A] =1




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 05 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

d|ef? |
‘w T e 2 ‘ ~ a2 2
e (d” = 1e”) " |1 = e
Mittelpunkt Radius

= (&
Mittelpunkt: Da f3 Kreismittelpunkte auf Kreismittelpunkte abbildet und f3 auf die Einheitskreislinie um
0 abbilden soll (d.h. das Bild des Mittelpunktes muss 0 sein) untersuchen wir das Bild des im vorherigen

3. Wir betrachten nun die Abbildung f3(z) = ¢ — (%) z.

Schritt ermittelten Mittelpunktes %
5 d|c? a (ad—bc) d |c]? a(|d)* = |¢)*) — a|d]* + bed
3 [ — . =
e(ldf ~1ef)) ¢ N ) e(ldP - ) c(|df* —|ef*)

~
_ —alc]? +bed  bd—at |

Coe(ldP = ey ldP — e

bd—ac —
|d|*—|c[?

Radius: Da f3 auf die Einheitskreislinie um 0 abbilden soll, muss der Radius folglich 1 sein

Daraus erhalten wir eine erste Bedingung:

lef? ad —bc|  |ad —be| 1
2’ 2 - 2 2] —
=P e [d]* — |el?|
Daraus erhalten wir eine zweite Bedingung;: % =1

Aus der (bei der Berechnung des Mittelpunktes) gewonnenen Bedingung erhalten wir

bd — ac - - b
Tl —0 = bd—at=0 < at=bd < ad = - |d?
jdf* = e c
bd — ac — _ — B a ., 9
55 =0 <= bd—ac=0 <= bd=ac <= bc= =|c|
|dI” =] d

Aus diesen zwei Ergebnissen, aus dem Zwischenergebnis a¢ = bd und aus der (bei der Berechnung des
Mittelpunktes) gewonnenen Bedingung erhalten wir

lad —bc|
jd* = [P

= Jad — be| = [|d|* — |¢’|
b a

= |2l = =1el?| = [Id? ~|ef’|
bd ac

= | = dP = = || = |l = [
cd cd
bd bd

= | = dP? = 2 |el| = |l = |eP|
cd cd
bd

- ‘ |l = 1ef?| = [IdI* — le”
cd

<~ 2 =1
C

= [b] = [¢]

<= b==coderb=—¢
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1. Fall: (b=7¢). Wegen a = % = 2 = g erhalten wir a = d und b = ¢.

2. Fall: (b= —¢). Wegen a = % = %EE = —d erhalten wir a = —d und b = —¢.

Falls S : C — C nun eine lineare Transformation mit S(z) = Zjig und S(OE) = JE ist, so muss S eine
der beiden folgenden Darstellungen annehmen

az+b_az+b az—i—b_ az+b

S(z) = == oder S(z) = =
(2) cz+d bz+a (2) cz+d —(bz+a)
Im ersten Fall setzen wir daher o := a = d, 3 = b = ¢ und im zweiten Fall setzen wir a := a = —d,
08 = b = —¢. Da S nach Voraussetzung eine lineare Transformation ist, gilt im ersten Fall offenbar die
Bedingung

o> = |8* = a@ — 8B = dd — ¢c = ad — be # 0

Analog lisst sich dies fiir den zweiten Fall zeigen.

AUFGABE 19
Es bewege sich z auf einem von 0 ausgehenden Halbstrahl arg z = const. ins Unendliche. Fiir welche
Richtungen existiert der folgende Limes

(a): ZILIEO e*

(b): lim z+¢®

Z—00

Losung: zu (a): lim,_, €*
Wir betrachten die Polarform von z, d.h. z =7 - (cos ¢ + i - sin ). Dann ist nach der Eulerschen Formel

eF — el cosy . girsing _

e" %% . (cos(rsiny) + i - sin(rsin ¢))

lim,_,~ des Ausdrucks auf der linken Seite ist (da z entlang eines Halbstrahls gegen unendlich laufen soll)
gleichbedeutend mit lim, .., des Ausdrucks auf der rechten Seite. Mit anderen Worten muss der Radius
r gegen unendlich anwachsen, wohingegen das Argument ¢ (also der Offnungswinkel) konstant bleibt.
Dazu unterscheiden wir jetzt drei Fille (und betrachten ausschliefilich den Hauptwert des Arguments,
d.h. ¢ €] — 7, 7]):

L. Fall: (¢ €] — F,%[). Es gilt cos ¢ > 0, also lim, . €"“**%? = co. Daher folgt:

rcos<p| . rcos<p| — lim e"cos¢ —

T—00

. P . - . 5
ZILHgO]e |—T1LI£10’6 |cos(rsin ) + i - sin(rsin )| rlirrolo|e 00

=1

2. Fall: (¢ = 7). Es gilt cos (§) = 0, also lim, o ¢"c5(5) = 1. Daher folgt:

Z— 00 T—00

lim e* = lim ¢" (%) -(cos(rsin (;T)) + 4 - sin(rsin (g)))
1 N—— ———
=1 =1

= lim cos(r) + i - sin(r) (Grenzwert existiert nicht!)

3. Fall: (¢ = —7%). Es gilt cos (=) = 0, also lim, e"s(3) = 1. Daher folgt:

2
. . —z . ™ . . ™
lim e = lim. ereos(—3) -(cos(r sin <—2)) + i - sin(r sin (—2)))
- —_— —_—
=1 =1

= lim cos(—r) + i - sin(—r)

= lim cos(r) — i -sin(r) (Grenzwert existiert nicht!)
T—00
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4. Fall: (¢ €] —m, —5[U]5, 7). Es gilt cosp <0, also lim, o, €"°*¥ = 0. Daher folgt:

. P reosp| . - .
Zlirgo|e |—TILI¥>10]6 | - [cos(rsin ) 4 i - sin(r sin )|

=1
= lim [€"°®?| = lim e"“®*¥ =0
r—00 r—00
Damit folgt (wegen z, "—=° 0 <= |z,| "— 0) lim, o, e* = 0.
Resiimee: Lauft z entlang eines Halbstrahls in der rechten Halbebene gegen unendlich, so konvergiert
e* auch gegen unendlich. Lauft z entlang der imaginiren Achse gegen unendlich, so existiert fiir e* kein
Grenzwert. Lauft z entlang eines Halbstrahls in der linken Halbebene gegen unendlich, so konvergiert e?
gegen 0.
zu (b): lim, o0 2 + €7
L. Fall: (¢ €] — 3, §[). Es gilt cos ¢ > 0. Daher folgt:

Jim. |z 4+ €*| = Tlingo |r(cos ¢ + isin ) + e" ¥ (cos(rsin @) + isin(rsin¢))]

= lim |rcos ¢ + " P cos(rsin) + i (rsinp + " “¥sin(rsinp))|

= lim \/[7“ cOs (¢ + €705 cos(r sin )] 4 [rsin ¢ + er €S sin(r sin )]
r—00

= lim [7"2 cos? @ + %759 cos? (1 sin ) + 2r cos pe” 5% cos(r sin )
r—00

N

+ r%sin? @ + €27 ¥ sin? (1 sin @) + 27 sin pe” “* ¥ sin(r sin (p)}

= lim [r2 (cos® ¢ + sin? ) +e2 5% (cos? (7 sin @) + sin?(r sin @)

r—00

=1 =1

[ I

+ 2re" ¥ (cos p cos(r sin ¢) + sin @ sin(rsin ¢)) }

=cos(p—rsiny)

= lim \/7“2 + e2reosP 4 2rer cos¥ cos(p — rsin )
————

r—00
>—1
> lim \/742 + e2rcosp _ Qpercosy — lim (ercoscp _ T)Q
T—00 T—00
(1 cos p)?
= lim |[€"°®%Y —r| = lim ¢"“®*?Y —r > lim ——— —r =
r—00 r—00 r—00 2
Das verwendete Additionstheorem lautet:
coszcosy +sinxsiny =cos(x —y) Vr,yeR
Die letzte Abschétzung lésst sich wie folgt begriinden:
oo _k 00 k 2 2
T __ i TCOSY __ (T COS ()0) (T COs 90) _ (T COS 90)
e*,;)k!:e *,;) Moo a2

2. Fall: (¢ = 7). Es gilt cos () = 0 und sin (%) = 1. Daher folgt:

=0
——

. ; . ™ . . (T oS 2) :
Jim. |z 4+ €*| = lim |r - (cos <2> +i - sin (2>) +e - (cos(r sin(

r—00

5)) + i - sin(rsin(=)))]

——— ————’ SN—— S——
=0 =1 =1 =1

|9

= TILHgO |ri + cos(r) + i sin(r)|

= lim |cos(r) + i(r + sin(r))

= lim /cos2(r) + (r + sin(r))?2

T—00
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= lim \/cosz(r) +sin?(r) 42 + 2rsin(r)

r—00

=1
= lim \/1 +r2 4+ 2rsin(r)

T—00 N —
>_1
. 2 _ . o 2 _ o . o _
> lim V1472 —2r rlgglo\/(r 1) = lim r—1| > Jim 7 —1 = oo

3. Fall: (¢ = —%). Es gilt cos (—%) = 0 und sin (—%) = —1. Daher folgt:

=0
—_——~

rcos | ——
Zhrglo |z 4+ €*| = Thngo |7 - (cos <—72T) +i - sin <—72T)) +e 2> - (cos(r sin(—g)) + i - sin(r sin(—g)))]

N—_—— —_——
-1 =1 =—1

=0 =

= lim | —7i 4 cos(—r) +isin(—r) |
T—00 N— o’ N’
cos(r) =—sin(r)

= lim |cos(r) + i(—r — sin(r))]

= lim y/cos?(r) + (—r — sin(r))?

T—00

= lim \/cosz(r) +sin?(r) 42 + 2rsin(r)

T—00

=1
= lim \/1 +r2 4 2rsin(r)

T—00 N —
>—1

> lim V1+72—=2r=lim (/(r—1)2=lim [r—1/> limr—1=00

T—00 T—00 T—00 T—00

4. Fall: (¢ €] —m, —F[U]F, 7[). Es gilt cos ¢ < 0. Daher folgt (analog zum 1. Fall):

lim |z 4 €*| =
zZ— 00

(0.¢]

Resiimee: Lauft z entlang irgendeines Halbstrahls in der komplexen Halbebene gegen unendlich, so kon-
vergiert z + e* auch gegen unendlich.

AUFGABE 20
Man zeige die Ungleichung

7
—lz] VO<|z] <1

1
=zl < |ef = 1] <
A<l 1<

Losung:
i) z.z.: e — 1] < £|Z|
Aus der Darstellung der Exponentialreihe und der Dreiecksungleichung erhalten wir:
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Aus der Darstellung der Exponentialreihe und der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir:
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