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AUFGABE 21
Berechne unter Verwendung der Definition das Integral

L(z —20)"dz

wobei m € N und v ein Quadrat mit Mittelpunkt zg ist, dessen Achsen parallel zu den Koordinatenachsen
sind.

Losung:
FErinnerung:

Kurvenintegral: U C C Gebiet, f : U — C stetig, a,b € R mit a < b, a : [a,b] — U stiickweise stetig
differenzierbare Kurve mit Sp(«) C U, dann ist das Kurvenintegral von f entlang der Kurve « definiert

als
[ 1raz= [ fa@) @

y

22 z3
20
A . C
21 # b 24
D |

d
Wir bestimmen zunéchst die Kurve ~ fiir ein Quadrat mit den Eckpunkten z1, 29, 23, 24 zu einem bekannten
Mittelpunkt zg. Diese Kurve wird im Folgenden im Uhrzeigersinn durchlaufen. Andernfalls &ndert sich das
Vorzeichen aller Ergebnisse. Da die Achsen des Quadrates einerseits parallel zu den Koordinatenachsen

verlaufen sollen und andererseits das Quadrat eine beliebige Grofie besitzen darf, betrachten wir zu einem
beliebigen Punkt zy = xg + ty¢ die Eckpunkte

z1 = (zg — d) +i(yo — d)
22 = (zo — d) + i(yo + d)
z3 = (xo+ d) +i(yo + d)
za = (xo+d) +i(yo — d)

wobei d € RY beliebig. Der Wert d reguliert hierbei die Grofie des Quadrates und entspricht der Hélfte
einer Seitenldnge. Man tiberlege sich leicht, dass alle auf diese Art konstruierten moglichen Quadrate den
Punkt zo als Mittelpunkt aufweisen. Als néchstes notieren wir die vier Kurven A, B, C, D fiir die vier
verschiedenen Teilstrecken (Verbindungsstrecken):

= [z1,22] : [0,1] — C mit A(t) := 21 +t(22 — 21) = 2o — d +i(yo + (2t — 1)d)

= [22, 23] : [1,2] = Cmit B(t) := 2z + (t — 1)(23 — 22) = (=3 + 2t)d + 20 + i(yo + d)
= [z3,24] 1 [2,3] = Cmit C(t) := 23+ (t —2)(24 — 23) = x0 + d + i(yo + (—2t + 5)d)
= [24,21] : [3,4] = C mit D(t) := z4 + (t — 3)(21 — 24) = o + (=2t + 7)d + i(yo — d)

Dann ist die gesamte Kurve v durch eine Zusammensetzung von A, B,C und D (dies ist moglich, da
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A(1l) = B(1), B(2) = C(2) und C(3) = D(3) gilt) gegeben durch

At) ,0<t<1
B(t 1<t<?2
C(t) ,2<t<3
D(t) ,3<t<4

v wird in der Literatur auch als Polygonzug bezeichnet. Insbesondere gilt v(0) = ~(4), weswegen es sich
bei v um eine geschlossene Kurve (bzw. einem geschlossenen Integrationsweg) handelt. Kommen wir nun
zur Berechnung des Integrals

/(z —20)"dz (meZ)
.

Bei der Berechnung miissen wir fir m € Z zwei Félle unterscheiden:
1. Fall: (m # —1)

/(z —20)"dz = / (z —z0)"dz
A®BOCOD

—/z—zo dz—l—/ z—2p) dz+/ z—2p) dz+/ z—29)"dz

= / (z1+t(z2 —21) — 20)" - (22 — z1) dt —I—/ (z2+ (t —1)(23 — 22) — 20)™ - (23 — 22) dt
0 1

4 /23(23 (= 2) (24— 25) — 20)™ - (24 — 23) dE+ /34(24 (= 3) (21— 2a) — 20)™ - (21 — 24) dt

1 2
= 21+ t(zg — 21) — 20)™ ! —i—[ zo 4 (t —1)(23 — 22) — 20)™ !
g e = ) =)™ [ (= e ) — 20
3 4
_ _ _ m+1 o _ _ m+1
[l == ) = 20)™] [t (=3 =) - 20) 3
1
Tl ((22 — 20)™ ! — (21— 20)™ + (23 — 20)™T = (22 — 20)™ T + (24 — 20)™ !
1
_ _ m+1 . m+1 _ m+1 ———  .0=0
(23 Zo) + (2’1 Zo) (24 Zo) ) ]

2. Fall: (m = —1)
Da der komplexe Logarithmus nicht auf ganz C stetig und holomorph ist, muss hier Achtung gegeben
werden (siehe: Abschlussbemerkung). Wir beweisen in Kiirze, dass

1 1 1 1
/ dz:/ dz:/ dz:/ dz:—zi
AZ— 20 BZ— 2 CzZ— 2 DZ— 20 2

gilt und erhalten daraus unmittelbar

1 1
/ dz :/ dz
¥ 220 A®B®C®D Z — 20

1
= dz + dz + dz +
AZ— 20 B Z— 20 C Z— 20 D Z— 20

:4-<—gozz—mm

Wir zeigen nun, dass das Integral iiber jede dieser Verbindungsstrecken A, B, C' und D den Wert —3i
annimmt. Dabei sei auf die Definition des Kurvenintegrals hingewiesen und an die Ableitungen der Kurven
A'(t) = 2di, B'(t) = 2d, C'(t) = —2di und D'(t) = —2d erinnert. Alle vier Integral lassen sich nun
auf dieselbe Art und Weise berechnen. Man beachte, dass alle Ergebnis unabhéngig von d sind. Unter
Verwendung von

f/

dz

=[- arctan(x)]z

=[In|f(x)|], und /
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erhalten wir
1 1 2di L2di(—d —i(2t — 1)d
/ dz:/ — dt:/ id—i2t— Ld) ,
AZ— 20 —d +i(2t —1)d 0o d®4(2t—1)2d?
4 2 o _ 942
d=(2t — 1) di+ i / 2d gt
0o d?+ (2t —1)2d? d? + (2t — 1)%2d?

=5 [ln ‘dQ + (2t — I)QdQHO +i[— arctan(Qt 1)} (d>0)
(111

2d2‘ —In ‘2d2D + i (—arctan(1) — (— arctan(—1)))

|
. T T T,
= ‘4‘4>=—22

2 2 _ I
/ 1 dz:/ 2d g — / 2d((—3 + 2t)d — id) i@t
B 1

z — 20 3 +2t)d +id (=3 +2t)%2d?> 4 d?
1 4d2 —3+2t) —2d?
= * dt+i / dt
2 3+2t2d2+d2 -3+ 2t)d? + d?
1
= [ \ —3+2t)2d% + d2H + i [ arctan(—3 + 2t)]2 (d > 0)
1

:5( ‘2d2‘ 1n‘2d2D+z( arctan(l) — (—arctan(—1)))
=i(-5-7)="5

/ 1 B / —2di gt — /3 —2di(d —i(—2t + 5)d) @t
cz—zo d+i(=2t+5)d  Jo d?+ (—2t+5)%d?

13 A2t 4 5)d +/ —2d? Ut
T 2)y @+ (—2t+5)2d2 @ 1 (=2t + 5)2d2
1
=3 In \d? 4 (=2t +5) d2H2 +i[— arctan(2t — 5)]3 (d > 0)

- % (ln ‘2(12‘ —1In ‘2(12‘) + i (—arctan(1) — (— arctan(—1)))

_-ﬂﬂ>_7f-
1 1) e

1 4 —2d 4 —2d((—2t + 7)d +id)
d dt = dt
/Dz—zo T / (— 2t+7) —id /3 (=2t + 7)2d? 4 d?

/ (—2t + 7)%d? dt+i/4 —2d? gt
3 (

T2 2t +7)2d2 + a2 —2t + 7)2d2 + d2
1
= [In|(—2t+7)% + d2H + i [ arctan(2t — 7)]2 (d > 0)
1
=3 (ln ‘2d2‘ —In ‘2d2D + i (—arctan(l) — (— arctan(—1)))

_ (T _ Ty _ T
—'\T1 1) e

Abschlussbemerkung: Der komplexe Logarithmus log : C\R_ — C ist stetig und holomorph in C\R_,
wobei R_:={z € R |z < 0}.

AUFGABE 22

Die Funktion f sei auflerhalb des Kreises {z € C | |z — z9| = 7o} (mit z9 € C und ry > 0) ste-

tig. Es bezeichne M (r) das Maximum von |f| auf der Menge aller z mit |z — zo| = r > rg. Es gelte
lim, o 7M(r) = 0. Zeige, dass dann auch

lim [ f(2)dz=

T—00

gilt, wobei ~, einen Kreisbogen um zg mit dem Radius r bezeichne.
d
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Losung:

Zunéchst ist der Integrationsweg v, (r € R mit r > ro > 0) gegeben durch
Y : [a,b] — C mit v, (t) := 2o + e’

wobei 0 < a < b < 27 beliebig, aber fest gewahlt sind. Die Kurvenlédnge von ~, ist gegeben durch

b b .
Lo = [ iwlde= [ friet

b
=|r\/ dt=(b—ayr YO<a<b<2r

dt = /b \/r2 (cos?(t) + sin?(t))dt = /b Vr2dt

Aus der Standardabschétzung (SA) des Kurvenintegrals und der Bogenldnge L(7,) aus der vorherigen
Zeile erhalten wir:

(8A)

lim / f(z)dz| < lim L(v.)- max |[f(2)| < lim L(y,) - max |f(2)]

=00 | /A, 7—00 z€Sp(vr) r—00 T,—)/ 2€9Br(20)
= b—a T _/_/

=M(r)
=(b—a)- lim rM(r)=(0b—-a)-0=0 VO<a<b<2r
T oo
nach:\/or.o

AUFGABE 23
Zeige, dass die Funktion

f:C— Cmit f(z) := Re(z)

keine Stammfunktion besitzt.
Losung:

Erinnerung:
Satz: D C C offen, f: D — C stetig auf D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1): f besitze eine Stammfunktion in D (d.h. f ist integrabel in D)
(2): Vv :]a,b] = Cmit a,beR, a<b, y(a) =~(b) und Sp(y) C D :

Lf(z)dzz()
(3): 3F : D — C holomorph in D ¥+ : [a,b] — C mit a,b € R, a < bund Sp(y) C D :
| 1)z = FGO) ~ P ta)

(4):Va:la,b] = C A VS :[c,d] — Cmit a,b,c,d € R, a <b, c<d, ala) =[(c), a(b) = B(d),
Sp(a) € D und Sp(B) C D :

/af(z)dz:/ﬁf(z)dz

Angenommen die Funktion f(z) = Re(z) (die offensichtlich stetig auf ganz C ist) besitzt eine Stamm-
funktion, so miisste das Integral {iber jede geschlossene Kurve 7 verschwinden (siehe (2)), d.h.

ARe(z) dz=0

Also miisste dies auch speziell fiir den folgenden geschlossenen Integrationsweg gelten:

v :[0,27] — C mit y(t) = re*  (r > 0)
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der offenbar die Ableitung /() = ire® besitzt. Aber tatsichlich gilt:

27 ) . 2 .
Re(re) -ire' dt = / rcos(t) - ire' dt

[ Re(z)dz = " Re(y(1)) (1) dt =
o’ 0 0

0

=r? /027r — cos(t) sin(t) dt + ir? /027r (cos(t))? dt
=72 [1 (cos(t))ﬂ v L ! r”

5 + ir? [2 sin(t) cos(t) + §t

0 0

2 [% (cos(27))? — % (cos(0))? ] + 2] % sin(2r) cos(2m) + = - 2 — ( % sin(0) cos(0) + % 0)]

2
—_— =
=0 =T =0 =

1
2

1
2

=inr? £ 0
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass f eine Stammfunktion besitzt. Folglich besitzt die Funktion
f keine Stammfunktion.

AUFGABE 24
Berechne die folgenden Integrale

(1): /(z—l—z’)de (3): /zei(zz)
gl gl
(2): /zcos(z) dz
v
wobei 7 die halbe Ellipse ist, welche von 5 durch 2mi nach —7% fiihrt und die Hauptachsen auf den

Koordinatenachsen hat.
Losung:

Im

211

wln
wlx

Zunachst ist der Weg ~ gegeben durch
v : [0, 7] — C mit y(t) := gcos(t) + i - 2msin(t)

Dann ist die Ableitung +'(t) = —7 sin(t) + i - 27 cos(t). Zur Losung der Aufgaben zeigen wir im Teil (1)
zwei Varianten. Die erste Variante ist, dass man alles durchrechnet (sehr rechenaufwendig) (-> Variante
1). Die andere Variante ist, dass man eine Stammfunktion trdumt (-> Variante 2). AnschlieBend geht
alles ganz einfach.

zu (1):

Variante 1: (ausrechnen)

Um uns im folgenden etwas Schreibarbeit zu ersparen, nennen wir vorweg einige notwendige Stammfunk-
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tionen:
1 , 1 » 1 , 1
/cos =35 cos(t) sin(t) + it /sm (t)dt = 5 cos(t) sin(t) + it
1 2 1 2
/ cos®(t) dt = 5 cos*(1)sin(t) +  sin (1) / sind () dt = — cos(t) sin?(t) +  cos(t)
1 1
/cos )sin(t) dt = —3 cos>(t) /cos(t) sin?(t) dt = 5 sin(t)

. 1
/cos(t) sin(t) dt = 5 cos?(t)

Kommen wir nun zur Aufgabe:

s 2
/(z + )2 dz = / <72T cos(t) + i (2msin(t > ( sin(t) + 27 Cos(t)) dt
¥ 0
I N U B PO B
= 7 cos”(t) — 4n” sin”(t) — 4w sin(t msin(t
o 21\4
-2 (2772 cos(t) sin(t) + m cos(t )) meos(t) dt
T 1
+i/ —5 (27r2 cos(t)sin(t) + m cos(t)) 7 sin(t)
0
1
+2 <47r2 cos?(t) — 4n? sin?(t) — 4 sin(t) — 1) meos(t) dt
Wir berechnen zunéchst den Realteil des Integrals:

™ 1/1
/ D) (47?2 cos’(t) — 4n?sin?(t) — 4 sin(t) — 1) msin(t)
0

-2 (27?2 cos(t)sin(t) + m cos(t)) mecos(t) dt

33 a3 [T 2 3 (T3 2 [T 2
== cos”(t) sin(t) dt + 2w sin”(t) dt + 2w sin”(t) dt
0 0 0

L. 2 [T 2
+f7r/ sin(t) dt — 2w / cos“(t) dt
0 0
88 2 4 1 1 1
:—gﬂ?’ 3—i—2 3 3+27r2-§7r+§7r'2—27r2-§7r
1
:—Eﬂ' +m

Als néchstes berechnen wir den Imaginérteil des Integrals:

/07r —% (2772 cos(t) sin(t) + m cos(t)) msin(t)

1
+2 <47r cos’(t) — 4n? sin?(t) — 4 sin(t) — 1) meos(t) dt

T 1 T 1 -
=— 9773/ cos(t) sin®(t) dt — 7772/ cos(t) sin(t) dt + §7r3/
0

2 0 0

cos>(t) dt — 277/ cos(t)dt
0

1 1
:—9773.0—;n2.0+§w3.0—2w-0:0

Damit erhalten wir insgesamt die Losung
/(z+i)2dz —iﬂ +7
. 12

Variante 2: (Stammfunktion trdumen)
Wir traumen kurz (mit Maple) und stellen die folgende Vermutung auf:

3 (z+1)® ist die Stammfunktion von (z + i)?
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Dazu miissen wir zeigen:

(i): é(z +4)3 ist holomorph
(i): <?1)(z+i)3> — (2 4i)?

(i) gilt, da die Funktion z 4 i holomorph auf ganz C ist, also auch (z + i)? und damit auch £(z +14)3. (i)
gilt wegen der Kettenregel. Damit kénnen wir den folgenden Satz anwenden:

Satz: D C C offen, f: D — C stetig in D, F' Stammfunktion von f. Dann gilt fir jede glatte (d.h. stetig
differenzierbare) Kurve « : [a,b] — C mit Re(a)) C D:

/a f(2) dz = F(a(b)) — F(a(a))

Speziell fiir f(z) = (z +14)% F(z) = 5 (z + i)* und a = + erhalten wir:

[+iras = tm i - §<v<o>+z'>3:

1(13+3>_ Lo
3 47T ™) = 7T ™

12

zu (2):

Variante 1: (ausrechnen)

Da diese Berechnung sehr aufwendig ist und die Integranten sehr lang werden, zeigen wir nur die Variante
2. Fir Variante 1 sei lediglich auf die Hyperbelfunktionen des Cosinus und des Sinus hingewiesen.
Variante 2: (Stammfunktion trdumen)

Wir trdumen wieder kurz (mit Maple) und stellen die folgende Vermutung auf:

cos(z) + zsin(z) ist die Stammfunktion von z cos(z)
Dazu miissen wir zeigen:

(i): cos(z) + zsin(z) ist holomorph

(ii): (cos(z) + zsin(z)) = zcos(2)

(i) gilt, da die Funktionen cos(z), sin(z) und z allesamt auf ganz C holomorph sind, also auch cos(z) +
zsin(z). (ii) gilt aufgrund der Linearitét (L) und Produktregel (P):

—
~

!/

(cos(z2) + zsin(2)) & (cos(2)) + (zsin(2)) L —sin(z) + sin(z) + 2 cos(z) = 2 cos(z)

Damit kénnen wir den in (1) genannten Satz anwenden. Speziell fur f(z) = zcos(z), F(z) = cos(z) +
zsin(z) und a = « erhalten wir:

[ =eos(z) dz = cos((m)) + 2 (m)sin(y(m)) — cos(3(0)) ~ 2(0)sin(3(0)) = F = 5 =0
v —~ =~ 1 —— 2 2

v
=—I =z =— =z us :£
2 2 2
—— M—/ %/—/ E/—/
=0 =0

—/—’ %/—/

us T

=2 -2

zu (3):

Variante 1: (ausrechnen)

Da diese Berechnung sehr aufwendig ist und die Integranten sehr lang werden, zeigen wir nur die Variante
2.

Variante 2: (Stammfunktion trdumen)

Wir tréumen nun ein letztes Mal und stellen dabei die folgende Vermutung auf:

%ei(%) ist die Stammfunktion von zet=*)
i
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Dazu miissen wir zeigen:

1 .
(i): ?e’(ZQ) ist holomorph
i

1 o2y 2
(ii): <2e’(z )> — 2¢'(z%)

7

(i) gilt, da die Funktionen €7, iz? und 3 allesamt auf ganz C holomorph sind, also auch 2%61»(22). (ii) gilt
aufgrund der Produktregel (P) und Kettenregel (K):

(1.ei(22)>/ ® i . (ei(ZQ)), ) l : (iz2), i) ® l -2z - e(F) = i)
21 21 21 21

Damit koénne wir den in (1) genannten Satz anwenden. Speziell fiir f(z) = z¢i*), F(z) = %61(22) und
« =« erhalten wir:

(ME]
SN—
(V)
|
| —
.
~—~
VB
N—
[\V)
Il
o

/ i) gy — 1 giam? L i Z L e
y 21 21 21 21




