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AUFGABE 25
(a): Fiir welche Zahl z € C konvergiert die folgende Reihe?

n

o
gl—z”

Auf welchem Gebiet ist diese Konvergenz gleichmafBig?

Losung:

Erinnerung;:

Weierstrafisches Majorantenkriterium (fir Funktionenreihen): Y oo a, konvergente Reihe mit a,, € Ry
Vn e Ny, U CC, f,:U — C Funktionen mit || fy||oc := sup,cy | fn(2)| < an ¥n € Ny. Dann gilt:

o0

Z fn ist gleichmaBig konvergent auf U
n=0

1. Fall: (|z| > 1, d.h. z € C\E)

Offensichtlich bildet die Funktionenfolge % fiir jedes = € C mit |2| > 1 keine Nullfolge beziiglich
des Grenziibergangs n — oo. Dies ist leicht mit einem Widerspruch zu verifizieren: Angenommen diese
Funktionenfolge bildet eine Nullfolge, so gilt,

n n

z
1—2zn

z

n—oo
0
1—zn

n—o0
0

’

Wegen |z|" — oo fiir n — oo (da |z] > 1) erhalten wir

n

1
L9
z

n—o0
=1

z
1—2zn

woraus direkt ein Widerspruch hervorgeht. Folglich muss die Reihe divergieren und ist somit weder kon-
vergent noch gleichméafig konvergent in C\E, wobei E := {z € C | |z2] < 1} die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe bezeichnet.

2. Fall: (|z|] =1, d.h. z € 9E)
Offenbar lésst sich z eindeutig in Polarkoordinaten darstellen durch z = re'? mit r € R und ¢ €] —, ).

Wegen r = |z 1 gilt sogar z = €', Den Beweis erhilt man nun durch einen Widerspruch: Angenommen
die Reihe konvergiert fiir |z| = (fiir n — o0) fiir jedes z € C

zZ_,—1iz
)

mit |z] = 1 bilden. Da der Betrag des Summanden nicht gegen 0 konvergiert (Hinweis: sin(z) =

ei%n 1
= - 0 (fiir n — o00)

2sin (%n)

2" e

1—27| |1 —eien| ’efign_ei%n

konvergiert auch der Summand nicht gegen 0 (denn: z, — z = |z,| — |2|, also |z,| = |2| = 2z, = 2).
Somit erzeugt der Summand keine Nullfolge und es folgt der Widerspruch. Die Reihe ist in OE demnach
weder konvergent noch gleichméflig konvergent. Beachte: Falls es zu einem festen ¢ € [—m, [ ein n € N

gibt mit sin (¥n) = 0, so ist die Reihe nicht wohldefiniert.

3. Fall: (2| < 1, d.h. z € E)

Unser Ziel ist es, das Majorantenkriterium anzuwenden. Dazu sei wiahle 0 < r < 1. Betrachte a,, := % flr
n € N. Wegen 0 < r < 1 gilt offenbar a, € Ry Vn € N. Weiter gilt unter Verwendung der geometrischen
Reihe (die im Ubrigen bei 0 beginnt):

s O g o 1 r

= 1]l =——— VOL<r<l1
N = i) (1—r) '
n=1 n=1

Damit konvergiert > > | a, gegen (1 2 Betrachte nun U := E und f, : E — C mit f,(2) := 2= und

1—zn
n € N. Dann folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir jedes 2z € C mit 0 < |z] < r < 1 die
1
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Hilfsaussage (HA)

1= 27 = 1 (=) 31— ="l = [1= |2 | 2 1 =" = 1= " > 1—7 >0
grr-n <T
~—— N——
>_rn 2—7‘
——
>1—rn
1 1

== <
1—2zn ~1—r

und daraus erhalten wir wiederum die Abschitzung fir das Supremum (bzw. die Majorante)

z" 1 r"
| falloo = sup |fu(2)] = sup ~| = sup —-|2" < VneNVO<r<1
2€B,(0) 2eB,(0) 11— 2 seB () 1= 2" ~— " 1-=7r
Hf—/ grn
(HA)
< L

1—7r
Das Majorantenkriterium von Weierstra$l (fiir Funktionenreihen) liefert uns daher fir 0 < |z| <r <1

n

00
D1
n=1

— ist auf jeder kompakten Kugel B, (0) in E := {2z € C| |2| < 1} gleichmiBig konvergent

o
also insbesondere konvergent in E.

AUFGABE 26
Berechnen Sie mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel die folgenden Integrale:

1
1): j{ ——dz }{ dz
W o GG D o ) ETIETD
1
2): SR SR ]{ dz
@) le—1=1 (# — 1)%(2 + 1) (z —1)2 z+1)
Hinweis: Benutzen Sie Partialbruchzerlegung.
Losung:
Erinnerung:

Cauchyscher Integralsatz: U C C offen, f : U — C holomorph. Dann gilt:

]{ f(2)dz =0V~ geschlossener Integrationsweg mit |y| C U und int(vy) C U
g

Cauchyscher Integralformel (fiir Kreisscheiben): U C C offen, f : U — C holomorph, ¢ € U, B := B,(c) :=
{2 € C | |z —¢| < r} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und Radius » > 0, B C U, ( € B, n € N.
Dann gilt:

_ 1 f(z)
f(¢) = omi hpzoc d (Cauchysche Integralformel)
f(")(C) = LL! y{ 7f(z) dz (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel)
2mi Jap (2 — )l

wobei 0B die positiv orientierte Kurve iiber den Rand von B ist, d.h.
OB : [0,27] — C mit t — ¢+ re®

Partialbruchzerlegung (PBZ):

1 A B C  22(A+B)+2(-24+C)+(A-B+0)

(2—1)2(z+1)_(2+1)+(z—1)+(z—1)2_ (z—1)2(z+1)
2
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Damit erhalten wir die Gleichungen

D:A+B=0
(I): —2A+C =0
(IIl): A-B+C=1

Losen wir dieses Gleichungssystem auf, so erhalten wir A = i, B = —%, C= % und damit die Darstellung
1 1 _1 1
_ 4 4 7S 2
(z=1)2(z+1) (2+1) (2=1) (2—-1)2

zu (1):
Die Kurve |z + 1| = 1 ist gegeben durch

a:[0,27] — C mit a(t) = —1+ €%

Es ist mit Hilfe der Partialbruchzerlegung (PBZ):

75!<z—1>21<z+1>d227§(zind”?i(z_‘l‘nd”?i(z—%lvdz

Fiir das erste Integral sind mit U := C offen, f : U — C mit f(z) := i holomorph, ¢ := —1 € U,
B:=Bi(=1)mitr:=1>0, BCU, (:=-1¢€ B die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel
erfiillt und es folgt:

l . .
f 4 dz:27ri-f(—1):@:%

(z+1) 4
1
Fir das zweite (bzw. dritte) Integral sind mit ,U := C\{1} offen, f : U — C mit f(z) := % (bzw.
1
f(z) = ﬁ) holomorph® die Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes erfiillt. Da a ein ge-

schlossener Integrationsweg ist (d.h. «(0) = a(2m) = 0) und desweiteren |a| = 9B1(—1) C U sowie
int(a) = B1(—1) C U erfiillt ist, gilt fir die Kurve o nach dem Cauchyschen Integralsatz:

DN — |

j,{(z—l)de:O

Insgesamt erhalten wir daher

1 ™
_7({1(21)2(z+1) =3

Alternativ und kiirzer:

1 _ (z—1)2 (CIF) 1 o ﬂ
L(z—l>2<z+1>dz‘/a<z+1>dz S CnonE T

zu (2):
Die Kurve |z — 1| = 1 ist gegeben durch

B [0,271’] — C mit B(t) =1 _|_€it

Es ist mit Hilfe der Partialbruchzerlegung (PBZ):

1 _
e e ekl N TR e
3

N,

1
2
0 dz—l—]{g(z_ 1)? dz
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Fir das erste Integral sind mit ,U := C\{—1} offen, f : U — C mit f(z) := G Jlrl)
Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes erfiillt. Da [ ein geschlossener Integrationsweg ist (d.h.
B(0) = B(2m) = 2) und desweiteren |3| = 0B1(1) C U sowie int(3) = Bi(1) C U erfillt ist, gilt fiir die
Kurve § nach dem Cauchyschen Integralsatz:

1
i _g2=0
]g(z—i-l) i

Fiir das zweite (bzw. dritte) Integral sind mit ,U := C offen, f : U — C mit f(z) := —i (bzw. f(z) := %)
holomorph, ¢ := 1€ U, B := By(1) mit r := 1> 0, B C U, ( :=1 € B“ die Voraussetzungen der
Cauchyschen Integralformel (bzw. der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel mit n = 1) erfiillt
und es folgt:

holomorph® die

—i . 271 )
72(2 1)dz:2m-f(1):——:——

_l 27
72(2_21)2dz:1!-f’(1)20

Insgesamt erhalten wir daher

1 T
fﬁ o T 2

Alternativ und kiirzer:

1 D, (CIF) 27 ( 1 >(1) i
. dx= = . 1) = ——~
/5(2—1)2(z+1)dz /5(2—1)2dz e \zx1) W3

zu (3):
Die Kurve |z —i| = 1 ist gegeben durch

v :[0,27] — C mit y(t) := i + e

Es ist mit Hilfe der Partialbruchzerlegung (PBZ):

1 _1

Fiir das erste (bzw zweite, bzw. dritte) Integral sind mit ,U := C\{—1} offen, f : U — C mit f(z) :=

| w\»—t

l
) D
(bzw. f(2) := %5, bzw. f(2) == 1)2) holomorph® die Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes

erfilllt. Da ~ ein geschlossener Integratlonsweg ist (d.h. v(0) = 7(27r) = 1+ i) und desweiteren |y| =
0B (i) C U sowie int(y) = By (i) C U erfilllt ist, gilt fiir die Kurve 8 nach dem Cauchyschen Integralsatz:

1

_1
j{/(z_‘ll)dz:O

1
jlg(zfl)de:O

Insgesamt erhalten wir daher

1
f et =
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Alternativ und kiirzer:

(c18)

dz 0

1
A (z—1)2(z+1)
zu (4):
Die Kurve |z| = 2 ist gegeben durch
§:10,27] — C mit 6(t) := 2 - ¢

Es ist mit Hilfe der obigen Partialbruchzerlegung (PBZ):

_1 1
7§(3_1>21<z+1>d~’*:fz+1 TR Fts

Fiir das erste (bzw. zweite, bzw. dritte) Integral sind mit ,U := C offen, f : U — C mit f(z) := I (bzw.
f(2) == =1, bzw. f(z) := 1) holomorph, ¢ := 0 € U, B := By(0) mit r :=2 >0, BCU,(:=—-1€B
(bzw. ¢ :==1 € B, bzw. ( := 1 € B)* die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel (bzw. fiir das
dritte Integral der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel mit n = 1) erfiillt und es folgt:

(z+1) 42
—i ) 211 ™
jg(z 1 dz = 2mi f(l):—T:—?

G127~
Insgesamt erhalten wir daher
1 T T
fg(z—l)2(z+1) T

Alternativ und kiirzer geht es in diesem Teil nicht. Die Partialbruchzerlegung ist hier zwingend erforderlich.

AUFGABE 27
Es sei g stetig in einer Umgebung einer offenen Menge U mit stiickweise glattem Rand. Zeigen Sie, dass

dann
£ = g [ 2 e

2mi Jou ¢ — 2

eine reguldre Funktion in U ist. Zeigen Sie, das jedoch f nicht notwendigerweise eine stetige Fortset-
zung auf den OU hat, die mit g iibereinstimmt. Hinweis: Betrachten Sie als g(z) = % und als U die
FEinheitskreisscheibe um 0.

Losung:

Erinnerung;:
Komplexes Parameterintegral: 7 : [a,b] — C Integrationsweg mit Sp(y) C C, U C C, f : Sp(vy) x U — C
mit ((, z) — f(C, z) stetig in Sp(y) x U. Dann:

F:U — Cmit F(z /f (¢, z)dz heifit komplexes Parameterintegral

Satz: Fir komplexe Parameterintegrale gelten die folgenden Aussagen:

(1): F ist stetig in U
(2): (Differentiation des Parameterintegrals) U C C offen, f(¢, o) : U — C mit z — f((,2)
holomorph in U V(¢ € Sp(y). Dann gilt: F': U — C holomorph in U und

/ 2)dCVzeU
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(3): (Integration des Parameterintegrals) U C C, a : [¢,d] — C Integrationsweg mit Sp(a) C U.

Dann existiert das Integral

[roe= ([ rcm)

und es gilt

/a</7f(C,z)dC> dz:/w(/af(g’z)dz) dc

Teil 1: z.z. f ist regulér (d.h. holomorph) in U
1. Moglichkeit: (Differentiation des Parameterintegrals)
Betrachte den Integrationsweg AU und sei

fe) = e [ 2 e

2mi Jou ¢ — 2

Definiere ¢ : OU x U — C durch ¢((, z) := g( )| Offenbar ist @ stetig in QU x U, weswegen das komplexe
Parameterintegral wohldefiniert ist. Ehe wir nun die Eigenschaft (2) anwenden, werden wir zunéchst die
Ableitung des Integranden bestimmen. Mithilfe der Quotientenregel (QR) erhalten wir:

9 (9 @r g(C)
(C’) 8z<§—z> (¢ —2)?

Die Ableitung g—f(C , z) existiert und ist stetig in {OU } x U. Aus der Differentiation des Parameterintegrals
folgt unmittelbar, dass f regulér, also holomorph, in U ist. Eine Darstellung fiir die Ableitung von f
erhalten wir aus der Definition von f, der Differentiation des Parameterintegrals (DP) in (2) und der
Zeile vorher durch

e =Lt L L [ A geen L[ 2 (2 g

V(C,z) €0U x U

dz2mi Jou ¢ — 2 211 Jou 0z \( — 2
1 9(¢)
_27Ti/8U(CZ)2d< VaeU

2. Moglichkeit: (Differentialquotient)
Sei a € U mit a # z, dann gilt die folgende Gleichung (die interessanten Schritte befinden sich beim
Nachweis dieser Gleichung und werden dem Leser iiberlassen)

fE-f@ 1 [ g 4 4(0)
e T oy eape % Ve

Der Grenziibergang von z — « liefert uns 0 fiir den Ausdruck auf der rechten Seite, womit f in U regulér,
also holomorph ist.
Teil 2: Betrachte U := E = {z € C | |z| < 1} und g(z) = 2. Dann ist

1
1 ¢ 1 / 1
z) = — d¢ = — ——d
() 2m’/axa(—z ¢ 271 Jor (¢ — 2) ‘
Speziell fiir den Punkt 1 € JE gilt offenbar

9(1)2121

jedoch ist

1
f(l):%i/aEC—ldC

nicht wohldefiniert (da zwar in C\{0, 1} holomorph ist, aber OE 5 C{0, 1} gilt), womit g und f auf OE
nicht miteinander iibereinstimmen. (Beachte: Anstellen von des Punktes 1 kann in diesem Aufgabenteil

jeder beliebige Punkt aus OF betrachtet werden. f ist in diesem Fall stets nicht wohldefiniert.)
6

PNl
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AUFGABE 28
Welche Werte kann

1
f de
142

annehmen, wenn v alle méglichen Wege von 0 nach 1 durchlduft ldngs derer der Integrand stetig ist?

Losung:

Erinnerung;:

Residuensatz: U C C offen, § nullhomologer Integrationsweg (d.h. [ geschlossener Integrationsweg,
Sp(B) € U und int(B) C U), A C U diskret in U (d.h. A besitzt keine Haufungspunkte in U) und
ANSp(B) =0, f:U\A — C holomorph. Dann gilt:

(1): M := Anint(F) besteht aus endlich vielen Punkten
2): j{ f(z)dz = 2mi - Z indg(c) - Resc(f)
B ceM

Rechenregel fiir Residuen: U C C offen, ¢ € U, f,g : U — C meromorph. Besitzt f im Punkt ¢ eine
Nullstelle erster Ordnung und g im Punkt ¢ keine Pol- oder Nullstelle, so gilt:

()32

Idee (Voriiberlegung): Wihle einen ,einfachen* Integrationsweg o von 0 nach 1, z.B. die Verbindungsstre-
cke

a:[0,1] - C mit a(t) :=1t
Dann gilt:

Y=78(-a)®a=(y®(-a) da

Die Integration iiber eine beliebige Kurve « ist daher gleichbedeutet mit der Integration tiber eine beliebige
geschlossene Kurve 7@ (—a) und der Integration iiber die vorgegebene Kurve a. Bemerke: Hierbei bedeutet
v @ (—a), dass wir zundchst die Kurve v vorwérts und anschlieflend die Kurve a riickwérts durchlaufen.
Partialbruchzerlegung:

1 1 A B (A+B)z+i(B—-A)

142 Gri—i) G+ (-1 G+iE—10

Damit erhalten wir die Gleichungen

I):A+B=0
(II): B—A=—i
Losen wir dieses Gleichungssystem auf, so erhalten wir A = %, B = —% und damit die Darstellung
1 1 P, -

112 G+ie-1) G+ Go9

Achtung: Der Integrationsweg ist nur dann stetig, wenn « nicht durch die Punkte ¢ und —¢ 1auft, d.h. es
muss Sp(y) C C\{—i,i} gelten, da der Integrand f(z) = H% in den Punkten i und —i unstetig ist! Mit
Hilfe der Partialbruchzerlegung (PBZ) und unserer Voriiberlegung (Idee) erhalten wir:

1 ] 1 ) 1
%72‘& j{ dz(PEZ)E% .dz—E]{ -dz
v 1+z ~ )(z—z) 2J) 241 2),z2—1
el
2

Idee 7 1 ) 1 7 1
= j{ —1—77{ -dz ——= -dz —= -dz
D a)z—f—z 2 Jaz+1 2 Jyd(-a) 2 — 1 2oz —1
—_———— A —
Residuensatz berechnen Residuensatz berechnen

7
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Wir miissen nun jedes dieser Integrale berechnen. Die Definition des Kurvenintegrals liefert uns:

) 1 o1 Lot —4 1 /101 Lot
3% .dzzf/ .dtzf/ —Zdt:f/ —dt+ [
20 z+1 2Jo t+1i 2Jo t24+1 2 Jo t24+1 4 )0 t2+1

1 ) 11
= [arctan(t)](l) + 2. {log ‘t2 + 1H = — - (arctan(1) — arctan(0)) + a (log|2| —log|1])
2 4 0 2 4 ~——
=z =0 =0
7w log|2|
=5t 1
1 1 i o1 i [ttt 11 i b2t
2 dz = —~ dt=—— | “Cdt=- [ ———dt—- [ ——at
27iz—i T2l t—i 2o 21 T2y 21T T4 ) a1
1 ] 11 ]
= - - [arctan(t)]j — ~ - [log 24 1]] = - (arctan(1) — arctan(0)) - X (log |2| — log |1])
2 4 0 2 4 ——
=z =0 =0
m . log|2|
= — — 1 -
8 4

Fiir die Berechnung der zwei verbliebenen Integrale werden wir den Residuensatz anwenden. Wir berech-
nen zunéchst die Residuen mit Hilfe der obigen Rechenregel fiir Residuen. Dazu betrachte U := C offen,
c:=—1€C(bzw.c:=i€C), f:C— Cmit f(z) := z+i (bzw. f(z) := z—14) meromorph und g : C — C
mit ¢g(z) := 1 meromorph. Dann besitzt die Funktion f(z) = z+1i (bzw. f(z) = z — i) im Punkt —¢ (bzw.
i) eine Nullstelle erster Ordnung. Nach der Rechenregel fiir Residuen folgt daher

Res_z-<1,>:1:1 bzw. Resi< 1,)21:1
z+1 1 z—1 1

Der Residuensatz liefert uns zum einen mit U := C, 3 := v @ (—«) geschlossener Integrationsweg erfiillt
Sp(y @ (—a)) € C und int(y & (—a)) € C, A := {—i} diskret in C, {—i} N Sp(y & (—«)) = 0, %ﬂ :
C\{—i} — C stetig und holomorph

1
z4+1

7
2 Jyo(—a) 2 + i

dz = % - 270 - ind7®(,a)(—i) : Res_i < ) = —T7- ind’y@(fa)(_i)

und zum anderen mit U := C, 3 := v & (—a) geschlossener Integrationsweg erfiillt Sp(y & (—a)) C C und

int(y @ (—)) C C, A := {i} diskret in C, {i} N Sp(y @ (—a)) =0, L= : C\{i} — C stetig und holomorph
i !

2 Jyo(-a) 2 — 1

dz = = - 2mi - indy (o (i) - Res; <Z1> — 7 - indyg oy (4)

Hierbei gilt ind, g (—q)(—7), ind,g(—q)(7) € Z. Insgesamt erhalten wir daraus die alle moglichen Werte des
Integrals:

™

1 m . logl2| 7w . log|2 . o .
ﬁl—i-ZQ dz = 8—|—1.g4H+8_ . g4] | + 7 | indy—o (i) —indy_o(—1) | = Z+7TZ
€7 €7
Abschlussbemerkung;:

1. Die Partialbruchzerlegung (PBZ) ist fiir die Berechnung nicht zwingend erforderlich.

2. Die letzten beiden Integrale lassen sich anstatt mit dem Residuensatz auch mit dem Cauchyschen In-
tegralsatz und der Cauchyschen Integralformel (nicht die von oben fiir Kreisscheiben! sondern mit einer
allgemeineren Fassung) berechnen. Hierbei sind allerdings fiir jedes Integral jeweils zwei Fallunterschei-
dungen durchzuftihren. Entweder es liegt kein Pol innerhalb von Sp(y @ (—«)), so muss der Cauchysche
Integralsatz angewendet werden und wir erhalten

] 1
E% -dz =0
2 v®(—a) 2 T 1

1 1

20y 2

dz=0




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 07 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

oder es liegt ein Pol innerhalb von Sp(y @ (—«a)), so muss die Cauchysche Integralformel angewendet
werden und wir erhalten

. 1 .
ij{ dz= L. omi indy_o(—1) = —7k € —7Z
2 Jyo(—a) 2+ 1 2 ————

=:k€Z
i 1 i

—= -dz = —— - 2mi - indy_o (i) = 7wl € 7
2 ﬁ@(_a) z—1 2 M

=:l€eZ

Hierbei ist die ind,g(_q)(—i) (bzw. ind,g_q)(i)) die Umlaufzahl (oder auch Windungszahl oder Index
genannt). Dass die Voraussetzungen des Integralsatzes bzw. der Integralformel erfillt sind, mége man
sich leicht tiberlegen. Insgesamt erhalten wir demnach dieselben Ergebnisse.




