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AUFGABE 29
Priifen Sie, ob die folgenden Funktionen holomorph in den Nullpunkt fortsetzbar sind:

(a): f(z) = —

1 —e?

(b): f(z) = 2%sin (i)

Losung:

Erinnerung;:

Riemannscher Fortsetzungssatz (Hebbarkeitssatz): U C C offen, M C U diskret in U (d.h. M habe keine
Héaufungspunkte in U) und f : U\M — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1): f ist zu einer holomorphen Funktion f : U — C fortsetzbar

2): f ist zu einer stetigen Funktion f: U — C fortsetzbar

3): Vee M 3V C U Umgebung von ¢: f ist auf V'\{c} beschrinkt
):

4):Vee M3weC: lim f(z) =w
zeU\M

(
(
(
(

Identitdtssatz: G C C Gebiet und f, g : G — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f(z) = g(z) V2eG
(2): Die Menge {z € G | f(z) = g(z)} besitzt einen Haufungspunkt in G
3):JceGVneNy: fM(c)=g™(c)

Wir werden fiir beide Aufgabenteile verschiedene Loésungsmethoden behandeln. In der Tat gibt es der-
maflen viele Moglichkeiten die Fortsetzung zu zeigen oder zu widerlegen (z.B. Ordnung einer Funktion,
Laurentreihe, u.s.w.), so dass wir hier lediglich eine geeignete Auswahl an Losungsmoglichkeiten behan-
deln.

zu (a): In Bezug auf den Riemannschen Hebbarkeitssatz seien U := C offen, M := {0} C U (M ist diskret
in U) und f: C\{0} — C mit f(z) = 1= holomorph in C\{0}.

e Mit (2): Definiere die Funktion

fzcﬂcmitf(z)::{lzez , z € C\{0}
-1 ,2=0

Zunichst einmal ist f (wegen f(z) = f(z) Vz € C\{0}) eine Fortsetzung der Funktion f. Sei (zy),cyy C

C\{0} eine beliebige Folge mit z, "=~ 0. Dann ist f nach dem Folgenkriterium stetig auf ganz C, denn
nach der Regel von L’Hospital (LHR) gilt

lim () = lim —— M0 0 L R

n—00 n—oo | — e?n n—oo —e?#n

Demnach ist f insgesamt eine stetige Fortsetzung von f auf C.
e Mit (3): Sei ¢:=0€ M und V := B1(0) C C eine Umgebung von ¢ = 0. Dann ist f in der punktierten

Umgebung V\{0} = B;1(0)\{0} =: él(()) beschrénkt, denn nach Aufgabe 20 (Blatt 05) gilt

z
1—e¢?

2| 42|

_ <Py vieB0
T-e] S T 2 €510)

£} = |

e Mit (4): Sei ¢ := 0 € M. Wegen lim,_,0z = 0 und lim,_,g 1 — e* = 0 erhalten wir nach der Regel von
L’Hospital (LHR)

lim f(z)= lim THR) i S —1=weC
z—0 z—0 1 —e? 2—0  —e*
zeC\{0} zeC\{0} zeC\{0}
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In jedem dieser Fille erhalten wir aus dem Riemannschen Fortsetzungssatz (Hebbarkeitssatz), dass f auf
ganz C holomorph fortsetzbar ist. Demzufolge handelt es sich bei dem Punkt 0 um eine (auflerwesentliche)
hebbare Singularitét.

zu (b): In Bezug auf den Riemannschen Hebbarkeitssatz seien U := C offen, M := {0} C U (M ist diskret

in U) und f: C\{0} — C mit f(z) = z%sin (%) holomorph in C\{0}.
e Mit (2): Definiere die Funktion

2%sin (l) , 2 € C\{0}

w ,2=20

f:C—NCmith(z)::{

mit w € C. Zunéchst einmal ist f (wegen f(z) = f(z) Yz € C\{0}) eine Fortsetzung der Funktion f.
Um die Stetigkeit von f auf ganz C zu gewéhrleisten, muss der Wert w € C eindeutig sein. Dass dies bei
der Funktion f jedoch nicht der Fall sein kann, werden wir mit Hilfe des Folgenkriteriums recht schnell
einsehen. Dazu betrachten wir zunéichst die Folge 2z, := 1 fiir n € N. Offenbar gilt (z)nen € C\{0} und

2, "= 0. Fiir den Funktionswert an der Stelle 0 gilt (wegen lim,, .o Siné”) =0)

- 2 . .
lim f (1> = lim <1> sin (}) = lim L sin(n) = lim 1 lim sin(n) =0=weC

n—00 n n—oo \ n n—oo n n n—oo | nN—oo N,

n

Als néichstes betrachten wir die Folge z, := % fiir n € N. Offenbar gilt auch hier (z,),en C C\{0} und

2, "=° 0. Fiir den Funktionswert an der Stelle 0 gilt allerdings

/i i\ 2 1 1 1 1 ,., . L
lim f (,L) = lim <2> sin <Z> = lim —— -sin(—in) = lim —— - % (ez'(_m) - e_"(_m))
n—00 n n—oo \ n K2 n—oo  n n—oo  n 2

—n n

. e e ,
= (=) (Jim 55 = lim o ) = oo
—_——
=0 =400

Damit kann es kein w € C geben, so dass f auf ganz C stetig ist. Demnach ist f insbesondere nicht auf
ganz C stetig fortsetzbar. In diesem Fall erhalten wir aus dem Riemannschen Fortsetzungssatz (Hebbar-
keitssatz), dass f nicht auf ganz C holomorph fortgesetzt werden kann. Demzufolge handelt es sich bei
dem Punkt 0 um eine Polstelle (bzw. einen Pol), der ebenso zu der Klasse der auflerwesentlichen Singu-
laritdten gehort.

e Mit Identitatssatz: Wir betrachten das Gebiet G := C und die auf diesem Gebiet holomorphe Funktion

g(z) = 0. Angenommen f(z) = z?sin (%) lasst sich auf ganz C holomorph fortsetzen. Wir betrachten

die Folge z, = % fiir n € N. Diese Folge konvergiert gegen 0 (d.h. 0 ist ein Haufungspunkt und liegt in
G = C). Weiter gilt

f(zn) = 2%sin <1> = <1)2 sin(nmt) =0=g(z,) VneN

Zn nm
Damit stimmt die Funktion f(z) = 2%sin (%) auf der Menge aller Folgenglieder der Folge (z;,)nen mit der

Nullfunktion g(z) = 0 iiberein, d.h. es ist
{zn|neN}C{zeG=C]|[f(z) =g(2)}

Da die Folge (zn)nen als Teilmenge eine Haufungspunkt in G = C besitzt, weist auch die Koinzidenz-
menge {z € G = C | f(z) = g(z)} diesen Haufungspunkt 0 in G = C auf. Demzufolge muss nach dem
Identitatssatz f(z) = g(z) fir jedes z € G gelten, d.h. f stimmt auf C mit der Nullfunktion tiberein, was
natiirlich nicht stimmt. Daraus folgt der Widerspruch.

e Mit Laurentreihe: Wegen

i S2n+1
sin(z) = ) (-1)"— VzeC
o (2n+1)!
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ist die Laurententwicklung von f um 0 gegeben durch

f(2) = 2*sin (i) =2 ZO(_l)nZin-i-l = 2(_1)71(27111)!222—1

Hierbei sieht man sofort, dass im Hauptteil der Laurentreihe unendlich viele Koeffizienten ungleich 0 sind
(d.h. a,, # 0 fiir unendlich viele n € Z mit n < 0). Demzufolge besitzt f in 0 eine wesentliche Singularitét.

AUFGABE 30
Es sei U C C offen und L eine Gerade in C. Sei f : U — C stetig und auf U\ L holomorph. Zeigen Sie,
dass f auf ganz U holomorph ist mit Hilfe des Satzes von Morera.

Losung:
Erinnerung:
Satz: U C C offen, f : U — C stetig. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1): f holomorph in U
(2): Fur jede kompakte Dreiecksfliche A C U gilt:

(2)dz =0
(AN

Die Aussage (1) = (2) heifit Satz von Goursat und die Aussage (2) = (1) heifit Satz von Morera.
Cauchyscher Integralsatz (Stetigkeit-am-Rand- Version): v einfach geschlossener Integrationsweg, f : int(y) —
C stetig und f : int(y) — C holomorph. Dann gilt:

Lf(z)dz =0

Hilfssatz: U C C offen, A C U kompakte Dreiecksfliche, zg € A, f: U — C stetig in U und holomorph
in U\{20}. Dann gilt:

/BA f(z)dz=0

Wir werden fiir den Beweis in Aufgabe 30 zeigen, dass die obige Aussage (2) erfiillt ist. Dazu sei A C U,
wobei A ein beliebiges kompaktes (also abgeschlossenes) Dreieck bezeichne. Wir unterscheiden drei Falle:
1. Fall: (OANL =10)

In diesem Fall gilt 0A C U\L. Da f : U\L — C holomorph und dA ein geschlossener Integrationsweg
(mit A = Sp(A) C U und int(A) C U) ist, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz (Standardversion
oder der fiir Dreieckswege (Satz von Goursat))

/aAf(z)dz:O

2. Fall: (Eine Ecke oder eine Kante von 0A liegt auf L)

In diesem Fall gelten A = int(A) C U und int(A) C U\L. Da f : U — C stetig, f : U\L — C holomorph
und OA ein einfach geschlossener Integrationsweg (d.h. Jordankurve) ist, folgt aus dem Cauchyschen
Integralsatz (Stetigkeit-am-Rand-Version)

/8Af(z)dz:O

3. Fall: (OA und L besitzen zwei Schnittpunkte)
Wir bezeichnen die zwei Schnittpunkte von 0A und L mit  und y. Betrachten wir die folgenden zwei
(jeweils zusammengesetzen und geschlossenen) Integrationswege (Verbindungsstrecken)

a:=[a,b] + [by] + [y, z] + [z, a]
p = [C, ‘T] + [:L’,y] + [y7c]
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so gilt wegen dem Vorzeichenwechsel bei Wegumkehr

feyde=— [ f(z)dz

[z,y] [y,7]

die Gleichung

/aAf(z)dz—/af(z)der/ﬁf(z)dz

Die Kurven o und g erfiillen das Kriterium aus dem 2. Fall und demnach gilt mit Hilfe des Cauchyschen
Integralsatzes (Stetigkeit-am-Rand-Version)

/f(z)dz:O und /f(z)dzzO
a B
Insgesamt erhalten wir auch in diesem Fall das Resultat
f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz:0
N a B

Damit haben wir die obige Aussage (2) gezeigt und aus dem Satz von Morera folgt die Holomorphie von
f:U — C auf ganz U.

Ergénzung: Der zweite Fall lasst sich auch ohne die Kenntnis des Cauchyschen Integralsatzes (Stetigkeit-
am-Rand-Version) beweisen. Allerdings ist dieser Beweis des zweiten Falls anschlieBend sehr sehr auf-
wendig. Der Vollstédndigkeit halber wollen wir diesen jedoch teilweise ergénzen. Dazu betrachten wir im
zweiten Fall zwei Unterfélle:

2.1 Unterfall: (Eine Ecke von OA liegt auf L)

Diese Aussage folgt unmittelbar aus dem obigen Hilfssatz. Einen Beweis zu dem Hilfssatz findet sich in
dem Buch Funktionentheorie von Wolfgang Fischer und Ingo Lieb (siehe Beweis zu Satz 1.2 in Kapitel
I1I).

2.2 Unterfall: (Eine Kante von OA liegt auf L)

Diesen Fall zeigen wir in vier Schritten:

(1): Da f eine auf dem Kompaktum int(y) stetige Funktion ist, folgt:

(a): f ist gleichmaBig stetig in int(y), d.h.

Ve>030>0Va,yc€int(y) mit [z —y| <o: |f(zx)— fly)| <e
(b): f nimmt in int(7y) sein Maximum und Minimum an, d.h.

3C,Co e RVzeint(y) : |f(2)] < Cpund |f(2)] = Ca

(2): Es bezeichne v := 0A diejenige geschlossene Kurve in U, die den Rand des Dreiecks mit den Eck-
punkten z1, zo, z3 genau einmal umlauft. Dabei befinden sich die Eckpunkte z; und z3 auf der Geraden
L. Weiter bezeichne v, := 0/, mit ¢ > 0 diejenige geschlossene Kurve in U, die den Rand des Dreiecks
mit den Eckpunkten z. 1, z22,2:3 in derselben Richtung wie v genau einmal umlauft. Dabei liegen die
Punkte z.1 (bzw. 2. 3) auf den Verbindungsgeraden von z; und 23 (bzw. 22 und z3) und haben jeweils
den Abstand e von z; (bzw. z3). Damit ist int(y.) insbesondere sowohl in U\ L als auch in int(y) enthal-
ten. Eine genauere Angabe der Kurven ist an dieser Stelle nicht erforderlich. Wir untersuchen nun den
Grenziibergang fiir € — 0.

(3): Wegen der Dreiecksungleichung, einer Integralabschétzung, der gleichméBigen Stetigkeit von f in
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int() (siehe (a)) und der Beschrianktheit von f in int(vy) (siehe (b)) gilt

e—0

lim /f(z)dz— . f(z)dz
3

— lim Z/mf dz—zz/< f(z

e—0

— Jim Z / Ty dt—z / D) A9 (1)t

e—0

_lim Z / ) V(1) — (1)) - )l

e—0

= liy Z/ A1) = FOO) AV (1) + SO @) A1) — F6D @) AP (@)t

e—0

Q41
Clim Y /
i @i

<lim max max
e—0 i€{1,2,3} te[ai,aH_l]

FOO®) = FEO@)] - O]+ |FOD@)] - @) = (@) e

FEO@) = FEO@)|- @] + | FED@)| - [ () — 1)
7

5300 gC <C1 5:0

=0
(4): Wegen int(vy.) C U\L Ve > 0und f holomorph in U\ L folgt aus (2) und dem Cauchyschen Integralsatz
(CIS) (Standardversion oder der iiber Dreieckswege (Satz von Goursat)) die Behauptung

(CIS)

/f dz—hm Ef() =0

AUFGABE 31
Man entwickle die folgenden Funktionen in eine Potenzreihe

(1): f(2) = €Tz (Entwicklungspunkt zp = 0)
(2): f(z) = ¢* (Entwicklungspunkt zy = 7i)
(3): f(2) = (2 — )~ (Entwicklungspunkt zp = —i)

Losung:
Potenzreihenentwicklungssatz: U C C offen, f : U — C holomorph. Weiter seien ¢ € C und r €]0, +00|

mit By(c) C U. Dann lasst sich f lokal (d.h. auf der offenen Kreisscheibe B, (c)) durch eine Potenzreihe
darstellen

o0 (n)
= Zan(z—c)" V z € By(c), wobei a,, = RO :1]{ ()(f(z)dz,neNo
— 0B (c

n! 2mi z—c)ntl

z

u (1): Betrachte U := E C C offen, f: E — C mit f(z) :=eT—2 und c:=0 € E. Wir zeigen zunéchst,
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dass f holomorph auf E ist. Die ersten fiinf Ableitungen von f sind fiir z € E gegeben durch

=T

3—2
190 = g 1)
13— 182 +627

f(3)(2) = w - f(2)
73— 156z + 10822 — 242°

(4 (. — .
f9 ) T f(2)
4051 — 150302 4+ 2190022 — 1560023 + 54002% — 72025
f(5)(2) = (1 —2)10 f(Z)

Leider haben wir damit noch keine allgemeine Darstellung der n-ten Ableitung von f, die wir bekanntlich
spater fir die Koeffizienten a,, (n € Np) bendtigen. Allerdings erhalten wir (trotz der konfusen Poly-
nome im Zéhler) mit einem scharfen Blick auf die Ableitungen gerichtet eine Vermutung dariiber, wie
die allgemeine Darstellung der n-ten Ableitung von f aussehen kénnte. Daher leiten wir uns nun eine
Rekursionsformel fiir die n-te Ableitung der Funktion f her.

Rekursionsformel: Wir definieren rekursiv die folgenden komplexen Polynome

1
Pu(2):=P 1(2) - (1=2)2+P,1(2) - 1+2(n—1)(1-2)) VneN
Nun zeigen wir mit Hilfe eines Induktionsbeweises die folgende Zwischenbehauptung:

Py .
FM(z) = (1(2))% -f(2) VneNg Induktionsvoraussetzung (IV)
-z

Induktionsanfang (IA): n =0und n =1

n—O:f(O)(z)—GP_Of))ZD' (2) = f(2)

n—l:f(l)(z)—m'f(z)—mlzyf(z)

Induktionsschluss (IS): n — n + 1

d d [ P,
1o = 2100 W L [ g

(
Qi) [£Pa(2) - ()] - (1= 22 = [£(1= )] - Pa(2) - (2)
)4n
(

(1= 2" = (=2n(1 = 2)*" 1) - Pu(2) - £(2)

(1—2z)4n
(ER) Py(2) + Po(2) - (1= 2) 72 + 20(1 — 2) "' Pa(2)
= T - f(2)
(ER) Py(2) - (1—2)* 4+ Pu(2) - (1+2n(1 — 2)) | £(2)
B (1-— Z)2(n+1)

op) P,
Y e 10

Hierbei haben wir die Quotientenregel (QR), die Produktregel (PR), zwei Erweiterungen (ER) (mit

g_zgjz bzw. S_zgz) und die Definition von P, (z) (DP) angewendet. Man beachte, dass bei der ersten

6
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Erweiterung der Induktionsanfang (IA) fiir n = 1 mit eingegangen ist.
Somit haben wir mit Hilfe der rekursiv definierten komplexen Polynome eine Darstellung fiir die n-te

Ableitung von f gefunden. Insbesondere ist f damit holomorph auf E, womit die Voraussetzungen des

Potenzreihenentwicklungssatzes erfiillt sind. Wéahle nun 0 < r < 1 beliebig aber fest, dann gilt B,.(0) C IEJ
und nach dem Potenzreihenentwicklungssatz lésst sich f lokal (d.h. auf der offenen Kreisscheibe B,.(0))
durch eine Potenzreihe darstellen. Dazu berechnen wir nun die Koeffizienten a, der zu f zugehoérigen
Potenzreihe entsprechend des Potenzreihenentwicklungssatzes. Die Koeffizienten a,, (mit n € Np) sind
(wegen f(0) = e = 1) gegeben durch

fM©) _ P0)
nl ol (1-0)2"

f@p:%f)vnem

ap —

Die ersten sechs Koeffizienten lauten ag =1, a1 = 1, as = %, as = %3, ay = % und as = %. Wir erhalten
daraus die Potenzreihe von f(z) = eT= um den Entwicklungspunkt 0

2 > P(O) 3 13 73 167
= _ LM n LS 22, 2.3y 2.4, 270
eT _g:oan 2" = E o =144 24+ —2°+ —2"+ z° + Vz € B-(0)

2 6 24 40

n=0

zu (2): Betrachte U := C offen, f : C — C mit f(z) := e* und ¢ := wi € C. Offenbar ist f nach Aufgabe
9(b) holomorph auf ganz C. Die n-te Ableitung von f, die wir wiederum spéter fiir die Koeffizienten a,,
(n € Ng) benétigen, ist gegeben durch

fW(z) =e* VYneN Induktionsvoraussetzung (IV)
Induktionsanfang (IA): n =0

O z) = e
Induktionsschluss (IS): n — n + 1

d av) d
(n+1) _ Z m )Y 2
e = L @ Lo
Insbesondere ist f damit holomorph auf ganz C. Wéahle nun 0 < r < +oo beliebig aber fest, dann ist
B, (mi) C C und nach dem Potenzreihenentwicklungssatz lasst sich f lokal (d.h. auf der offenen Kreis-
scheibe B, (7)) durch eine Potenzreihe darstellen. Dazu berechnen wir nun erneut die Koeffizienten der

zu f zugehorigen Potenzreihe entsprechend des Potenzreihenentwicklungssatzes. Wegen

F) (i) = €™ = cos(m) +i - sin(r) = =1 Vn €Ny
=—1 =0

sind die Koeffizienten a,, (n € Ny) gegeben durch

1 1
— . f (i) = —— YneNy

Ay = I
n. n:

Wir erhalten daraus die Potenzreihe von e* um den Entwicklungspunkt 7i

e = Z —i(z —7mi)" = —(z — m’)o —(z— m’)l — 5(2 — 71'2')2 — 6(2’ — 7rz')3 —- Vze€ B,(m)

zu (3): Betrachte U := C\{i} offen, f : C\{i} — C mit f(z) = (z—4) > und ¢ := —i € C\{i}. Offenbar
ist f holomorph auf C\{i}. Die n-te Ableitung von f, die wir wiederum spéter fiir die Koeffizienten a,
(n € Ng) benétigen, ist gegeben durch

(n+2)!
5

(z—i)~ ") vneN, Induktionsvoraussetzung (IV)
7

7 (z) = (-1
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Induktionsanfang (IA): n =0

1O = (1 O (o

Induktionsschluss (IS): n — n + 1

1v)

F0 () = 2z

d !
(=1 Az — )~ (n3)
o [

= - PR )y gy (o iy

—_ (_1)n+1 . ((TL + 12) + 2)! . (Z
Insbesondere ist f damit holomorph auf ganz C\{i}. Wéahle nun 0 < r < 2 beliebig aber fest, dann
ist By(—i) C C\{¢} und nach dem Potenzreihenentwicklungssatz lasst sich f lokal (d.h. auf der offenen
Kreisscheibe B,.(—1i)) durch eine Potenzreihe darstellen. Dazu berechnen wir nun erneut die Koeffizienten
der zu f zugehorigen Potenzreihe entsprechend des Potenzreihenentwicklungssatzes. Die Koeffizienten a,
(mit n € Np) sind gegeben durch

_ )~ (+1)43)

e e,
(n+1)(n+2)
an = = f0 (i) =y LEDEED) oy 7 S oL oot
n! 2 )2 () n € 4Ng + 2
D0 (1) e any +3
Die ersten sechs Koeffizienten lauten ag = —%i, ap = —%, as = 16 , a3 = 32, ay = 11258 und as = %.
Wir erhalten daraus die Potenzreihe von (z —i)~2 um den Entwicklungspunkt —i
> 1 2
i)yt = 3o D iy iy
n=0
1 1
= i+ - %(z+ . %Z(HZ) 352(2 +i) - 1—2582(2 +i) — o V2 e By(—i)

ERGANZUNGSAUFGABE:
Sei zgp € C und f : C D By(20)\{20} — C holomorph. Weiter gelte

A0 >0 A Je>0: [f(2)| <Clz—20|° Vze By (20)\{20}

Man zeige, dass f in den Punkt zy € C fortgesetzt werden kann.

Losung:

Erinnerung:

Potenzreihenentwicklungssatz: U C C offen, f : U — C holomorph. Weiter seien ¢ € C und r €]0, +o0]
mit B,(c) C U. Dann lasst sich f lokal (d.h. auf der offenen Kreisscheibe B, (c)) durch eine Potenzreihe
darstellen

N n Y A f(2)
- Zan(z_c) VZEBT(C>7 wobei a, = o M%?Br(c) md% n € Ny
Die Aussage des Satzes in Aufgabe 31 stimmt nicht! Gegenbeispiel: f(z) =1, 20 =0, f: C* = C\{0} — C
stetig und holomorph. Weiter gilt:
1 1
3C=1>0A F&=1>0: ‘Z’:]f(zﬂéC\z—zo]_E: VzeC*

]
f ist aber in zy = 0 nicht holomorph fortsetzbar.
Die folgende Aussage gilt jedoch: Sei zp € C und f : C D B,(20)\{z0} — C holomorph. Weiter gelte

3C >0 A Je€]—o00,1[: |f(2)| < Clz—20|"° Vz€ By(20)\{20}
8
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Dann gilt, dass f in den Punkt 2y € C fortgesetzt werden kann.

Beweis: Wir unterscheiden hierbei zwei Falle.

1. Fall: (¢ €] —00,0[). In diesem Fall werden wir den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden. Betrachte
U := B,(z0) C C offen, M := {20} C U (M ist diskret in U) und f : B;(z0)\{z0} — C holomorph. Aus
der Fallbedingung ¢ €] — 0o, 0] und der vorausgesetzen Abschétzung folgt direkt

lim f(z)=0

Z—Zz0

2€Br(z )\{Zo}

Damit ist die Eigenschaft (4) des Riemannschen Hebbarkeitssatzes mit ¢ := zp und w := 0 nachgewiesen.
Folglich ist f auf B,(zp) holomorph fortsetzbar.
2. Fall: (e € [0,1]). Wir definieren die Funktion

f&)(z—20) ,2z#20

g : By(z0) — C mit g(z) := {
0 , 2 =2

Die Funktion g ist auf B, (z9)\{z0} holomorph. Weiter gilt wegen der vorausgesetzen Abschétzung
9(2) = |2 = 20| |/ (2)] < Clz =20 V2 € By(20)\{20}
und der Fallbedingung 1 —¢ >0

lim g(z) =0
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z€Br(z0)\{z0}

Damit erfiillt die Funktion ¢g die Eigenschaft (4) des Riemannschen Hebbarkeitssatzes mit ¢ := zy und

w := 0. Folglich ist g auf B,(zp) holomorph fortsetzbar. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz lésst
sich g nun lokal (d.h. auf der offenen Kreisscheibe B, (zp)) durch eine Potenzreihe darstellen
s g™ (20)

Z (z—20)" Vze€ By(z), wobei a, = ,n € Ny

n!

Da g(z9) = 0 ist, folgt ap = 0. Damit ist die Funktion

Zan+1 z — z)"

Z — 20

holomorph auf B, (zp) und stimmt mit auf B,(z9)\{z0} mit f iiberein, womit sie eine holomorphe Fort-
setzung von f ist.




