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AUFGABE 32
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen und bestimmen Sie ihr Konvergenz-
verhalten am Rande des Konvergenzkreises:

Hinweis: Benutze fiir (2)

N N N n
S anby — by (z ) .S (z ) by~ bs)
n=1 k=1

n=1

Losung:

FErinnerung:

Weierstraf$sches Majorantenkriterium (fir Funktionenreihen): Y ;> a, konvergente Reihe mit a, € Ry
Vn e Ny, U CC, f, : U— C Funktionen mit | f,||c := sup,cy | fn(2)| < an V1 € Ny. Dann gilt:

[ee]
Z fn ist gleichméBig konvergent auf U

n=0

zu (1): (geometrische Reihe)

Behauptung:
= . {konvergent , |zl <1
Z z" 1st .
=1 divergent , |z| > 1

Beweis: Der Konvergenzradius r ldsst sich entweder mit der Formel von Cauchy-Hadamard
1 1
T = " = - - =
limsup,ey V]an|  limsup,ey /1

oder mit der Quotientenformel

1

r = lim
n—oo

= lim || =1
Ap+1 n—00

berechnen. Beide Methoden liefern uns den Konvergnezradius » = 1. Damit konvergiert die geometrische

Reihe fiir jedes z aus dem Inneren der offenen (Einheits-)Kreisscheibe By (0) = E = {z e C||z| <1}
absolut und divergiert fiir jedes z aus dem AuBeren dieser Kreisscheibe. Es bleibt das Konvergenzverhalten
auf dem Rand des Konvergenzkreises B;(0) zu untersuchen.

e 1. Moglichkeit: Sei z € C mit |z| = 1, also z € 9B1(0). Dann gilt:

oo
(1z]")nen keine Nullfolge = (2")nen keine Nullfolge —> Z 2" divergent

n=1

Damit ist die Reihe auf dem gesamten Rand 0B;(0) divergent.
e 2. Moglichkeit: (Polarkoordinaten). Sei z € C mit |z| = 1, also z € 9B1(0). Dann lésst sich z in Polarform
eindeutig darstellen durch z = €’ mit ¢ €] — 7, 7). Es gilt:

[o.9] o0 . n o0 o0
Z 2" = Z (e“’) = Z cos(pn) + i Z sin(en)
n=1 n=1 n=1 n=1

1
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Die Reihe auf der linken Seite dieser Gleichung konvergiert, falls jede der reellen (!!!) Reihen auf der
rechten Seite konvergiert. Die Reihe auf der linken Seite dieser Gleichung divergiert, falls mindestens eine
der reellen Reihen auf der rechten Seite divergiert. Es gilt nun:

@ €] — W,W]\{—g, g} = (cos(¢n)),cy keine Nullfolge =— Z cos(pn) divergiert
n=1

o0
¢ €] —m,7]\{0,7} = (sin(pn)),cy keine Nullfolge = Z sin(en) divergiert
n=1
Damit gilt fiir jedes Argument ¢ €] — 7, 7|, dass mindestens eine der Reihen auf der rechten Seite (und

folglich auch die Reihe auf der linken Seite) divergiert. Damit ist die Reihe auf dem gesamten Rand 9B (0)
divergent.

zu (2):
Behauptung:
konvergent , |z| <1
i 2" - konvergent , |z|=1und z # 1
n divergent | |z|=1und z =1

divergent | [z] > 1

Beweis: Der Konvergenzradius r ldsst sich entweder mit der Formel von Cauchy-Hadamard

1 1

T = = = ]_
limsup,en Vlan|  lim SUDpeN ’\L/%
oder mit der Quotientenformel
1
. a . Py . n+1 . 1
r = lim " | = lim T:hm ‘:hm ‘1—{—:1
n—00 | Ay n—00 Tt n—00 n n—0o00 n

berechnen. Beide Methoden liefern uns den Konvergenzradius r» = 1. Damit konvergiert die Reihe fiir

jedes z aus dem Inneren der offenen (Einheits-)Kreisscheibe By (0) = E = {z € C| |2| < 1} absolut und
divergiert fiir jedes z aus dem AuBeren dieser Kreisscheibe. Es bleibt das Konvergenzverhalten auf dem
Rand des Konvergenzkreises Bi(0) zu untersuchen. Dazu sei z € C mit |z| = 1, also z € 9B1(0). Dann
lisst sich z in Polarform auch eindeutig darstellen durch z = €’ mit ¢ €] — m, 7). Wir unterscheiden nun
zwei Falle:

e 1. Fall: (z € 0B1(0) mit z = 1 bzw. ¢ = 0). In diesem Fall erhalten wir die harmonische Reihe, die
bekanntlich divergiert

Damit divergiert die Reihe im Randpunkt z = 1.
e 2. Fall: (z € 0B1(0) mit z # 1 bzw. ¢ €] — 7,0[U]0,7]). Zunéchst gilt wegen des Hinweises und der
(endlichen) geometrischen Summe:

iﬁ— lim N z”l Hinweis lim 71 izk+i <izk <1— 1 >>1
o n N—>oon:1 n N—ooo | N +1 =1 =1 i1 n n+1
= lim z" 4+ (z z (— ))]
N—oco | N +1 P ot P n n-+1
N N n
z zV —1 2" —1 z
— i . )
N |[NT1 21 +nz::1 z—1 n(n+1)
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i zN—1+N 2" —1
. lm ———— e —
z2—1 N—oco| N+1 =1 n(n+1)

oz [ ! 2V I 1 4o i z" i % 1
Tio1 [N NA41 Nexe N+l NosAn(nt 1) Neso s n(n 1)
i Noo N T
) N N
z (e'%) 2"
g . —1 1 1 RN
o1 | TSN 1+N513>OZ n(n+ 1)
z [ . cos(pN) . . sin(pN) & P
S I R Tl e A T
2 -1 TN TN N TN T z::
=0 =0
- —1+Z < VzeCmit |z2|=1und z #1
z—1 n(n+1)

Es bleibt zu zeigen, dass > ;2 n +1) konvergiert. Dazu verwenden wir das Weierstra3sche Majoranten-
kriterium (fir Funktionenreihen). Betrachte a, := e +1) fir n € N Offenbar gilt a,, € Ry Vn € N.
Desweiteren wissen wir (aus der Analysis 1), dass die Reihe 02 ; m gegen 1 konvergiert. Betrachte

nun U := 0B1(0)\{1} und f,, : 90B1(0)\{1} — C mit f,(z) := n(flijrl) und n € N. Dann erhalten wir die
Abschétzung fiir das Supremum durch

2" |2]"
falloo = sup fn(2)] = sup ’—sup = VneN
72 z€B1(O)\{1}‘ )l 2=t n(n+1) s=1 n(n+1) n(n+1)

Das Weierstrafischen Majorantenkriterium (fiir Funktionenreihen) liefert uns jetzt

n

[ee]
Z —Z st absolut konvergent Vz € C mit |z| =1 und z # 1
— n(n+1)

und daher ist auch Y 02, % fiir z € C mit 2| =1 und z # 1 absolut konvergent. Damit ist die Reihe auf
dem gesamten Randbereich dB;(0)\{1} konvergent und in z = 1 divergent. Zusatz: Es gilt sogar

ii——ln(l— =2 g v e Comit o = 1und 2 £1
(n+1) : z : e

n=1

und damit insgesamt
o0

u (3): Behauptung:

z—:—lnl—z) VzeCmit |zl =1und z # 1
n

O

Beweis: Der Konvergenzradius r ldsst sich entweder mit der Formel von Cauchy-Hadamard

n konvergent , |z| <1
divergent , |z| > 1

1 1

limsup, ey Vlan|  lim SUP,eN ,"/#

oder mit der Quotientenformel

1

-5 (n+1)2 1

2 =1

= lim
n—oo

= lim
n—oo

r = lim
n—oo

n? 1i

= 1m
1 n—00 ‘
(n+1)?

n

n

an+1

3
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berechnen. Beide Methoden liefern uns den Konvergenzradius r» = 1. Damit konvergiert die Reihe fiir

jedes z aus dem Inneren der offenen (Einheits-)Kreisscheibe By (0) = E = {z € C| |#| < 1} absolut und
divergiert fiir jedes z aus dem Auferen dieser Kreisscheibe. Es bleibt das Konvergenzverhalten auf dem
Rand des Konvergenzkreises Bj(0) zu untersuchen. Dazu sei z € C mit |z| = 1, also z € 9B;(0). Um
die Konvergenz auf dem Rand zu zeigen, verwenden wir erneut das Weierstraflsche Majorantenkriterium.
Betrachte a,, := % fir n € N. Offenbar gilt a, € Ry Vn € N. Weiter wissen wir (aus der Analysis 1),

dass die Reihe > > n—lz gegen %2 konvergiert. Betrachte nun U := 9B1(0) und f, : 0B1(0) — C mit

fu(z) = Z—Z und n € N. Dann erhalten wir die Abschatzung fiir das Supremum durch

2" " 1
3 :sup%:— VneN

[fallo = sup [fu(2)| = sup |— et 7 n2

z€B1(0) |z|=11T

Das Weierstrafischen Majorantenkriterium (fiir Funktionenreihen) liefert uns daher

o0 n
Z Z—Q ist absolut konvergent Vz € C mit |z| =1
n

n=1
Damit ist die Reihe auf dem gesamten Rand 0B;(0) absolut konvergent.

AUFGABE 33
Sei f eine in ganz C holomorphe Funktion, die auf R reellwertig ist. Zeigen Sie:

Losung:
Da f : C — C holomorph auf ganz C ist (denn f ist eine ganze Funktion), lasst sich f in jedem beliebigen
Punkt zp € C (nach dem Potenzreihenentwicklungssatz) in eine Potenzreihe entwickeln, d.h.

. f(n)(ZO)
: = n i b n =
Vzo € C: f(2) ngzoa (z — 20)", wobei a o

Speziell fiir zg = 0 erhalten wir also:

F™(0)

(0.9]
f(z) = Z anz", wobei a, = oy

n=0

(Die Ableitungen in a,, existieren, da wir zum einen wissen, dass f holomorph in C ist und zum anderen
wissen, dass eine Funktion, die einmal komplex-differenzierbar ist, dann auch unendlich oft komplex-
differenzierbar ist.) Da f reellwertig in R ist, sind auch alle Ableitungen in R reellwertig, d.h.

FR)CR = fM(R)cRVneN
(Denn: Betrachten wir f(z) = Re(f(z)) + i - Re(f(2)), dann gilt zunéchst Im(f(z)) = 0Vz € R (da f
in R reellwertig). Da nun f(™(z) = (Re(f(2)))™ + i -Im(f(2)))™ gilt (da f holomorph in C), muss
(Im(f(2)))™ =0 Vn € N gelten.) Daher gilt jetzt f((0) € R Vn € N und somit

apb € RVneN

Kommen wir schlussendlich zu unserer Gleichung:

= ol @) al 3) @ al
f(2) :Z anz"™ = lim Z apz™ = lim Z apz” = lim Z apz” = lim ZW“
n=0 N—oo n=0 N—oo n=0 N—o0 n=0 N—oo n=>0

N—o0

N 00
D 1im Zanfn = Z anz" W f(z2) VzeC
n=0 n=0

4
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(1): Potenzreihenentwicklung von f in zgp = 0, (2): z, — 2; <= Z, — %, (3): Additivitdt der komplexen
Konjugation, (4): Multiplikativitidt der komplexen Konjugation, (5): a, € R Vn € N.

AUFGABE 34
Bestimmen Sie die Nullstellenordnung von

(1): sin(z)
(2): tan(z)
(3): sin’(2)
(4): sin(z?)

in den jeweiligen Nullstellen.

Losung:

Erinnerung:

Nullstellenordnung: U C C offen, f : U — C holomorph in U, zp € U mit f(zp) = 0 (d.h. 2 ist eine
Nullstelle von f). Dann besitzt f in z eine Nullstelle der Ordnung k € N

fM(z) =0YneNymit 0 <n <k
= und
f(’“)(zo) =0

zu (a): Nach Aufgabe 9(c) ist die Funktion sin(z) auf ganz U := C holomorph und weiter ist die Nullstel-
lenmenge des komplexen Sinus sin : C — C gegeben durch

nl = {kr | k€ Z}
Sei k € Z beliebig, so gilt
sin(kmr) =0 VkeZ

[jz sin(z)} (km) = cos(km) £0 Yk € Z

Damit ist die Ordnung der Nullstelle k7 fiir jedes k € Z gleich 1, d.h.

ordg,(sin(z)) =1 VkeZ
zu (b): Nach Aufgabe 9(d) ist die Funktion tan(z) auf U := C\{§ + kn | k € Z} holomorph und weiter
sin(z) )

cos(z)

ist die Nullstellenmenge des komplexen Tangens tan : C\{(k + 3 | k € Z)} — C (wegen tan(z) =
gegeben durch

nl = {kr | k€ Z}
Sei k € Z beliebig, so gilt
tan(km) =0 VkeZ
cos? (kr) + sin? (k) 1

d
[dz tan(z)} (k) = cos? (k) - cos? (k) 70 VkeZ

Damit ist die Ordnung der Nullstelle k7 fiir jedes k € Z gleich 1, d.h.
ordgr(tan(z)) =1 VkeZ

zu (c): Nach Aufgabe 9(c) ist die Funktion sin(z) (und daher auch sin?(z)) auf ganz U := C holomorph
und weiter ist die Nullstellenmenge der Funktion sin?(z) gegeben durch

nl = {kr | k€ Z}
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e 1. Moglichkeit: (Ordnungsfunktion). Aus den Rechenregeln der Ordnungsfunktion ord und aus Aufga-
benteil (a) folgern wir leicht

ordyy (sin®(2)) = ordy, (sin(z) - sin(z)) = ordgx(sin(z)) + ordgx(sin(z)) =1 +1=2 Vke€Z

=1 =1

e 2. Moglichkeit: (Differenzieren). Es gilt:
sin?(kr) =0 VkeZ

[jz sinz(z)} (k) = 2sin(kr) cos(kr) = 0 Yk € Z

lj; sin2(z)] (k) = 2cos?(kr) — 2sin®(kr) #0 Vk€Z

Damit ist die Ordnung der Nullstelle k7 fiir jedes k € Z gleich 2, d.h.
ord(sin®(2)) =2 VkeZ

zu (d): Nach den Aufgaben 9(a) und 9(c) sind die Funktion 2z? und sin(z) auf ganz C holomorph. Somit

ist die Komposition sin(z?) auch auf ganz U := C holomorph und weiter ist die Nullstellenmenge der
Funktion sin(z?) gegeben durch

+V1Z = {+Vkn | k € Z}

Sei k € Z beliebig.
e 1. Fall: (k=0).

sin(0) =0
[d sin(zQ)} 0)=0
dz B
2o
12 sin(z%)] (0) #0
Damit ist die Ordnung der Nullstelle 0 gleich 2, d.h.
ordg(sin(2?)) = 2
e 2. Fall: (k #0).
sin((£VET)?) =0 VkeZmit k#0

[jz sin(zz)} (£VEkr) A0 VkeZmit k#0

Damit ist die Ordnung der Nullstelle k7 fiir jedes k € Z mit k # 0 gleich 1, d.h.

ordy.(sin(z?)) =1 VkeZmitk#0

AUFGABE 35
Sei R > 0 und f : Br(0) — C eine nicht konstante und holomorphe Funktion. Zeigen Sie, dass die
Abbildung

p:]0, R[— R mit r — sup |f(z)| =: p(r)

|z|=r

eine streng monoton wachsende Funktion ist.

Losung:
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Erinnerung;:

Mazimumprinzip: G C C Gebiet, f : G — C holomorph in G und f besitze ein Betragsmaximum im
Inneren von D (d.h. 3a€ DVz e D : |f(z)| < |f(a)]). Dann ist f konstant in D.

Identitdtssatz fiir analytische Funktionen: () # G C C Gebiet und f, g : G — C holomorph. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1): f(2) =g(2)Vze G
(2): Die Menge {z € G | f(2) = g(2)} hat einen Haufungspunkt in G
3):JceGVneNy: fM(c)=g™(c)

Potenzreihenentwicklungssatz: U C C offen, f : U — C holomorph. Weiter seien ¢ € C und r €]0, +00|
mit B,(c) C U. Dann lasst sich f lokal (d.h. auf der offenen Kreisscheibe B, (c)) durch eine Potenzreihe
darstellen

- n , ) _ 1 f(z)
f(Z) = ngoan(z - C) Vz € BT(C)a wobei Qp = nl = Tm B.(¢) md,z’ n € Ny

e 1. Moglichkeit: (Maximumsprinzip, Identitétssatz).

i) z.z.: p monoton wachsend (d.h. V7, rs €]0, R[ mit 71 < ra: p(r1) < p(r2))

Wir zeigen zunéchst, dass f den betragsméaflig grofiten Wert auf dem Rand annimmt: Angenommen f
besitzt im Inneren von Bp(0) ein Betragsmaximum, dann folgt aus dem Maximumprinzip, dass f in
Bpr(0) konstant ist, was ein Widerspruch zur Voraussetzung der Aufgabe ist. Damit befindet sich das
Betragsmaximum von f auf dem Rand von Br(0).

Wiéhle 1 €]0, R] und betrachte die kompakte Teilmenge B,,(0) = {z € C | |2| < m} C Bg(0). Da f
holomorph in Bg(0) ist, ist f insbesondere holomorph in B, (0) und stetig in B, (0). Angenommen f
nimmt sein Betragsmaximum im Inneren von B, (0) an, so folgt aus dem Maximumprinzip, dass f in
B, (0) konstant ist, und weiter folgt mit dem Identitétssatz fiir analytische Funktionen, dass f sogar
in Br(0) konstant ist, was ein Widerspruch zur Voraussetzung der Aufgabe ist. Daher nimmt f sein
Betragsmaximum in B, (0) auf dem Rand an. Daraus folgt:

Vry,re €]0, R[mit r1 < ry: p(r1) = sup |f(2)] < sup |f(2)| = p(r2)

|z|=r1 |z|="2

ii) z.z.: p streng monoton wachsend (d.h. Vi, 73 €]0, R[ mit 1 < r2: p(r1) < p(r2))
Seien 71,79 €]0, R[ mit 71 < 9. Angenommen es gilt

sup [f(2)] = sup [f(2)|

|z|=r1 |z|=r2

dann besitzt f im Inneren von B,,(0) ein Betragsmaximum (d.h. es gibt ein a € B,,(0) Vz € D :
|f(2)] < |f(a)]). Nach dem Maximumprinzip ist f damit konstant in B,,(0) und somit folgt aus dem
Identitétssatz fir analytische Funktionen, dass f sogar in Br(0) konstant ist, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung der Aufgabe liefert. Damit kann die angenommene Gleichheit nicht gelten und folglich ist
p streng monoton wachsend, d.h.

Vri,re €]0, R[mit 71 <719 : p(r1) = sup |f(2)| < sup |f(z)] = p(r2)

|z|=r1 |z|="2

e 2. Moglichkeit: (Potenzreihenentwicklungssatz, Polarform).

z.z.: p streng monoton wachsend (d.h. Vry, 7y €]0, R[ mit 1 < ra: p(r1) < p(r2))

Nach Voraussetzung ist f in Br(0) holomorph. Daher ldsst sich f nach dem Potenzreihenentwicklungssatz
lokal (d.h. auf der offenen Kreisscheibe Bgr(0)) durch eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt ¢ = 0
darstellen durch

F(0)

f(Z) = Z apnz" Vz e BR(O), wobei a,, = T

n=0

,n € Np

7
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Betrachte die eindeutige Darstellung in Polarform von z = re’? mit r = |z| €]0, R[ und ¢ €] — 7, 7[. Seien
nun 71, r2 €]0, R mit 7 < ro, dann gilt

(o.¢]
) = sup £ = sup | S| = sup |3 an (me?)”
|2|=r1 l2I=r1 [n=0 pel=m7] |n=0
0 . n
< sup Zan (7‘26”) ‘— sup Zanz = sup [f(2)] = p(r2)
p€]—m,7] | =0 lz1=r2 [n=0 |z|=r2

Da die Wahl von 71, ry €]0, R[ mit 7 < r2 beliebig war, ist p folglich streng monoton wachsend auf |0, R].




