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AUFGABE 36
Sei P ein Polynom der Ordnung n € N. Sei a € C. Zeigen Sie, dass {z € C | P(z) = a} hichstens
grad(P) = n Elemente hat oder ganz C ist.

Losung:

Erinnerung;:

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nichtkonstante komplexe Polynom besitzt in C so viele Nullstellen,
wie sein Grad angibt.

Fiir den Beweis von Aufgabe 37 unterscheiden wir zwei Félle:

e 1. Fall: (P ist konstant). Da P ein konstantes Polynom ist, gilt grad(P) = n = 0. Es sei daher 0.B.d.A.
P(z)=ceCVzeC.

1. Unterfall: (a = ¢). Wegen a = c ist P(z) = ¢ = a fur jedes z € C erfiillt und es gilt, dass die Menge mit
ganz C iibereinstimmt

{z€eC|P(z)=a} =C

2. Unterfall: (a # ¢). Wegen a # ¢ ist P(z) = a fiir kein z € C erfillt (denn: P(z) = ¢ # a Vz € C).
Demzufolge gilt:

{z € C| P(z) = a} = 0 besitzt genau n = 0 Elemente

e 2. Fall: (P ist nichtkonstant). Da P ein nichtkonstantes Polynom ist, gilt fiir grad(P) = n > 1. Definiere
fiir ein beliebiges aber festes a € C das Polynom

Q(z):=P(z)—a VzeC

Dann ist auch @ ein nichtkonstantes Polynom mit grad(Q) = n > 1. Gesucht wird jetzt die Anzahl der
Elemente von (beachte: Q(z) = P(z) —a Vz € C)

{zeC|Q(z) =0} ={2€C|P(z) =a}

Nach dem (gaufschen) Fundamentalsatz der Algebra gilt, dass das Polynom @ iiber C in Linearfaktoren
zerfallt (d.h. C ist ein algebraisch abgeschlossener Korper). Genauer gilt sogar, dass die Anzahl der
Nullstellen von @), insofern sie mit der richtigen Vielfachheit gezéahlt werden, gleich dem Grad des Polynoms
Q ist. Damit gilt

{z € C| Q(z) = 0} besitzt hochstens grad(Q) = n Elemente

und somit besitzt (wegen der obigen Gleichheit (z) = P(z) — a) auch die Menge {z € C | P(z) = a}
hochstens n Elemente. Beachte: Die Menge besitzt genau n Elemente, wenn jede Nullstelle von ) genau
einmal auftritt.

AUFGABE 37
Sei f eine holomorphe Funktion auf einem beschrinkten Gebiet D und |f| habe eine stetige Fortsetzung
auf D. Sei | f| konstant auf dem Rand. Zeigen Sie, dass f entweder eine Nullstelle hat oder konstant ist.

Losung:
Erinnerung;:

Mazximumprinzip (fiir beschrinkte Gebiete): G C C beschrinktes Gebiet, f : G — C holomorph, f : G — C
stetig mit G := G'U OG. Dann gilt: | f| nimmt sein Maximum auf dem Rand dG an, d.h.

1f(2)] < gle%%lf(C)! VzeG

oder anders
AC €dG: |f(2)| <|f(C) V=z ceq

Zusatz: Gleichheit gilt genau dann, wenn f konstant ist.
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1. Fall: (f besitzt eine Nullstelle in G). Dann sind wir fertig.

2. Fall: (f besitzt keine Nullstelle in G). Da f : G — C holomorph und |f| : G — C stetig ist, folgt, dass
f : G — C stetig ist. Da G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und f : G — C stetig ist, folgt aus dem
Maximumprinzip

301 €06 : |f(2)| < |f(C1)| V2e@

Da f keine Nullstelle in G besitzt, gilt 0 < |f(2)], insgesamt also 0 < [f(2)| < [f(C1)| V= € G, und hieraus

schlielen wir vorab einmal @ > m fir jedes z € GG. Als nédchstes betrachten wir die Funktion %,

die (da f keine Nullstellen in G besitzt) auf ganz G definiert ist. Da G C C ein beschrinktes Gebiet,
% : G — C holomorph (wegen f : G — C holomorph) und % : G — C stetig (wegen f : G — C stetig) ist,
folgt aus dem Maximumsprinzip

305 € 0G - VzeG

75 < |7
) T 1F(Co)
Setzen wir die beiden Resultate des Maximumprinzips zusammen, so haben wir

11 |1
IF(CDl T 1F )] T 1F(Ca)

Da |f| konstant auf dem Rand O0G ist, gilt |f(C1)| = |f(C2)| und damit

1 1 1 o
A0~ @ Fe)| TFEC

Damit ist die Funktion ﬁ und daher auch die Funktion |f| konstant auf G. Nun wenden wir ein letztes

Mal das Maximumsprinzip an: Da G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und f : G — C stetig ist,
folgt - wie oben bereits behandelt - aus dem Maximumprinzip

VzeG

AC, € 0G : |f(2)| < |f(C1)] Vzed
Da |f| aber konstant ist, gilt sogar |f(2)| = |f(Ch)| fiir jedes z € G. Nach dem Zusatz des Maximumprin-
zips folgt aus der Gleichheit, dass f : G — C konstant ist.

AUFGABE 38
Definition: Sei f eine ganze Funktion. Man sagt, dass f die Ordnung p besitzt, falls

Inln M
p = lim sup LM, wobei M(f,r) := sup |f(2)]

r—00 In 2l <r
Zeigen Sie, dass

(1): exp(e®) keine endliche Ordnung hat
(2): cos(z) die Ordnung 1 hat
(3): Polynome die Ordnung 0 haben

Losung:

FErinnerung:

Ordnung einer Funktion: f ganze Funktion (d.h. f : C — C holomorph). Das Infimum aller Zahlen a, fiir
die

1f(2)] < el V|2 >

gilt, wobei r € R mit r > 0, heiit Ordnung der Funktion f. Es gilt:

a Inlnsu - f(z
pi=int{a||f(2)] < eV ]s] > r} = limsup ——— LIS )l
7—00 nr
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zu (1):
Aus dem Maximumprinzip (MP) und mit der Notation z = z + iy (z,y € R) erhalten wir

M (e(ez),r) = sup e(ez)‘ *1P) sup e(ez)‘ = sup ™€) = gup eler =)
|2l<r |2|=r |2|=r |2|=r
(excos(i\/TQ—xQ))
= sup e = (<)
x€[—r,r]

Da In die Umkehrfunktion von exp ist, erhalten wir fiir die Funktion e(¢”) die Ordnung p = oo durch

Inln M (e(ez)) Inlne(¢”) r
p=limsup ———— %= =limsup ———— = limsup — = o0
r—00 ln T r—00 nr r—o00 nr

zu (2):
Aus dem Maximumprinzip (MP), den Eigenschaften der Hyperbelfunktionen

sinh(z) = % (e —e*) VzeC, cosh(z)= % (e*+e?) VzeC

cos(z) = cosh(iz) Vz € C

lcosh(x + iy)| = \/sinh?(z) + cos?(y) Y,y € R
(letzteres lasst sich mit Hilfe von

cosh(z + iy) = cos(y) cosh(z) + isin(y) sinh(z) Vz,y € R
cosh?(z) — sinh?(z) = 1 V2 € R und cos?(z) + sin?(z) = 1Vz € R

beweisen) und mit der Notation z = x + iy (z,y € R) erhalten wir

M(cos(2),7) = sup |cos(z)] "= sup |cos(z)| = sup |cosh(iz)| = sup |cosh(—y + iz)|

|z|<r |z|=r z|=r |z|=r
= sup \/sinhZ(—y) + cos?(z) = sup \/sinhz(\/ r2 — 22) 4 cos?(x)
|z|=r zE€[—r,r]

1 1
= \/sinh?(r) +1 = 1 (er —e ) 1= \/4 (e2r +24¢72r)
1 1
=\ +em) =S (" +e7)

Wegen lim, o Inln (% (e7" + GT)) = oo und lim, . Inr = oo, diirfen wir die L’Hospitalschen Regeln
(HR) anwenden. Daraus folgt

Inln M (cos(z),r) Inln (% (e7" + eT)) (HR) d% Inln (% (e + e’"))

= lim =’ lim 7
r—00 Inr r—00 Inr 700 Llny
1 1 1 ( r —r
. 5 (e"—e™")
. In l(e—r+er) l(ef'r_;'_er) 2
— llm (2 ) 2 T
T—00

Weiter wissen wir: Falls fiir eine reelle Zahlenfolge (¢, ),eny C R der Limes lim, o, ¢, existiert, so stimmt
der Limes lim, .. ¢, mit dem Limes Superior limsup,_, ¢, iiberein, d.h.limsup,_, ¢, = lim, . ¢;.
Daraus erhalten wir fiir den komplexen Kosinus cos die Ordnung p =1

Inln M (cos(z),r) i Inln M(cos(z),r)

p = lim sup = lim =1
r—00 Inr r—00 Inr
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zu (3):
Fiir ein allgemeines komplexes Polynom n-ten Grades mit n € N gilt

n n

j i - 1 1
E a;z! = 2" E a; 277" =2"(apz "+ arz T+ an—127 T+ ap)
j=0 7=0

wobei a,, # 0. Man beachte nun, dass fiir den hinteren Term gilt:
lim agz " + a1z ™"+ a1z M+ an = ay
zZ— 00

Daher genitigt es den Term a,,2" zu untersuchen. Aus dem Maximumprinzip (MP) erhalten wir

MP)

M(anz",r) = sup |a,z"| (M sup |a,z"| = sup |ay| |2|" = |an| "
|z|<r |z|=r |z|=r

Als nachstes betrachten wir

Inln M(a,z",r) Inln(|a,|r™)  In(Inla,|+Inr") In (ln\an] +lnenlm> _ In(Infa,|+nlnr)

Inr Inr Inr Inr Inr

Wegen lim, . In(In |a,| +nInr) = co und lim, .« Inr = oo, diirfen wir die L’Hospitalschen Regeln (HR)
anwenden. Daraus folgt

Inln M(a,2",r) In (In|a,| + nlnr) HER) 410 (In|a,| +nlnr)

im = lim =" lim
7—00 Inr r—00 Inr r—00 d%" Inr
n
— Jim rUnlenlteinr) o ™ ) VneN
r—00 1 r—oo In |a,| +nlnr

r

Weiter wissen wir: Falls lim,_. ¢, existiert, so gilt limsup,_,, ¢, = lim, o ¢,. Daraus erhalten wir die
Ordnung p = 0 fiir ein beliebiges komplexes Polynom n-ten Grades
Inln M(a,z",r) I Inln M (a,z",r)

p = limsup = lim =0 VneN
r—00 Inr r—00 Inr

AUFGABE 39
Sei f eine ganze Funktion. Zeige die Aquivalenz der Aussagen

(1): f ist kein Polynom

(2): limsup In M(f,r) =00

r—o00 nr

Losung:

Erinnerung;:

Verallgemeinerung des Satzes von Liouville: f : C — C ganze Funktion (d.h. holomorph auf C) und
n € N. Weiter gelte:

Dann ist f ein Polynom vom Grad < n.
(2) = (1):
Sei lim sup,._,
in Aufgabe 39):
M(anz",r) = |an|r"

= InM(a,2",r) =In(lay|r") = In|a,| + Inr" =1n|a,| + nlnr

In M(f,r)

Inr

= oo0. Angenommen f ist ein Polynom, dann gilt fiir jedes n € N (siehe: Teil (3)

In M(a,z",r) Inlay,| Inr Inlay,|
Inr Inr Inr Inr
In M " 1
e imsup MM e (fl\a +n) —n £ oo
r—00 ln’r r—00 lnT
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In M(fr) _
Inr -

Daraus erhalten wir einen Widerspruch zu limsup,_, . 00. Folglich ist unsere Annahme falsch

und f kann kein Polynom sein.

(1) = (2):
Sei f kein Polynom. Angenommen es gilt
In M
JC eR: limsupnl(f’r):C'<oo
r—o00 nr

wobei wir den Limes Superior fiir r € Ry betrachten. Dann gilt diese Aussage anstelle von r € R
insbesondere fiir natiirliche Zahlen n € N

In M
lim sup M 2 m)

n—oo Inn

=C

Nach der Definition des Limes Superiors ist dies gleichbedeutend mit

lim (sup WM) =C

n=00 \ k>n Ink

=:an
In diesem Fall konnen wir (a,)nen als eine reelle konvergente Folge auffassen. Da aber jede konvergente
Folge beschrinkt ist und (a, ),y gegen C konvergiert, ist (ay,),, oy offenbar beschriankt, d.h. es gilt

JN eNVneN: supM

<N
k>n Ink

Speziell fiir n = 1 erhalten wir demzufolge

In M
sup ML)
keN ln k

Und damit gilt nach dem Maximumprinzip (MP) und nach einigen Umformungen
In M(f,r)
Ink
— InM(f,k) <N -lnk=mhk" VkeN
= sup ()2 sup £(2)] = M(fk) <Y Wk eN
|z|=k |z|<k

— f@I<N VI <kVEeN

<N VkeN

Als néchstes wollen wir die obige Verallgemeinerung des Liouvilleschen Satzes anwenden. Dazu bleibt die
Voraussetzung des Satzes zu Uberpriifen, die wir durch einen Widerspruch nachweisen werden. Betrachte
dort M :=1 und R € R beliebig aber fest. Angenommen

3z e Cmit |2 = R: |f(z")] > |2V
FEinerseits folgt daraus

N
sup |f(z)] = [f(z7)] > |27
|z=[2*]
und andererseits haben wir oben mit k& = |2*| bereits
sup |f(z)] < 2"
z|=[z*|
gezeigt. Dies liefert uns einen Widerspruch zu unserer Annahme und folglich gilt
FEI< Y Yzl =R

Nach der obigen Verallgemeinerung des Satzes von Liouville ist die auf ganz C homomorphe (d.h. ganze)
Funktion f ein Polynom vom Grad < N. Daraus erhalten wir einen weiteren Widerspruch zu der Voraus-
setzung, da wir zuvor gefordert haben, dass f kein Polynom ist. Folglich ist unsere Annahme (bzgl. der
Existenz einer solchen Konstanten C') falsch und demzufolge gilt

In M(f,r)

lim Sup ———— = &0
r—00 nr




