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ERGANZENDES MATERIAL ZUR VORLESUNG:
DEFINITION 1: (KETTE). v; : [a;, b;] — C Integrationswege wobei a;,b; € R mit a; < b; fir i = 1,...k

und k € N. Dann bezeichnet man eine formale Linearkombination I' = ZZ 1 M-y der Wege v; als KETTE.
Hierbei gibt n; an, wie oft der Integrationsweg ; durchlaufen wird.

DEFINITION 2: (ZYKLUS). Eine Kette I' = % n; - 4; heiBt GESCHLOSSENE KETTE (bzw. ZYKLUS oder
ZYKEL), falls ~; fiir jedes i = 1,..., k ein geschlossener Integrationsweg ist.

DEFINITION 3: (SPUR EINES ZYKLUS). Sei I' = Ele n; -y; ein Zyklus mit n; #0Vi=1,... k. Dann ist
die SPUR VON I definiert durch

k
r) = JSp()

DEFINITION 4: (INTEGRAL LANGS EINES ZYKLUS). Sei I' = 3%, n; - ; ein Zyklus und f : Sp(I') — C
stetig. Dann definieren wir das INTEGRAL LANGS ' UBER [ durch

/Ff(z)dz = lz:nz [Yz f(2)dz

DEFINITION 5: (
IN U, falls Sp(I") C
DEFINITION 6: (WINDUNGSZAHL) Sei I' = 32 | n; - 4 ein Zyklus und z € C\Sp(I'). Dann ist die WIN-
DUNGSZAHL (bzw. UMLAUFZAHL oder INDEX) VON I" UM z definiert durch

indp(2) : 2m/<_deeZ

DEFINITION 7: (INNERES UND AUSSERES EINES ZYKLUS). Sei I = Ele n; - y; ein Zyklus. Dann definie-
ren wir das INNERE VON I' durch

int(I") := {z € C\Sp(I") | indr(z) # 0}

und das AUSSERE VON I' durch

ZYKLUS IN EINER MENGE). Sei U C Cund I'' = Zi?:l n; -7; ein Zyklus. ' heifit ZyKLUS

ext(I') := {z € C\Sp(T') | indp(z) = 0}

DEFINITION 8: (NULLHOMOGENER ZYKLUS). Sei U € C und T' = Y°¥_ n; - ~; ein Zyklus in U. Dann
heifit I' NULLHOMOLOG IN U, falls int(I") C U.

SATZ 9: (CAUCHYSCHER INTEGRALSSATZ). U C C offen, f : U — C holomorph, I" nullhomologer Zyklus
in U. Dann gilt:

[ 1)z =

SATZ 10: (CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL). U C C offen, f : U — C holomorph, I" nullhomologer
Zyklus in U. Dann gilt:

indp(z) - f®)(z) = w /(Cﬂodg:o Vz e U\Sp(I') Vi € Ny

2mi — z)k+1

SATZ 11: (RESIDUENSATZ). U C C offen, I nullhomologer Zyklus in U, A C U diskret in U, Sp(I")NA = {),
f : U\A — C holomorph. Dann gilt:

(1): M := Anint(T") besteht aus endlich vielen Punkten
/ f(2)dz = 2mi Z indr(c) - Resc(f)

ceM
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AUFGABE 40
Sei a € C. Berechnen Sie fiir einen glatten geschlossenen Pfad, der a nicht enthélt, mit Hilfe der
Cauchyschen Integralformel

ze®
ﬁ 7(2 e dz

Losung:

Erinnerung;:
Cauchyscher Integralsatz (fir Zyklen): U C C offen, f : U — C holomorph, I" nullhomologer Zyklus in U.
Dann gilt:

/Ff(z)dz =0

Cauchysche Integralformel (fir Zyklen): U C C offen, f : U — C holomorph, I" nullhomologer Zyklus in
U. Dann gilt:

. k! f(Q)
SRy = M IS g
indr(2) - /) (2) = o /F A =0 Y e U\Sp(N) Yk € Ny
Residuensatz (fiir Zyklen): U C C offen, ' nullhomologer Zyklus in U, A C U diskret in U, Sp(I')NA = 0,
f : U\A — C holomorph. Dann gilt:

(1): M := Anint(T") besteht aus endlich vielen Punkten
(2): / f(2)dz =270 Y indr(c) - Rese(f)
r

ceM

e 1. Moglichkeit: (Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformel fir Zyklen).

1. Fall: (a ¢ int(T")). Wir iiberpriifen die Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes fiir Zyklen:
Dazu betrachten wir die offene Menge U := C\{a}. Offenbar ist f : C\{a} — C mit f(z) = % ho-
lomorph. Weiter ist I' nach Voraussetzung ein geschlossener und stetig differenzierbarer Integrationsweg,
also insbesondere ein Zyklus. Wegen der Eigenschaft Sp(I') € C\{a} (denn a ¢ Sp(I") (nach Aufgabenvor-
aussetzung) und a ¢ int(I') (nach Fallvoraussetzung)) ist I" ein Zyklus in C\{a}. Zudem ist I" nullhomolog
in C\{a}, denn es gilt int(I") € C\{a} (da int(I') C C und a ¢ int(I")). Damit sind die Voraussetzungen
des Cauchyschen Integralsatzes (CIS) fiir Zyklen erfiillt und es folgt

CI8)

/Ff(z)dz (@5

2. Fall: (a € int(T")). Wir iiberpriifen die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel fiir Zyklen:
Dazu betrachte die offene Menge U := C. Offenbar ist f : C — C mit f(z) = ze® holomorph. Weiter ist T'
nach Voraussetzung ein geschlossener und stetig differenzierbarer Integrationsweg, also insbesondere ein
Zyklus. Wegen der Eigenschaften Sp(I') € C und int(I") C C ist I' ein nullhomologer Zyklus in C. Damit
sind die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel (CIF) fiir Zyklen erfiillt und es folgt

/F ﬁdz (2F) “L - inde(a) - P (a) = mie' (2 + 0)Z
In der letzten Gleichung gingen zweierlei Dinge ein: Zum einen gilt (wegen a ¢ Sp(I') ist die Umlaufzahl
(bzw. der Index) indp(a) wohldefiniert)

. 1 1
indr(a) := %/F = adg €z

also indr(a) € Z. Zum anderen sind die Ableitungen von f fiir z € C gegeben durch

f(z) = ze
F(2) = (14 )¢
1) = (@24 2)e




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 11 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

e 2. Moglichkeit: (Residuensatz).

Wir betrachten die offene Menge U := C offen. Zunéchst einmal ist I' nach Voraussetzung ein geschlosse-

ner und stetig differenzierbarer Integrationsweg, also insbesondere ein Zyklus. Wegen der Eigenschaften

Sp(I') € C und int(I") C C ist I" ein nullhomologer Zyklus in C. Desweiteren liegt die Menge A := {a}

diskret in C (denn wir finden immer eine offene Umgebung in C, die aufler den Punkt a keinen weiteren

Punkt der Menge A enthélt) und es gilt Sp(I')N{a} = 0 (denn a ¢ Sp(T") (nach Aufgabenstellung)). Offen-
ze*

bar ist f: C\{a} — C mit f(z) = ==y holomorph. Damit sind die Voraussetzungen des Residuensatzes
(RS) fur Zyklen erfiillt und es folgt zundchst aus (1)

M := {a} Nint(T") besteht aus endlich vielen Punkten

(denn M = {a}, falls a € int(T"), und M = 0, falls a ¢ int(T")) und aus (2) folgt abschlieBend

T ze® (RS). . ) ze? . ze?
/F mdz ="2m CEZ]‘J lnd[‘(C) . ReSc <(Z—a)3) = 2m lndp(a) . ReSa ((Z—a)3>

%e“(2+a)

ez
=mie® (2 + a)Z

Dabei lésst sich das Residuum wie folgt mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel fiir Kreislinien berechnen

ozt N _ 1 ozt gl 12w gy v 1
Hesa ((Z - a)d) ©2mi ‘/|Z—a|p (z — a)3d2’ o9 2l f (CL) - 26 (2 + a)

Abschlussbemerkung: Es ist hierbei auch moglich die Félle a ¢ int(I') und a € int(I') zu unterscheiden.
Im Falle a ¢ int(T") erhalten wir M = () und folglich enthélt die Aussage (2) des Residuensatzes die leere
Summe, weswegen das Integral 0 ist. Im Falle a € int(I") miissen wir unseren obigen Berechnungen Folge
leisten.

AUFGABE 41
Sei G C C ein beschrénktes Gebiet mit glattem Rand 0G und 0 € G. Sei f : C* = C\{0} — C eine auf
C®* = C\{0} holomorphe und auf C\G beschrénkte Funktion. Beweisen Sie

N (R
&)= 55 fac (C—n% VeECNG

Beachte: f(z) =0V z € G. Hinweis: Benutzen Sie Gebiete Dr(0)\G fiir grofie R.
Losung:

Wihle R > 0 beliebig aber (zuniichst) fest und zwar so grof}, dass G' C int(Bg(0)). Ein solches R existiert,
da G C C beschrénkt ist.

A Im

Holomorphiebereich von f

Beschrénktheitsbereich von f
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Definiere I' := 0BRr(0) + 0G. Dann ist I' ein Zyklus (denn 0Br(0) und 0G sind glatte geschlossene
Integrationswege). Da f holomorph in C* = C\{0} ist, konnen wir die Cauchysche Integralformel fiir
Zyklen anwenden, d.h. Vz € Br(0)\G:

L@ L[ IO et [ SO pe
=5 /r (= z:)dC omi [/ac; (= z)dC * /63R(0) C(C— Z)dC]

(1): Cauchysche Integralformel fiir Zyklen (da f in C* = C\{0} holomorph). (2): Definition von I und
Definition des Kurvenintegrals fiir Zyklen. Hierbei beachte, dass - wegen 0 € G - die linke Seite der
Gleichungskette wohldefiniert ist. Desweiteren bezeichnet 0Bg(0) die positiv orientierte (d.h. gegen den
Uhrzeigersinn verlaufende) Kreislinie, d.h. Bg(0) : [0,27] — C mit ¢t — Re®. Beachte, dass dBr(0)
entgegengesetzt des Uhrzeigersinns und 0G im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, d.h. die Kurven verlaufen
in unterschiedlichen Richtungen.

Es bleibt zu zeigen, dass das Integral iiber den Rand OBg(0) fiir grofie R > 0 mit G C int(Bgr(0))
verschwindet. Dazu werden wir gleich den Grenziibergang fiir R — oo untersuchen. Zunéchst beginnen
wir aber mit einer Abschétzung

f(€)
/aBRm) ¢(¢— Z)dg

27 f(Reit)
0o Re(Re® — 2)

@M/QTr 1 dt@M/Qﬂ 1 dt@M/zﬂ LI
S o |Ret—z| T o |[Re®|—|z|] " o |R—|z]|

®) 2w M
= B
R— |7 Vz € Br(0)\G

®3)

- Rie'tdt dt

@ [ |f(Ret) -
< : : - |Rie"
/0 ’Rezt‘ . ’Rezt _ Z’ ‘ e

(3): Definition der Kurve 0Bgr(0) und Definition des Kurvenintegrals. (4): Fur f : [a,b] — C stiickweise
stetig gilt ]fjf(t)dt\ < P1f()]dt. (5): |Reit| = |R|- || = RVt € [0,27] da R > 0. Und |f(Re')| <
M da |f(2)] < M Vz € C\G (denn f ist beschrankt auf C\G). (6): Umgekehrte Dreiecksungleichung
|z —y| > ||z| — |y|]| > 0 also Il‘iiy\ < m, wobei ||Re| — |z|]| > 0 da z € Bg(0), d.h. 2| < R. (7):
|Re'| = |R| - |e"| = RVt €[0,2n] da R > 0. (8): Integrand ist unabhéingig von ¢.

Kommen wir jetzt zum Grenziibergang R — co. Da R > 0 mit der Eigenschaft G C int(Bg(0)) beliebig
gewihlt wurde, folgt

R—o0

f(€) Y 2rM
/833(0) C(C — Z) dC‘ o Rh_r)noo R— |Z‘ =0 Vze BR(O)\G

: Q.
= oBR(0) C(¢ — Z)CK -0

(In der letzten Folgerung wurde |z,| " = 0 = 2, " =" 0 verwendet.) Aus dieser Tatsache folgt nun

VzeC\G

1 ; _ b f(C)
271 Joa C(C — 2)

1 zf(¢)
=5 aGC(C—z)dC Yz eC\G

d¢ VzeC\G

AUFGABE 42
Sei R >0, a,b € Br(0) und f eine holomorphe Funktion in einer Umgebung von Br(0). Berechne

e
ﬁmmmz—mw—wd

Beweisen Sie mit Hilfe dieses Integrals den Satz von Liouville, d.h. zeigen Sie, dass jede beschréinkte
ganze Funktion konstant ist.
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Losung:

Erinnerung;:
Cauchyscher Integralformel (fiir Kreisscheiben): U C C offen, f : U — C holomorph, ¢ € U, B := B,(c) :=
{2z € C| |z —c| < r} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und Radius » > 0, B C U, ¢ € B, n € N.
Dann gilt:
1 (2)
© 2mi Jop 2 —( -

" n! f(z

F™(©) = 2

T omi Jog (z — () tl

(Cauchysche Integralformel)

dz (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel)

wobei 0B die positiv orientierte Kurve iiber den Rand von B ist, d.h.
OB = 0B,(c) : [0,27] — C mit t — ¢ + re’

Standardabschdtzung: « : [a,b] — C glatte Kurve, D C C, f : D — C stetig und spur(«a) = a([a,b]) C D.
Dann gilt:

/ f(<) dCI <C-L(a) (Standardabschitzung)

wobei | f(¢)| < C fiir alle ¢ € spur(a) und L(«) die Bogenlédnge von « ist

L(a) := /ab |o/(t)] dt

Satz von Liouville: Sei f : C — C eine ganze (d.h. f ist holomorph auf ganz C) und beschrénkte (d.h.
3C eR: |f(2)| < C Vz e C), dann ist f konstant (d.h. f'(z) =0Vz e C).

Teil 1: (Berechnung des Integrals)

1. Fall: (a # b)

Partialbruchzerlegung (PBZ):

1 A n B (A+B)z— Ab— Ba
(z—a)(z—b) (z—a) (z—b) (z—a)(z—0)
Damit erhalten wir die Gleichungen
(I):A+B=0
(I): — Ab—Ba=0
Losen wir dieses Gleichungssystem auf, so erhalten wir A = ﬁ, B = —ﬁ und damit die Darstellung
1 1
1 a—b “ab

Coa)z=b) (z—a) (z-b)
Es ist mit Hilfe der Partialbruchzerlegung (PBZ):

% f(2) (PBZ) i) 7{ 1)
I gt 2 dz — dz
oBr(0) (2 —a)(z —b) 2BR(0) (2 —a) 2Br(0) (2 —b)
_ 1 f(2) gy L f(2) &
a—>bJapgo) (2 —a) a—>bJapgo) (z—0)

Nach Voraussetzung gilt, dass f in einer Umgebung U C C von Bpg(0) holomorph ist. Diese Tatsache
ermdglicht uns die Anwendung der Cauchyschen Integralformel.

Fiir das erste Integral sind mit ,U C C offen, f : U — C holomorph, ¢:=0 € U, B := Bg(0) mit R > 0,
B C U (nach Voraussetzung), ¢ := a € B (nach Voraussetzung)® die Voraussetzungen der Cauchyschen
Integralformel erfiillt und es folgt:

fz)  emy,
%BBR(O) (z—a)dz =" 2mi- f(a)
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Fiir das zweite Integral sind mit ,U C C offen, f : U — C holomorph, ¢ :=0 € U, B := Br(0) mit R > 0,
B C U (nach Voraussetzung), ¢ := b € B (nach Voraussetzung)“ die Voraussetzungen der Cauchyschen
Integralformel erfiillt und es folgt:

fz) ),
.7({93R(0) —b) dz ="2mi- f(b)

Insgesamt erhalten wir daher:

z—a)(z—0b) a—>b a—>b a—b

Differenzenquotient

]{ &) s b oni fa) = - o (o) = 2mi . LSO
9B5(0) (

2. Fall: (a = b)

In diesem Fall sind mit ,U C C offen, f : U — C holomorph, ¢c:=0 € U, B := Br(0) mit R >0, BC U
(nach Voraussetzung), ¢ := a = b € B (nach Voraussetzung)“ die Voraussetzungen der verallgemeinerten
Cauchyschen Integralformel fiir n = 1 erfiillt und es folgt:

S C IPREC P R

Br(0) (2 —a)? 1

Teil 2: (Beweis des Satzes von Liouville)
Aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel (CIF) und der Standardabschétzung (SA) erhalten

wir:
;o\ (CIF) 1!% f(z) _i.j( f(z) GH 1 ¢
[fa)] "= 211 JoBr(a) (2 — a)? dz| = 21 |JoBgr(a) (2 —a)? dz| < 2 R? w

Bogenliange

Somit ist f/(2) =0V z € C. Da nun C ein Gebiet ist, folgt aus dem Satz tiber konstante Funktionen, dass
f konstant ist.

AUFGABE 43
Man nehme an, dass f eine analytische Funktion auf S := {z € C | |[Re(z)| < a} sei fiir ein a > 0. Man
nehme weiterhin an, dass zwei Konstanten ¢, C' > 0 existieren, so dass

(a): If(2)] < e
(b): limsup [f(2)| < CVyo€R und limsup [f(2)|<CVy €R

z—a+1iYo z——a-+1iyo

Zeigen Sie, dass |f(z)| < C' Yz € S gilt. Hinweis: Benutzen Sie f(z)e* mit & > 0.

Losung:

A Im

.

Holomorphiebereich von f

.
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Seien Ry, Ry > 0 beliebig aber (zunichst) fest mit By < a. Es bezeichne I' := T'g, g, := .7, ['; den in der
Abbildung dargestellten geschlossenen Integrationsweg entlang des Randes eines von R und Ry abhéngi-
gen Rechtecks. Desweiteren sei Sg, g, := Sp(I')UInt(I") die durch die Kurve erzeugte abgeschlossene Recht-
ecksfliche. Dann gilt mit Hilfe des Maximumsprinzips (MP) und wegen dSg, r, = Sp(T) = Ui, Sp(I'y):

(MP)
< —
FEI< g VOIS max 1)
max { ma (f(O+ max O]+ max [£(Q]+ max | 1£(Q)] b vzeSp ok,

Wir miissen nun zeigen, dass jedes dieser vier Maxima zunéchst beschrankt ist. Anschlieflend miissen wir
zeigen, dass jedes dieser vier beschrinkten Maxima auch beim Grenziibergang Ry — a und Ry — oo
beschrankt bleibt.

e I'; und I's: In diesem Schritt untersuchen wir das erste der vier Maxima. (Beachte: Das dritte Maxima
lasst analog zum ersten behandeln, indem wir im folgenden Teil Ry durch — Ry sowie I'; durch I's ersetzen.)
Sei £ > 0 beliebig aber fest. Betrachte die Funktion f.(z) := f(z) - €= fiir z € Sp(I'1) (nach Hinweis der
Aufgabe). Es gilt:

(i) |f(Z)| . eRe(sz2) (%) ecm . es(xzny) (;i) ¢ 12+y2+5(127y2)

662

)
£ = 1)
) oV -RE) . M (a, Ry)

AT

(1): Definition von f.(z) und |z-w| = |2| - [w| YVz,w € C. (2): |e*] = eRe(®) ¥z € C. (3): Abschitzung
(a) aus der Aufgabenstellung und z = x + iy mit x,y € R. (4): - e¥ = e*TW V2, w € C. (5): Wegen
z=ux+iy € Sp(I'y) gilt y = Ry und —a < —Ry < © < Ry < a, also 22 < a. Auch verwendet wurde
o, € R mit o < 3, so gilt e < e (Exponentialfunktion im Reellen streng monoton wachsend).

Nun untersuchen wir den Grenziibergang fiir Ry — +oc:

2
. . 2 R2 2_p2 2 . cRy, [ %5 +1—eR3
lim M(a, R2) = lim eV FREte(a?=R3) el e 3

Ro—o0 Ro—o0 Ro—00

—R2 (_C ”'24_]__;’_5)
2 . 2 Ry \/ R2
= . lim e 2 =0

Ro—00

=0

Der Konvergenz nach zufolge gilt daher

VE>0IN=N(E)>0mit NeRYRy >N : [M(a,Ry)| = |M(a,Ry) —0| <&

Nun kehren wir zu unserer ersten Abschéatzung zuriick und nutzen die gezeigte Konvergenz aus: Sei & > 0
beliebig, dann existiert ein N = N (&) > 0 mit N € R, so dass gilt

5(12* 2) (6) (7) (8) ~ .
|f(2)|-e V)= 1fa(2)] < M(a,Re) < € VRy>N(dh.Vze S mit Im(z) = Ry > N)

(6): Mit Hilfe von (1),(2) und z = x + iy mit z,y € R (siche oben). (7): Diese Abschétzung haben wir
bereits oben gezeigt. (8): Wegen M (a, R2) > 0 Va, Ry € R gilt M(a, R2) = |M(a, R2)| und wegen der
Konvergenz erhalten wir weiter M (a, R2) = |M(a, R2)| < €.

Da die zuvor durchgefiithrte Ungleichung fiir jedes ¢ > 0 erfiillt ist und die Schranke insbesondere von
¢ unabhéngig ist, erhalten wir nun durch den Grenziibergang fiir ¢ — 0 die Beschrianktheit des ersten
Maximums:

lf(2)] = lin(1)|f(z)\ e v?) < lir%é: € Vze SmitIm(z) =Ry >N
g— E—

Beachte riickblickend, dass der Grenziibergang fiir Ry — a in Schritt (5) eingegangen ist.
7
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e I's und I'y: In diesem Schritt untersuchen wir das zweite und das vierte der vier Maxima.
A Im

Wegen der Voraussetzung (b) gilt

lim supzaaegiyo If(z)| <C

JC>0Vy € R: .
lim SUP 2 —ativg lf(z)| < C
z€

Daraus erhalten wir

3JU C C Umgebung von a + iyp : f ist beschrankt in U NS

Vyo € R: . . o
3V c C Umgebung von — a + iyg : f ist beschrankt in V N S

Beachte hierbei, dass diese Aussagen unabhéngig von Ry (und somit unabhéngig von der Lange der Kurven

I'; und T'y) sind. Daraus folgt nun direkt

lf(2)| <KCi=CH+e VzeSp(ly)n(UNS)

lf(2)| < Co=C+ey VzeSpTa)n(VNS)

wobei €1 > 0 (bzw. g2 > 0) eine von der Umgebung U (bzw. von der Umgebung V') abhéngige positive
Konstante ist. Beachte hierbei, dass je mehr sich R; dem a annédhert, desto mehr néhern sich 1 und &9
der 0 an.

Damit haben wir zum einen die Existenz jedes der vier Maxima gezeigt und zum anderen, dass jedes
dieser vier Maxima bei den Grenziibergéingen R; — a und Ro — oo endlich bleiben




