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Blatt 12 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

ERGANZENDES MATERIAL:

In der Funktionentheorie gibt drei Arten von isolierten Singularititen: Hebbare Singularitaten, Pole (Pol-
stellen) und wesentliche Singularitdten. Dabei gehoren die hebbaren Singularitidten und die Polstellen zu
den auflerwesentlichen Singularitdten. Fiir die Klassifizierung der Art einer Singularitit gibt es verschie-
dene Moglichkeiten:

1. HEBBARE SINGULARITATEN: D C Coffen, a € D, f : D\{a} — C holomorph, d.h. a ist eine ISOLIERTE
SINGULARITAT von f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a):
(b): 3 U= &(a) CDAN3IC=0Vze g |f(2)] < C (RIEMANNSCHER HEBBARKEITSSATZ)
(c): ord(f,a) >0

)
)
)
(d): a ist eine auBerwesentliche Singularitét und kein Pol
)
)

a ist hebbar

(e): f lasst sich analytisch in a fortsetzen
(£): 0 < <rp <oomit Ry ,(a):={2€C|r <|z—a|] <ry} CD,
[e.@]

f(z) = Z an(z —a)" Vz € Ry, r,(a) Laurentreihe. Dann gilt: a,, =0 Vn € Z mit n < 0

n=—oo
d.h. der Hauptteil der Laurentreihe verschwindet identisch.

:JdJweC: lim Z)=w
(g) z—a,z€D\{a} f( )

2. POLSTELLEN (POLE): D C C offen, a € D, f : D\{a} — C holomorph, d.h. a ist eine ISOLIERTE
SINGULARITAT von f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a ist ein Pol

(a
(

):
b): 3k € N: (z — a)*f(2) besitzt eine hebbare Singularitit in a
(c): ord(f,a) <0
(d): a ist eine auBlerwesentliche Singularitét und nicht hebbar
(€): 0<r <ryg<oomit Ry py(a):={2€C|r <|z—a|l<r}CD,
flz) = Z an(z —a)" Vz € R, y,(a) Laurentreihe. Dann gilt: (1): 3k € N: a_j # 0 und (2):

Vn < —k: ap =0, d.h. der Hauptteil der Laurentreihe bricht nach k£ Gliedern ab. In diesem
Fall bezeichnet k die ORDNUNG DER POLSTELLE.

(f): 111111)\{ }]f(z)| =00 (dh.VC>036>0VzeDmit 0< |z—a| <d: |f(2)] = C)
Z—a,z€ a

3. WESENTLICHE SINGULARITATEN: D C C offen, a € D, f : D\{a} — C holomorph, d.h. a ist eine
ISOLIERTE SINGULARITAT von f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a): a ist eine wesentliche Singularitét

(b): VbeC A Ve>03ze Dn &(a) : |f(2) — b] < e (d.h. In jeder noch so kleinen punktierten
Umgebung von a kommt f jedem beliebigen Wert b € C beliebig nahe.

(¢): a ist nicht auBerwesentlich (d.h. a ist weder eine Polstelle noch eine hebbare Singularitét)

(d): 0 < <rg <oomit Ry py(a) :={2€C|r <|z—a|] <ry} CD,

f(z) = Z an(z —a)" Vz € Ry, r,(a) Laurentreihe. Dann gilt: a,, # 0 fiir unendlich viele

n=-—00
necZmitn<O0

e): lim z) existiert nicht
( ) z—a,ze€D\{a} f( )
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AUFGABE 44
Berechnen Sie die Laurent-Entwicklung von

=1 .
o fir |z—1]>2
Losung:
Die Funktion
2 2
z¢—1 z¢—1
f(z) =

2+1  (z+i)(z—1)
besitzt in den Punkten +i zwei Singularitdten. Die Laurent-Entwicklung soll in
Ryo(l)={2€C|2<|z—1| < o0}

durchgefihrt werden.
1. Schritt: (Partialbruchzerlegung, PBZ)
1 1 A B (A+ B)z+ (B—A)i

P Sl P pops Sl g S o N OB o

Wir erhalten die zwei Bedingungen
(1)) A+ B=0
(2):i(B—A)=1
Da diese zwei Gleichungen die Lésungen A = % und B = —% besitzen, folgt die PBZ
1 1z _a
= —2 4 —2
2241 (z+14)  (2—1)

V2 e C\{i,—i}

2. Schritt: (Laurentreihenentwicklung in Rg (1))

1. Wir fithren zunéchst die Laurent-Entwicklung von ﬁ in Ry (1) durch. Man beachte dabei, dass
wir (da Rz o(1) den Mittelpunkt 1 besitzt) den Nenner mit +1 ergénzen, ehe wir die geometrische Reihe
anwenden:

I 1 1 1 R YRS
(z+z')_(2—1)+(1+¢)_(z_1)'1_<_<1+i)>_(2_1)2( (z—l))

(2—1) n=0
=S D - )T = ) ) e )
n=0 n=1
= > ()T )T e - 1)
n=—1

Dabei liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in R o (1) verborgen, denn es gilt:

‘_(1”)
(z-1)

Auf die selbe Weise erhalten wir:

<l V2=[1+i<|z—1]

1 1 1 1 1 & =N
G- GE-D+0-1) G- 1-(-L=D) =P

=D )T = ) e )
n=0 n=1

R D) (O RV
n=—1
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Auch in diesem Fall liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in Rj o (1) verborgen,
denn es gilt:

‘_u— i)
(z—1)

Damit erhalten wir zunichst einmal

<l = V2=[1-i|<|z—1]

[ 9 —00
1 C -i

2241 (z +1) + (2 _Qi) = Z (_1)7%1% ((1 44— (1 - z’)*”*l) (z—1)"

n=-—1
P L Y (R e L P PG
wobei
R (~D)™ (A4t = (1 —4) ) L fallsn € Z mit n < —2
! 0 , falls n € Z mit n > —2

2. Fiir den Zahler schreiben wir wegen des Entwicklungspunktes 1:
22—1=(2z—1)2+ Xz —1) + pu, wobei \, u € C noch geeignet zu wéhlen sind

Multiplizieren wir die rechte Seite aus, so erhalten wir A = 2 und p = 0.
3. Die vollstandige Laurentreihen-Entwicklung erhalten wir jetzt aus unseren bisherigen Resultaten und
einer Indexverschiebung der Laurentreihe:

2?2 -1 =
_ . 2 o . o n
1= (=1 +2:-1)]- | 3 anlz-1)
n=-—2
—00 —00
= Z an(z —1)"2 + Z 2a,(z — 1)1
n=-—2 n=-—2
—o0 —o0
= Z an—2(z —1)" + Z 2ap—1(z —1)"
n=0 n=-—1
=a_ 2—|—Z Ay — 2+2an1 Z—l Zb Z—ln VZGRQ,oo(l)
n=-—1 n=—o00
wobei
an—o +2a,_1 ,fallsnm € Z mitn <0
bn = <a_o ,fallsm € Z mit n =10

0 , falls n € Z mit n >0

AUFGABE 45
Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in z = 0:

22 e?
) = (3): %
23 sin z
(2): (z—=1)(2*+2) (4): z4
Losung:
zu (1):

1. MOGLICHKEIT: (Rechenregeln).
Rechenregel: U C C offen, ¢ € U und f : U — C meromorph. Dann gilt:

[ besitzt in ¢ einen Pol 1. Ordnung = Res.(f) = iLn%(z —c)- f(2)
3
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Betrachte U :==C,c:=0€ U und f : U — Cmit f(z) := ZQTH ist meromorph auf U (denn: f : U\{c} — C
ist holomorph in U\{c}, {c} ist diskret in U und f besitzt in ¢ einen Pol). Da f in ¢ = 0 einen Pol 1.
Ordnung besitzt, gilt nach der Rechenregel:

2 2
1 1
Reso<z+ )zlin1z~2+ :lir%22—|—1:1
z z—

z—0 z

Bemerkung: Es ist auch moglich, zunéchst die C-Linearitit der Residuumfunktion auszunutzen

2+1 1 1
Resg (Z : ) = Resp (z + z) = Res (2) + Resg (z)

Da die Funktion g : C — C mit g(z) := z insbesondere im 0 holomorph ist, folgt Resp(z) = 0. Die
Funktion h : C — C mit h(z) := % ist meromorph und besitzt in 0 einen Pol 1. Ordnung. Nun kénnen

wir (analog wie oben) mit Hilfe der Rechenregel Resg (%) = 1 folgern und erhalten dasselbe Resultat wie
bereits zuvor.

2. MOGLICHKEIT: (Laurententwicklung, Laurentreihe).

Aus 227“ = z+ 1 erhalten wir direkt die Laurentreihe von f auf Ry (0) := {z € C | 0 < |z| < oo} mit
Zentrum 0, indem wir a, :=1Vn € Zmitn € {—1,1} und a,, :==0Vn € Z mit n ¢ {—1,1} setzen. Es
gilt daher

2 00
z¢+1 1
=24+ - = anz"
. -= D

n=—oo
Das Residuum erhalten wir jetzt direkt aus a_;

2

1

ReS()(Z + >:a1:1
z

3. MOGLICHKEIT: (Cauchysche Integralformel fiir (Kreisscheiben)).

Betrachte U := C, f : U — C mit f(z) := 22 + 1 holomorph auf C, ¢ := 0 € U, B := B,(0) := {z € C |
|z| < p} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ = 0 und Radius p > 0 beliebig klein, B C U, ¢ := 0 € B.
Dann folgt aus der Cauchyschen Integralformel (fiir Kreisscheiben) (CIF):

241 1 241 1 241 1
Reso<z+ )_ / Gl S / CALL O L 1) =1
< |z|=p 0B,(0) 2

T 2mi 2 ~ 2mi 2 i N
=£(0)

zu (2):
1. MOGLICHKEIT: (Rechenregeln).
Rechenregel: U C C offen, ¢ € U und f : U — C meromorph. Dann gilt:

f besitzt in ¢ eine hebbare Singularitit = Res.(f) =0

Betrachte U := C, ¢ := 0 und f : C — C mit f(z) := % ist meromorph auf U (denn mit der
Polstellenmenge V' := {1,2_i + iQ_%, D i2_i, 97— i2_i, 271 — i2_i} von f gilt: f: U\V — C
ist holomorph in U\V, V ist diskret in U und f besitzt in jedem Punkt von V einen Pol). Da f im Punkt
¢ =0 € U\V holomorph ist und dort somit keinen Pol besitzt, gilt nach der Rechenregel:

2,3
e (<1><+z>> !

2. MOGLICHKEIT: (Laurententwicklung, Laurentreihe).
1. Schritt: (Partialbruchzerleqgung, PBZ)

1 A B C
- .
I

C-DE+2) G- (- (>
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Die Losung dieser Partialbruchzerlegung

Ll

33
B:%-([l—\/i—2ﬂ+z’[1+x/§+2ﬂ)
=2 ([ va-oi] +i1 s vE-2i))
D=2 ([ vased] +i[1 s vE+2d))
E:—ii-([1—J§+23}+z’[1+xf—23})

Der Ubersichtlichkeithalber verwenden wir im folgenden Verlauf weiterhin die Bezeichnungen A, B, C, D, E.
2. Schritt: (Laurentreihenentwicklung in R a5 (0))

Fir den Term ﬁ erhalten wir aus der geometrischen Reihe

A _1 1 B _100 ln_ —100 _n_oo _n_l_—oo .
(2—1)_z 1_(i)—Az nz%(z) = Az TLXZ:OZ —nZ::OAz —ZAZ

n=-—1

Dabei liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in R 45 +(0) verborgen, denn es gilt:

1
H<1<:>1<|z|
z

Die restlichen vier Terme lassen sich gleichermafien berechnen. Exemplarisch fithren wir dies fiir den Term

(Z— (2_f+12—i)) durch.

5 B
z

(- (277 +i277))

| =

o] _1 L1\ 7N
| _pty (2T
1— <2‘+Zz2‘i> = p
- —_ —
S p(teat) o S ety
n=0 —

Dabei liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in R 45 (0) verborgen, denn es gilt:

42,00
<1 = Va=/2s =2 714277 = ]2—i 4o d

Insgesamt erhalten wir die folgende Laurentreihe um 0

L1

271 44271

— < 2|
z

1 o

FEErT ng_:l {A+B (275 +i27%)

Yro(crr et
D (27% - Z‘zii)fnfl T E <_2*i B izi)nl} 2" VzeRy; (0)

Multiplizieren wir diese mit dem noch fehlenden Term 23

die gesuchte Laurentreihe um 0

, so erhalten wir (nach einer Indexverschiebung)

3 —00

(z—l)z(z4+2) :Z {A+B<2_

n=2
D (2_i - Z'Q_i)_n+2 +E (—2—% - ig—i)‘”“

L1\ —n+2
12 4)

N
+
§j
Q

R
)

e
+

2" Vze€ Rz (0)




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 12 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

Das Residuum erhalten wir jetzt direkt aus a_;

3

ResO( )Za—l = A+B(275 +z’2*i)3+c(—2*% +i27%)

1
(z—1)(z*+2)
3 3
+D (275 —i27i) 4+ B (-271 —i271) =0
3. MOGLICHKEIT: (Cauchysche Integralsatz fiir (Kreisscheiben)).

Betrachte U := B,(0) offen mit p < 1 beliebig klein (insbesondere p < 1) und f : U — C mit f(z) :=
% holomorph auf U. Da 90B,(0) (also |z| = p) ein geschlossener Integrationsweg ist, gilt nach
dem Cauchyschen Integralsatz (fiir Kreisscheiben) (CIS):

23 (CIS)
feso (<_1><4+2)> -0

zu (3):
1. MOGLICHKEIT: (Rechenregeln).
Rechenregel: U C C offen, c € U, m € Nund f : U — C meromorph. Dann gilt:

1 m—1
f besitzt in ¢ einen Pol m-ter Ordnung = Res.(f) = iL}IIé =1 jzmil ((z

—o)™ - f(2))

Betrachte U :=C, c:=0€ U und f: U — C mit f(z) := 2—; ist meromorph auf U (denn: f: U\{c} — C
ist holomorph in U\{c}, {c} ist diskret in U und f besitzt in ¢ einen Pol). Da f in ¢ = 0 einen Pol
z—g-(z—())k‘ = oo fiir

k€{0,1,2} und z — & - (2 — 0)3 ist auf B1(0)\{0} beschrénkt), gilt nach der Rechenregel:

e _ 1 d31 5 € 1o, 1., 1
R680<ﬁ)—l%<3_1>!'dz31 (<Z‘0> 'Zs)—lli%zwe =g lime” =2

3. Ordnung besitzt (denn fiir die Umgebung B1(0) C U von ¢ = 0 gilt lim,_

2. MOGLICHKEIT: (Laurententwicklung, Laurentreihe).
Aus der Darstellung der Exponentialreihe erhalten wir direkt die Laurentreihe

e* 3 i 1 i 1 3 i 1
— =2 —2" = — 2" = —2"
23 — n! = n! S (n+3)!

Das Residuum erhalten wir jetzt direkt aus a_;

e? 1
R —_— = 1 = —
€S0 ( 23 ) a_q 9

3. MOGLICHKEIT: (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel fiir (Kreisscheiben)).

Betrachte U := C, f : U — Cmit f(z) := e* holomorph auf C,c:=0 € U, B := B,(0) :=={z € C | |z] < p}
offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ = 0 und Radius p > 0 beliebig klein, B C U, ( := 0 € B und
n := 2 € N. Dann folgt aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel (fir Kreisscheiben) (CIF):

e? 1 e? 1 e’ (cr) 1 2mi 0 1
0 <z3) 21 J|z)=p 23 T om aB,(0) 2> i 2mi 2! N 2
=f()(0)

zu (4):
1. MOGLICHKEIT: (Rechenregeln).
Rechenregel: U C C offen, c € U, m € Nund f : U — C meromorph. Dann gilt:

1 dm—l
f besitzt in ¢ einen Pol m-ter Ordnung = Res.(f) = LLH% (m = 1)1 el

((z =)™ f(2))

Betrachte U :=C,c:=0€ U und f : U — Cmit f(z) := Si;lz ist meromorph auf U (denn: f : U\{c} — C

ist holomorph in U\{c}, {c} ist diskret in U und f besitzt in ¢ einen Pol). Da f in ¢ = 0 einen Pol 3.
6




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 12 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

Ordnung besitzt (denn fiir die Umgebung B1(0) C U von ¢ = 0 gilt lim, .o Sizn4"’ (2 — O)k’ = oo fir

k€ {0,1,2,3} und z — 52 . (2 — 0)% ist auf B1(0)\{0} beschrinkt), gilt nach der Rechenregel und der
Regel von L’Hospital (LH):

sin z . 1 a3t 3 sinz 1 d? [sinz
Reso< 24 )_2%(3—1)!'d2’3_1 ((2_0) A )_;%2'(122( z )

B 1 I —22%sinz — 2z cos z + 2sin 2
2 2—0 23
(H:R) 1 lim % (—z2 sin z — 2z cos z + 2sin z)
2 2—0 %23
- } lim —2cosz +4zsin z + 2% cos z
2 2—0 6

2. MOGLICHKEIT: (Laurententwicklung, Laurentreihe).
Aus der Darstellung der Sinusreihe erhalten wir direkt die Laurentreihe

sinz 4 i (=" S2ntl i (=1)" ,2n=3
24 = (2n+1)! —= (2n+1)!

Das Residuum erhalten wir jetzt direkt aus a_i1, wobei a_; den Koeffizient von 271 bezeichnet (d.h. fir
n=1):

sinz\) o=t
ReSO<Z )_a_l_(2-1+1)!_ 6

Bemerkung: Da a_3 # 0 (a_3 bezeichnet den Koefizienten von z72) und alle a_,, = 0 fiir n € N mit n > 3
(a—n bezeichnet den Koeffiziente von z7™), besitzt die Funktion 5% in 0 einen Pol 3. Ordnung.

3. MOGLICHKEIT: (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel fiir (Kreisscheiben)).

Betrachte U := C, f : U — C mit f(z) := sinz holomorph auf C, ¢ := 0 € U, B := B,(0) := {z € C |
|z| < p} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ = 0 und Radius p > 0 beliebig klein, B C U, ¢ := 0 € B
und n := 3 € N. Dann folgt aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel (fiir Kreisscheiben)

(CIF):

Resg <sinz) _ 1/ sinzdz _ L sinzdz (CIF) i 2mi (= cos(0)) = 1
z4 210 Jiz=p 24 2mi Jom,0) z* 2mi 3l e 6
=1®(0)
AUFGABE 46
Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in z = 1:
1
1) ————
(1) (2-1)(2+2)
1
2):
Losung:
zu (1):
1. MOGLICHKEIT: (Rechenregeln).
Rechenregel: U C C offen, ¢ € U und f : U — C meromorph. Dann gilt:
f besitzt in ¢ einen Pol 1. Ordnung = Res.(f) = ?Hﬁ(z —c)- f(2)
Betrachte U := C, ¢c:=1 € U und f : U — C mit f(z) := m ist meromorph auf U (denn:

= i
f:U\{=2,—-1,1} — C ist holomorph in U\{—2,—1,1}, {—2,—1,1} ist diskret in U und f besitzt in
7




Lésungen zur ,Funktionentheorie 1 Prof. Dr. Y. Kondratiev
Blatt 12 Universitit Bielefeld Dipl. Math. D. Otten

jedem Punkt der Menge {—2,—1,1} einen Pol). Da f in ¢ = 1 einen Pol 1. Ordnung besitzt, gilt nach der
Rechenregel:

1 . 1 ) 1 1
R hry) = EC Y e e e T M e a e

2. MOGLICHKEIT: (Laurententwicklung, Laurentreihe).
Die Funktion
1 1

M = D) " oD DE D)

besitzt in den Punkten —2, —1,1 drei Singularititen (Polstellen der 1. Ordung). Die Laurent-Entwicklung
wird in

R0,2(1)2{26C|0<‘Z—1‘<2}

durchgefiihrt.
1. Schritt: (Partialbruchzerlegung, PBZ)
Bemerke: Da wir eine Laurententwicklung um 1 vornehmen und die Laurentreihe Terme der Art (z —1)"

aufweist, werden wir den ﬁ bei der Partialbruchzerlegung nicht weiter berticksichtigen.

1 LA B (A+B):+(24+B)

CENCET R CE R CED) GC+1)(z+2)
Wir erhalten die zwei Bedingungen
(1)) A+B=0
(2): 24+ B =1
Da diese zwei Gleichungen die Losungen A = 1 und B = —1 besitzen, folgt die PBZ

1 . .
CiG Y GHD Gy CetMz-U

2. Schritt: (Laurentreihenentwicklung in Ro2(1))
1. Wir fithren zunéchst die Laurent-Entwicklung von m in Ry 2(1) durch. Man beachte dabei, dass
wir (da Rp2(1) den Mittelpunkt 1 besitzt) den Nenner geeignet erganzen, ehe wir die geometrische Reihe

anwenden:

1 1 1 1

1 1
(z+1) 2+4(:-1) 2 14&0 2 1_(_@)

:;i (_(2’;1))n _ i (2—711): (z—1)"

n=0

Dabei liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in Ry 2(1) verborgen, denn es gilt:

e

<l <= |z—-1| <2

Auf die selbe Weise erhalten wir:

1 1 1 1
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Auch in diesem Fall liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in Ry 2(1) verborgen,
denn es gilt:

e

<l <= |z—-1|<3

Damit erhalten wir zunéchst einmal

| 1 1 & () L (=)
CrDGE+2) (+1) (242 =2 G (D= )

= > (0" (e~ o) 1"

2. Die vollstdndige Laurentreihen-Entwicklung erhalten wir jetzt aus unseren bisherigen Resultaten, der

Multiplikation mit dem zunéachst vernachléssigtem Term ﬁ und einer Indexverschiebung durch

1 1 1 S nl 1 1 n
(22_1>(z+2):<z_1)'(z+1)(z+2):(z_1) 1'7;(_1) (2n+1‘3n+1)(2—1)

— S (-1 <2n1+1 - 37}“) (z — 1)

n=0
=S ey (A - L) o1 vee Ros()
) on+2  3n+2 0,2

Das Residuum erhalten wir jetzt direkt aus a_y, wobei a_; den Koeffizient von (2 —1)~! bezeichnet (d.h.
fir n =1):

e (G —prg) =0 (7 7) =6

3. MOGLICHKEIT: (Cauchysche Integralformel fiir (Kreisscheiben)).

Betrachte U := C, f : U — C mit f(z) := m holomorph auf C\{-2,—-1}, c:=1 € U, B :=
B,(1) := {z € C | |z — 1| < p} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ = 1 und Radius p > 0 beliebig
klein (insbesondere p < 2), B C U, ¢ := 1 € B. Dann folgt aus der Cauchyschen Integralformel (fiir

Kreisscheiben) (CIF):

1 1 1 1 G (z+2)
— )= dz = — RCARVCREP)
Resl<<z2—1><z+2>> 2m/z1|=p<z—1><z+1><z+2> . 2m'/z1|:p -1 ©

1
1 1) (z12) , (CIF) 1 ) 1 1
= — 7d e . 2 S
omi /E)Bp(l) GC-1) 7 2 Ty +2) 6
S G
—f(1)

zu (2):
1. MOGLICHKEIT: (Rechenregeln).
Rechenregel: U C C offen, ¢ € U und f : U — C meromorph. Dann gilt:

f besitzt in ¢ einen Pol 1. Ordnung = Res.(f) = limc(z —c)- f(2)

Betrachte U := C, c:= 1€ U und f : U — C mit f(2) :== =5 (n € N) ist meromorph auf U (denn:
.27 - 277G

f:U\{e» |j=0,...,n—1} — Cist holomorph in U\{ej% |j=0,....,n=1}{e™» |j=0,...,n—1}
ist diskret in U und f besitzt in 1 (also fiir j = 0) einen Pol). Da f in ¢ = 1 einen Pol 1. Ordnung besitzt,
gilt nach der Rechenregel:

ReS1< )zlim(z—l)‘ ! :hmézl

z—1 (Z _ 1) . Zz;é 2k z—1 ZZ:(% 2k n
9
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2. MOGLICHKEIT: (Laurententwicklung, Laurentreihe).
Wiéhle n € N beliebig, aber fest. Die Funktion

1 1
f(Z) = n 1 = n—1
2= j=0 (Z - Z])
besitzt in den Punkten z; := ¢’ o jeweils Singularitéten (Polstellen der 1. Ordung). Definiere R :=

R(n) :=min{|l — z;| | j =1,...,n—1} und wihle 0 < p < R beliebig, aber fest. Die Laurent-Entwicklung
wird in

Ry, (1) ={z€C|0<|z—-1| <p}

durchgefiihrt.

1. Schritt: (Partialbruchzerlegung, PBZ)

Fiir die Laurententwicklung betrachten wir die erneut die n-ten Einheitswurzeln z; := %5 it J € Npg und
Jj =0,...,n—1. Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung erhalten wir Koeffizienten A; € C fiir j =0,...,n—1
mit

1 1 1 1 —
f(Z):Zn_l = n—l(z_ = " Tn—1 ;

§=0 zj)  (2=20) II}5 (2 — %)

Z—ZJ

Die Berechnung der A;’s fiir ein allgemein vorgegebenes n € N sei Aufgabe des aufmerksamen Lesers. Es

sei lediglich darauf hingewiesen, dass Ag = % stets erfiillt ist.

2. Schritt: (Laurentreihenentwicklung in Ry (1))

Wir bestimmen zunéchst fiir jeden dieser Summanden die Laurentreihe. Fiir j = 0 ist (wegen zo = 1) die
ngo = Ag(z — 1)~ ! gegeben. Fiir j = 1,...,n— 1 erhalten wir

aus der geometrischen Reihe (GR)
A; A; Y 1 A; 1

2—zp (L—z)+(z-1) _(1—2j)'1+((fjjj)) C(1-z) 1—(—@)

Aj © z—1 F A]’ © _
((2{)(1 —2j) kzo <_ ((1 —zj)) T (I—z) ',;)(_1)16(1 —m) e
ZA FA—z) ™ e-1F VijeNmitj=1,...,n—1

Dabei liegt die Begriindung der Anwendung der geometrischen Reihe in Ry ,(1) verborgen, denn es gilt:

(-1 — 2_2c05<j2”> Vi=1,...,n—1
(1*23‘) n

Die vollstandige Laurentreihen-Entwicklung erhalten wir jetzt aus unseren bisherigen Resultaten durch:

<l < |Z—1|<|1—Zj‘:‘1—€j%

1 1 n—1 A n—1 oo 1 .
f(z) = — = J (z—1)" Aj(—1D)P1 = z) "z 1)
2 —1 Z_Zszlz_ZJ ;1;) J
co n—1 oo n—1
=3 Y A 1) ) = 3N A () (L - )RR - 1)
k=0 j=1 k=—1j=1
00 n—1
= > (MY A -z e - )
k=-1 j=1
=:ay

Das Residuum erhalten wir jetzt direkt aus a_1, wobei a_; den Koeffizienten von (z — 1)*1 bezeichnet.

1 1
= _ :A = —
R681 <z”—1) a_q 0 n

10
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3. MOGLICHKEIT: (Cauchysche Integralformel fiir (Kreisscheiben)).
Betrachte U := C, f : U — C mit f(2) := —sr— holomorph auf C, c:=1€ U, B := B,(1) := {z € C|

> o 2
|z — 1] < p} offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ = 1 und Radius p > 0 beliebig klein mit

(o)) (= (5

B C U, (¢:=1¢€ B. Dann folgt aus der Cauchyschen Integralformel (fiir Kreisscheiben) (CIF):

27

p<‘1—67

1 1 1 1 1
Resl( n ):' =5 =1k
2n— 1 270 J|p—1|=p 2" — 1 210 Jjz—1)=p (2 = 1) Zk:o Z
_ 1 ——
o e [ Het i o
21 Jjs—1)=p (2 — 1) 2mi Jop,1) (2 —1) 2mi Yok on
—_

=4

AUFGABE 47
Berechnen Sie die folgenden Integrale (mit Hilfe des Residuensatzes):

1
1): —dz
(2): e()dz
|z|=2
Losung:
Erinnerung:

Residuensatz: U C C offen, § nullhomologer Integrationsweg (d.h. [ geschlossener Integrationsweg,
Sp(B) € U und int(B) C U), A C U diskret in U (d.h. A besitzt keine Haufungspunkte in U) und
ANSp(B) =0, f:U\A — C holomorph. Dann gilt:

(1): M := Anint(F) besteht aus endlich vielen Punkten
(2): / f(z)dz = 2mi - Z Indg(c) - Resc(f)
B

ceM

Rechenregel 1: U C C offen, c € U, m € Nund f : U — C meromorph. Dann gilt:

1 dm—l
f besitzt in ¢ einen Pol m-ter Ordnung = Res.(f) = lim =1 dem (z=0o)™- f(2))

zu (1): Betrachte U := C offen. Fiir den Integrationsweg

1,
B := 0By (i) : [0,27] — C mit B(t) =i+ ;e
- dieser ist gleichbedeutend mit |2 —i| = 3 - gilt offenbar, dass 3 geschlossen ist (denn: 3(0) = B(27) =
3 41), Sp(8) C U (denn: Sp(B) = {2 € C ||z —i| =4} C C) und int(B) C U (denn: int(8) = {z € C |
|z —i| < 3} C C). Betrachte die Menge A := {—1,1,—i,i} aller Polstellen der Funktion

1 1

fe)=4—= (z—1D(z+1)(z—i)(z+1)

Offenbar gilt, dass A diskret in U ist (denn: Jede endliche Menge ist diskret) und die Bedingung A N
Sp(8) = 0 erfiill ist (denn: {—1,1,—i,i} N{z € C | |z —i] = 1} = (). Desweiteren ist die Funktion
f:C\{-1,1,—4,i} — C mit f(z) := 24%1 holomorph auf C\{—1,1, —4,i} (bzw. f : C — C meromorph

11
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auf C). Der Residuensatz liefert uns zunéchst, dass die Menge M := ANint(/) aus endlich vielen Punkten
besteht (denn: M := {—1,1,—i,i} N{z € C | |z —i| < 3} = {i}) und weiter folgt aus ihm

1 ; ) 1 g . T
y({?Bl(i) A1 dz = 271 - IndaB%(i)(z) - Res; (24_1> = 2777 - 1 IndaB%(i)(l) c 7§Z
’ ——

€L

Hierbei erhalten wir den Wert des Residuums aus der obigen Rechenregel 1. Der Vollstandigkeit (und zur
Ubung) berechnen wir alle 4 Residuen von f: Da f in den Punkten —1,1, —i, i jeweils Pole erster Ordnung
besitzt gilt nach der obigen Rechenregel mit m =1

1 1 1 11 1
Res_y (——— ) = 1i ) = i L _ 1
o 1(24—1> Jm G Gy = e e s - 2 12 i
1 | 1 111
R — lim(z — 1) - — 1 _or 1
esl<z4—1> -0 =M e sy 2 12 1
1 1 1 11 1
Res_; [ | = li Vo= i _ ot
o Z<z4—1) G+ = e ey - 2 2 & 1
1 1 1 11 1 i
Res; (——— ) = lim(z — i) - — i S
i (241> (= =0 T = e e hes) 2% 2 %1

zu (2): Betrachte U := C offen. Fur den Integrationsweg

B := dB5(0) : [0,27] — C mit B(t) := 2e"

- dieser ist gleichbedeutend mit |z| = 2 - gilt offenbar, dass [ geschlossen ist (denn: §(0) = (27) = 2),
Sp(B) C U (denn: Sp(B) = {2z € C||z| =2} C C) und int(B) C U (denn: int(8) = {z € C | |2| < 2} C C).
Betrachte die Menge A := {0}, die die einzige Singularitit der Funktion

f() = ()

enthélt. Offenbar gilt, dass A diskret in U ist (denn: Jede endliche Menge ist diskret) und die Bedingung
ANSp(B) =0 erfiillt ist (denn: {0} N{z € C | |z| = 2} = (}). Desweiteren ist die Funktion f: C\{0} — C
mit f(z) = o) holomorph auf C\{0} (bzw. f : C — C meromorph auf C). Der Residuensatz liefert uns
zunéchst, dass die Menge M := A Nint(5) aus endlich vielen Punkten besteht (denn: M := {0} N {z €
C | |#| <2} ={0}) und weiter folgt aus ihm

?{ e(2) dz = omi - Indsp,(0)(0) - Reso (e(;?)> = 27i -0 - Indgp,0)(0) =0
0B2(0) —_———

€L

1
Hierbei erhalten wir den Wert des Residuums wie folgt: Zunéchst besitzt die Funktion 6(72) in 0 weder
einen Pol noch eine hebbare Singularitét, sondern eine wesentliche Singularitéit, da fiir die zugehorige
Laurentreihe um 0

0 0 1 1\"™ e’} 1 L —00 1 )
e(ﬂ):Zn'(ZQ) :ZEZ n:zmzn
n=0 n=0 n=0

=:a2n

fiir unendlich viele n € Z mit n < 0 die Bedingung a,, # 0 erfiillt ist. Damit erhalten wir das Residuum
aus a—q

Resg <e(z12)> =a_1=0
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