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Aufgaben zum Thema: Gewdhnliche Differentialgleichungen mit Comsol Multiphysics

Aufgabe 1 (Senkrechter Wurf und freier Fall eines Képers - ohne Luftwiderstand).
Beschreibung des Problems: Wir betrachten einen Korper der Masse m, der im Gravi-
tationsfeld der Erde zur Abwurfszeit ¢, senkrecht aus einer Abwurfhohe vy und mit der Ab-
wurfgeschwindigkeit vy nach oben geworfen wird. Dabei wird die Hohe des Korpers von der
Erdoberfliche aus gemessen. Bei dem Wurf vernachléssigen wir den Strémungswiderstand der
Atmosphére (Luftwiderstand) und betrachten die Erde als Kugel mit Radius R > 0. Wei-
ter bezeichne g die Erdbeschleunigung, u(t) die Hohe, v(t) die Geschwindigkeit und a(t) die
Beschleunigung des Korpers zur Zeit ¢t. Seien m, ug, vy und g gegeben, so moéchten wir den
Zeitpunkt fgouna bestimmen, an dem der Korper wieder die Erdoberfliche beriihrt, d. h. tground
mit u(tground) = 0.

Mathematische Modellierung: Die Bewegung des Korpers wird durch das 2. Newtonsche
Gesetz (Bewegungsgesetz)

Kraft = Masse - Beschleunigung

F=m-a (1)
beschrieben. Die Kraft F' wird durch das Newtonsche Gravitationsgesetz
me -m
F=-G— 2
(ult) + R 2
festgelegt, wobei G ~ 6.67384 (80) - 10711 k‘;; die Gravitationskonstante, mg ~ 5.974 - 10** kg

die Masse der Erde und R ~ 6.371 - 10° m den Erdradius bezeichnet. Definieren wir die Erdbe-
schleunigung

G -mg m
so liefern (1) und (2) (wegen u”(t) = a(t)) die Anfangswertaufgabe
R2
) = T uty) = '(to) = vo. 3
u ( ) (u(t) _'_R>27 u( 0) Ug, U ( 0) Yo ( )

Aufgaben:

e Verwenden Sie Comsol Multiphysics und implementieren Sie mit Hilfe des Thnen zur
Verfiigung gestellten Handouts den senkrechten Wurf (3) fiir die Daten
m 7 m
g=10—, R=10"m, t =0s, w=0m, vo=10—.
s s
e 7u welchem Zeitpunkt t,.. erreicht der Korper seine maximale Hohe u,,.,? Wie lautet

die maximale Hohe .y ? Zu welchem Zeitpunkt ¢g0ung beriihrt der Kérper wieder dier
Erdoberflache?

e Begriinden Sie Ihre Beobachtungen und beschreiben Sie den Verlauf der Wurfparabel aus
physikalischer Sicht.



Aufgabe 2 (Fallschirmsprung).

Beschreibung des Problems: Wir betrachten einen Fallschirmspringer der Masse m, der aus
einer Absprunghche hy aus dem Flugzeug springt. Dabei wird die Hohe von der Erdoberfliche
aus gemessen. In der Hohe h; offnet der Springer seinen Fallschirm, wobei die Oberflache
des Fallschirms bei Apg und die des Fallschirmspringers bei Ag liegt. Dabei berticksichtigen
wir sowohl die Gravitationskraft als auch den Luftwiderstand. Beziiglich des Luftwiderstandes
nehmen wir die Luftdichte p;, als konstant an und betrachten den Luftwiderstandsbeiwert cyy,
der fiir den Springer und fiir den Fallschirm gleich angenommen wird. Weiter bezeichne g die
Erdbeschleunigung, u(t) die Hohe, v(t) die Geschwindigkeit und a(t) die Beschleunigung des
Springers zur Zeit t. Seien m, hg, hi, Ars, As, pr, cw und g gegeben, so moéchten wir den
Zeitpunkt tgouna bestimmen, an dem der Fallschirmspringer die Erdoberflache beriihrt.
Mathematische Modellierung: Die Bewegung des Korpers wird durch das 2. Newtonsche
Gesetz (Bewegungsgesetz)

Kraft = Masse - Beschleunigung
F=m-a (4)

beschrieben. Die Gesamtkraft F' setzt sich hierbei aus der Gravitationskraft Fi; = mg und dem
entgegengesetzt wirkenden Luftwiderstand Fy, = %chLAUZ zusammen

CWpLA
2

F=—-Fg+ Fy=—-mg+ v?, (5)
wobei A = Ag fur u(t) < hy (Oberflache bei geschlossenem Fallschirm) und A = Apg fiir
u(t) = hy (Oberflache bei gedffnetem Fallschirm). Einsetzen von (5) in (4) liefert nach Division
durch m (und wegen a(t) = u”(t), v(t) = v'(t)) die Anfangswertaufgabe

u'(t) = —g + CWQ%A W(®), w(0)=hy, u'(0)=0. (6)

Aufgaben:

e Verwenden Sie Comsol Multiphysics und implementieren Sie den Fallschirmsprung (6) fiir
die Daten

ho =3000m, h;=1500m, Ag=0.5m? Apg=30m? m =85kg,

ew =13, pr=12 k—gg, g=9812.
m S
Losen Sie dabei die Anfangswertaufgabe im Zeitintervall I = [0,300]. Nutzen Sie dazu
das BDF-Verfahren der Ordnung 2 und die maximale zeitlische Schrittweite At = 0.1.
Erzeugen Sie jeweils einen Plot fiir die Hohe u(t), die Geschwindigkeit v(¢) und die Be-
schleunigung a(t) des Fallschirmspringers.

e Nach welcher Fallzeit erreicht der Springer (bei geschlossenem Schirm, d. h. A = Ag) eine
nahezu konstante Geschwindigkeit? In welcher Hohe befindet er sich zu diesem Zeitpunkt?
Wie lautet die maximale Geschwindigkeit, die der Springer wihrend des Fallens erreicht?

e Begriinden Sie Thre Beobachtungen und beschreiben Sie den Verlauf der Geschwindigkeits-
und Hohenverlauf aus physikalischer Sicht.



