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Aufgabe 7: (Berechnung von Interpolationspolynomen)
Berechnen Sie von Hand das Interpolationspolynom p, das durch die Punkte

(—4,-1), (=2,1), (0,10), (2,9)
verlduft |
(a) unter Verwendung der Lagrangeschen Basispolynome,
(b) in der Newtonschen Darstellung. |

Uberfithren Sie das resultierende Polynom p jeweils in die Monomdarstellung
p(t) = _ait'.

(6 Punkte)

Aufgabe 8: (Programmieraufgabe, dividierte Differenzen, Horner-artiges Schema)

2 (a) Werten Sie mit dem Newton-Schema der dividierten Differenzen das Inter-

polationspolynom p zu den Daten (¢;,s;), ¢ = 0,...,m aus, wobei die Daten
s; = f(t;) durch Auswertung von f(t) = exp (—¢2) entstehen. Verwenden Sie
zunéchst die m + 1 = 20 Stiitzstellen
ti:a+—@:—az-i, i=10,...,m
m - .
mit a = -2, b = 2 und berechnen Sie den Fehler |f(r;) — p(;)| an Zwischen-
punkten '

t-a) (-0

<, 2=0,...,m—1,
2m m

T, =a+

Zeichnen Sie die Graphen von f und p sowie den Fehler |f — p| in éin Dia-
gramm. '



(1) Bestimmen Sie in einer zweiten Rechnung fur m+1=2,.:.,100 Stiutzstellen
speziell das m, fiir das der Fehler

(b—a),

em = max{ [f(¢) — pm(G)| : 1= .,2000} mit (i=ad ot 5001

minimal wird. Hierbei bezeichnet p,, das Interpolationspolynom zu den m + 1-
Datenpaaren (t;,s;) fiir i = 0,...,m. Zeichnen Sie die Fehler logarithmisch in
Abhéngigkeit von m. Hinweis: semilogy. Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse.

(b) Verfahren Sie ebenso mit der Funktion f(¢) = ——s—‘iﬁf‘ﬂ mit m + 1 = 20 &quidi-
stanten Stiitzstellen sowie ¢ = ~47 und b = 4, mdem Sie f, pund |f — p| in
ein Diagramm zeichnen.

Bestimmen Sie in einer weiteren Rechnung fir m + 1 = 2,...,100 Sttitzstel-
len speziell das m, fiir das der Fehler e,, minimal wird und zeichnen Sie die
Fehler logarithmisch in Abhang:gkem von m. Interpretieren Sie auch diese
Ergebnisse.

Hinweis: Ihrer Ergebnisse kénnen Sie mit Hilfe der GUI: Interpolation tiberpriifen,
die in den NUMLAB-GUIs enthalten ist.
; (6 Punkte)

Aufgabe 9: (Polynominterpolation, Newtonsche Darstellung)

\3) (a) Zeigen Sie, dass es zu den vorgegebenen Stiitzstellen to < t1 < .. < tp, und
den vorgegebenen Werten s, € R, ¢ = 0,...,m genau ein Polynom p vom
Grad < 2m + 1 gibt mit

p(t;) =8, P(ti)=m (1=0,...,m). (1)
Hinweis: Man iiberlege sich, dass es gentiigt, aus (1) mit s;, =, = 0 (¢ =
0,...,m) und p € Py, Wie bei der gewohnlichen Polynommterpolatlon p=0
zZu folgern
12\ (b) Geben Sie im Fall m = 1 die Newtonsche Darstellung
p(t) = ap + a1 (t — to) + aa(t — t0)* + as(t — to)*(t — 1)
dieses Polynoms explizit an.

(6 Punkté)
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functlon aufgabeOS Au";GAQG 8:

8: (Programmieraufgabe, Newtonsche Darstellung und dividierte

% L »r@nzen)

% I

% 1. Vorbez:atuw en:

x1l=-2; % xl=linke Intervallgrenze

Xr=2; % xr=rechte Intervallgrenze

m=19; % m+l=Anzahl der Stuetzstellen, m=Anzahl der Teilintervalle

% 2. Berechnung der enzen

t=x1l:(xr-x1 )/m:xr; 14

s=f1(t); uswertungen an den Stuetzstellen,

on aus Teil (a) (siehe unten)

a=div_diff(s,t); Dividierte Differenzen Funktion (siehe

%.un¥en, vgl. Skript: Seite 37)

% 3. Berechnung des Fehlers |£f(t)-p(t) |
tau=xl+(xr-x1)/(2*m) : (xr-x1) /m:xXr; % Zwischenstellen
fehler = zeros(size(tau));
for i=1l:length(tau)

fehler (i)=abs(p(tau(i),t,a)-£fl(tau(i)));

end
format long
disp(’tau Fehler’);

disp([tau’, fehler’])

disp(’');

% 4. Zeichnung der Graphen.f, p sowie des Fehlers |f-p|
figure

fplot (@(x) £1(x),[xl x£],"b");

hold on

fplot(@(x) p(x,t,a),[xl xrl,'z');

plot (tau, fehler,’'ag’);

hold off

.title (' Interpolationspolynom zu £(t) = exp(-t*2)’);
legend("£(t)’, 'p(t)", "1E(E)-g(t)|");

xlabel (%)

ylabel ("vy")

m, sodass |f-p|_ 2%p3 minimal wird
' erlaubte Anzahl an Teilinter-
iterMAX+1l=Max. erlaubte

lterMAX 99

fehlerMIN=zeros (iterMAX-1,1)

for k 2:iterMAX

=

der Teilintervalle

rtungen an den Stuetzstellen,
(a) (siehe unten)
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ca=div_diff(s,t); $ div_diff=Dividierte Differenzen Funktion (siehe
) unten, vgl.~Skript: Seite 37)

% Berechnung des Fehlers f£(t)-p(t)

taul2=xl+(xr-xl1)/2001: (xr-x1)/k:xr;

fehler = zeros(size(tau2));

for 1=1:length(tau2)

fehler (l)=abs (p(tau2 (1l),t,a)-£f1l(tau2(l)));

oe

end
fehlerMIN (k-1)=max (fehler(:));
end '
figure )
semilogy (3:iterMAX+1, fehlerMIN, 'b’); :
title('Fehler der Interpolationspolynome zu f(t) = exp(-t~2)"); .
xlabel (' Anzahl der Stuetzstellen’); .
ylabel (‘Max. Fehler |f(t)-p_nm(t)| an den Zwischenstellen tau_i’);
[ValueMIN, mMIN]=min (fehlerMIN) ; :
[ValueMAX, mMAX]=max (fehlerMIN) ;
disp(['Minimaler Fehler ’,num2str(ValueMIN),’ bei ’...
;num2str (mMIN+2),’ Stuetzstellen.’]);
disp([’Maximaler Fehler ’',num2str(ValueMAX),’ bei
;num2str (MMAX+2),’ Stuetzstellen.’]);

a°

| Aufgabenteil (b) |

i@

¢

R N gy WUV

lear all;
1. Vorbereitungen:

200

x1=—4%*pi; % xl=linke Intervallgrenze
xr=4*pi; % xr=rechte Intervallgrenze
m=19; % mt+l=Anzahl der Stuetzstellen, m=Anzahl der Teilintervalle

o

% 2. Berechnung der dividierten Differenzen
t=x1: (xr-x1)/m:xr; t=Stuetzstel

o

s=£2(t); % s=Funktionsauswertungen an den Stuetzstellen,
% £2 Funktion aus Teil (b)) (siehe unten)
a=div_diff (s,t); % div_diff=Dividierte Differenzen Funktion (siehe

o°

unten, vgl. Skript: Seite 37)
% 3. Berechnung des Fehlers |[f(t)-p(t)|
tav=xl+(xr-x1)/(2*m) : (xr~-xl)/m:xr; % Zwischenstellen
fehler = zeros(size(tau));
for i=1l:length (tau)

. fehler (i)=abs(p(tau(i),t,a)~f2(tau(i)));

‘end
format long
disp(’tau Fehler’);

~disp([tau’, fehler’]);
disp (') ;

% 4. Zeichnung der Graphen £, p sowie des Fehlers |f-pi
figure ‘

fplot (@ (x) f2(x), [xl xr],’'b’);

hold on

frlot (B (x) p(x,t,a), [xl xr]l, ' =');

plot (tau, fehler, "g’);
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of

iterMAX=99;

fehlerMIN=zeros (iterMAX-1,1);

for k=2:iterMAX

o
%

t=x1:(xr-x1)/k:xr;
s=£2(t);

a=div_diff(s,t);

taul2=xl+{(xr-x1)/2001:xxr;

fehler = gzeros(size(taul));

for l=1l:length(tau2)

fehler (1)=abs (p(tau2(l),t,a)-f2(tau2(l)));

end

fehlerMIN (k~1)=max (fehler (:));
end '
figure
semilogy (3: 1terMAX+1 fehlerMI ,‘“’),
title (‘Fehler s 1
xlabel ('
yvlabel (/ 4 | -
[ValueMIN, mMIN]~m1n(fehlerMIN)
[ValueMAX, mMAX]*max(fehlerMIN),

disp ([’ vimaler ,num2str (ValueMIN),’ bei ...
,num25tr(mMIN+2) stellen.’”1);
dlsp([’ Max i

bs 5 ,numZStr(ValueMAX), el ...
,nusttr(mMAX+2) ?

y = t."2.%sin(4. *t) /10;
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Q

% Dividierte Differenzen:
function a=div_diff(s,t)
m=length(s);
d=zeros (m,m) ; % Matri
d(:,1)=s; - %
for j4=2:m
for i=j:m :
d(i, j)=(d(i, j-1)~d(i-1,3-1)) /(£ (1) -t (i-3+1));
end B ‘ .
‘end '
a=diag(d);
end

vidierten Differenzen
isierung der dividierten Differenzen

QL
O]
ol

Q

|._l

¢

% Hornerartiges Schema (zur Auswertuné des Interpolationspolynoms p):
function y = p(x,t,a)‘

m = length(a)-1;

b = zeros(size(a)); ;

b(m+l) = a(m+l); % Initialisierung

for j=m:-1:1 ‘

b(3) = b(3+1)*(x-t(3)) + a(j);

end .
y = b(1);
end

end
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4/29/10 11:26 AM untitled ‘1 of 1
tau Fehler
-1.900000000000000 0.000013797812699
=1.700000000000000 0.000001267337998
-1.500000000000000 0.000000191434778
-~1.300000000000000 0.000000040445662
-1.100000000000000 0.000000011008634
~-0.900000000000000 0.000000003658409
-0.700000000000000 0.000000001419349
~0.500000000000000 0.000000000609851
-0.300000000000000 0.000000000262302
-0.100000000000000 0.000000000074154
0.100000000000000 0.000000000074154
0.300000000000000 0.000000000262302
- 0.500000000000000 0.000000000609851
0.700000000000000 0.000000001419349
0.900000000000000 0.000000003658407
1.100000000000000 0.000000011008632
1.300000000000000 0.000000040445667
1.500000000000000 0.000000191434778
. 1.700000000000000 0.000001267337984
'1.900000000000000 0.000013797812710

Minimaler re
Maximaler ¥

| Ter das lnkrpolatiouspoynoms von Q(-\Q) = axp (- £) bt wmeA=20
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O e e T
9 Stuetzstellen.




Max. Fehler [f(t)—pm(t)[ an den Zwischenstellen tau.
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Avb.3
Interpolationspolynom zu f(1) = 1/10*Zsin(4t)
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tau Fehler
-11.938052083641214 14.812330871354728
~10.681415022205297 22.122453849969155
—9.424777960769379 6.280610598090421
- -8.168140899333462 7.388950454758247
-6.911503837897545 7.064038462296383
~5.654866776461628 0.969622357326706
-4,398229715025710 1.537149439218562
-3.141592653589793 0.697886784420162
-1.884955592153876 0.013015404653227
-0.628318530717959 0.005281996335358
0.628318530717959 0.005281996335013
1.884955592153876 0.013015404653446
3.141592653589793 0.697886784420452
4,398229715025710 1.537149439221579
5.654866776461628 0.969622357319367
6.911503837897545 7.064038462285232
8.168140899333462 7.388950454741760
9.424777960769379 6.280610598130923
10.681415022205297 22.122453850039818
11.938052083641214 14.812330871463757
Minimaler ¥ e bei 5 Stuetzstellen.
Maximaler Fehler 87668498 86.26 bei 95 Btuetzstellen.

F\er d8 \\A‘«x\%\wku\ms ?o\nv\ow\.s Vow Q M= 71,36' 4% 8in \lt-{- ) bl waxA =20
QW &6"’0*&"04 S*U\'\{S’&“W MQ [" L\"(T\"\‘T('] oan A Qm}@c\qmtgk\m ti



Max. Fehler lf(t)—pm(t)| an den Zwischenstellen tau,

Abb. L

Fehler der Interpolationspolynome zu (1) = 1/1O*t2*sin(4t)
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