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Aufgabe 10: (Eigenschaften von Bézier-Kurven)
Sei b(-, by, ..., bx) : [a,b] — R"™ die durch die k£ + 1 Punkte by,...,b, € R™ gegebene
Bézier-Kurve. Zeigen Sie:

(z: (a) Affine Invarianz: Ist F': R* — R" eine affin lineare Abbildung, so ist

F(O(,b0,ba, ., b)) = b, Fbo), F(ba), - ., F(by)).

‘< (b) Bézier-Kurve liegt in der konvexen Hiille der Kontrollpunkte: Es gilt
b(-, bo, by, ..., bx) C colbg, by, ..., by),
wobei co (b, 61, ..., b) die konvexe Hiille der Punkte by, b1, .. ., b; bezeichnet.
| (2) (c) Fiir u,v é R™ sei die affin lineare Abbildung F : R — R" definiert durch
F(t):=u+tv, teR.

" Begriinden Sie allein mit den Ihnen bekannten Eigenschaften von Bézier-
Kurven (ohne Berechnung durch den de Casteljau-Algorithmus und ohne Ver-
wendung der Darstellung mit Bernsteinpolynomen) den Verlauf von

b('v bOa s 7bk)
fiir die speziellen Daten

wobei ty < tx und ¢; € (to, &) furi=1,...,k— 1.
(6 Punkte)



Aufgabe 11: (Konvergenzgeschwindigkeit der Bézier-Approximation)
Sei f : [0,1] — R" holderstetig zum Exponenten a € (0,1], d. h..

ECH = CH(Oé) >0 VSEl,.Tz S [0, 1] : |]f(x1) — f(xg)Hz < CH . |.’L‘1 — xgla 5

wobei ||-||, die euklidische Norm im R™ bezeichnet. Weiter sei b(-, f (o), .- -, f(t¢)) die
durch die k + 1 Punkte f(t),..., f(t) gegebene Bézier-Kurve, wobei die ¢; := ; fiir
i=0,...,k die dquidistanten Stiitzstellen des Intervalls [0, 1] bezeichnen.
Beweisen Sie die folgende Aussage:

Vae (0,113C=0C(a) >0VkeN:  [[£()=0(, f(to),- .., fte)lloy < C- k75,

wobei [|g]|g 1) == suPsepo,1) 19 ()], (6 Punkte)
| unkte

Aufgabe 12: (Programmieraufgabe, Bézier-Kurven, Bernsteinpolynome)
Betrachten Sie die Funktion _ ‘ —
(87rt ~ 47)? - sin (32nt)

10

f:00,]] =R mit f(t):=
und die Datenpaare
b; = (ti,si)T mit ¢ = ;% und si= f(t;) fur i= 0,...,m,
wobei‘m + 1 die Anzahl der dquidistanten Stiitzstellen des Intervalls [0, 1] bezeich-
net.

(a) Schreiben Sie ein Programm zur Approximation der Funktion f mit Hilfe von
. Bézier-Kurven, das die Darstellung der Bézier-Kurven mit Bernsteinpolyno-
men verwendet. '

(b) -Testen Sie Ihr Programm fiir die Parameterwerte m = 10, 100, 1000 und plot-
ten Sie f(t), b(t, bo, . .., bm) sowie den Fehler f(t) — b(¢, bo, . . ., by) fiir ¢ € [0, 1].

Hinweis: Vergleichen Sie Thre Resultate mit der NUMLAB-GUT: Approxzmatzon mit

: Bezzer-Kurven
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function éufgabelz
m=10; %

uetzstellen (Kontrollpunkte)

0,1000)

o

t=0:1/m:1; %
s=f(t); % f an den Stuetzstellen t
b=s; % punkte der Bezier-Kurve
k=m; % der Stuetzstellen (Kontrollpunkte)
eval=1000; % der Funktionsauswertungen beim plotten
BERECHNUNGEN
Berechnung des Pascalschen Dreiecks (fuer die Binomialkoeffizienten)

, 1) = (k ueber i)
weck: Laufzeiteffizienz
A=ones (m+1,m+1);
for i=3:m+1
for j=2:i-1
A(i, §)=A(i-1, 3-1) +A(i-1, 3);

A(k

P

J

end

lie Funktior

end
% Auswertungsstellen fuer
% Fehlers

x=0:1/ (eval-1) :1;

9]
]
-t
[oX
Q
w
0]
N
-
0]
]

r-Polynom und des

(@]

s | AUSGABEN

S0

figure

% Plot der Funktion £

plot (x,£(x), r’",
"LineWidth’,2);

hold on
% Plot der Funktion f ausgewertet an den Kontrollstellen
plot (t,£(t), o,
"LineWidth’, 3,
'MarkerEdgeColor’, '/,
"MarkerFaceColor’,’'r’);
% Plot der Bezier-Kurve
plot (x,bezier (k,0,x,b,A), b’ ,’ LineWidth’, 3);
title (' Bezier-Approximation durch Bernsteinpolynome’);
legend (' £ (t)=(8\pi t-4pi)~2sin(32\pi t)/107,...
"b_i=Kontrollpunkte’, ...
"b(t)=Bezier-Kurve’,...
*!Liocation’ ;' North’);
xlabel ("x’)
ylabel ("y’)
axis tight;
hold off

~e N

figure

plot (x, f (x) -bezier(k,0,x,b,A), ' b");

title('Fehler der Bezier—-Approximation durch Bernsteinpolynome’);
axis tight;
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ANHANG
Funktion f:
function y = £ (t)
y = (8*pi*t-4*pi) . 2.*sin(32*pi*t)./10;

o 0 o

oS0

end

% Bernstein-Polynom: (siehe Skript (4.2) in Abs. 4.1.5)

function y = bernstein(k,i,t,A) 3 ~i
y=A(k+1,i+1) *t . ~i.* (1-t) .~ (k-1); ?,'?(-k):- “?)"\'"\4“'?)‘7
% Zwel Alternativen: : “ft Uﬂ )°s‘$K
% 1. Moeglichkeit: Hier jedoch Vorsicht = Loy fowt
$y=(factorial(k))/ (factorial (i)*factorial(k—i))*t. 1.*(1-t) . " (k~1);
% funktioniert fuer grosse k {(d.h. etwa k>100) nicht mehr, da
% ki=NaN ergibt. .
% 2. Moeglichkeit: Zur Berechﬁung jedes Bernsteinpolynoms muss
% eine for-Schleife durchlaufen werden: '

$for J=l:i
5 y=y* (k+1-3)/7j;
Send

end

% Bezier-Kurve: (siehe Skript (4.7) in Abs. 4.1.6)
function y = bezier(r,i,t,b,A)

sum=0; . ‘

for j=0:r r - '
sum=sum+b (1+j+1) *bernstein(r, j,t,A); b{(‘\’) = Z_ b‘*s'gik*) ) T =0,.. K

end ' ' ' _ =° HEX N O3 ¢

y=sum;

end
end
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