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Aufgabe 15: (Numerische Integration, Newton-Cotes-Formeln)

(a) Wir wollen zunéchst eine allgemeine Quadraturformel entwickeln.

R

\¢)  Bestimmen Sie wg, w; € Rund ty,t; € (—1,1), to < t; S0, dass

Q(f) = wof (to) +wif(t1)

eine Quadraturformel darstellt, die Polynome vom Grad 3 exakt integriert,
also

1
Q) :/ f(O)dt fir f € Py,
-1
Zeigen Sie, dass mit dieser Formel Polynome vom Grad 4 im Allgemeinen

nicht exakt integriert werden.

(b) Sei nun speziell die Newton-Cotes-Formel zu m + 1 Stiitzstellen fiir j: f)at
gegeben durch

Qm(f) =hD ol f(t).
i==0

Zeigen Sie, dass

- die Koeffizienten symmetrisch sind, d. h. ¢/* = o7, fliri=0,...,m.

- Qu, fir geradzahlige m Polynome vom Grad m + 1 exakt integriert.

Stellt ¢ aus Aufgabenteil (a) eine Newton-Cotes-Formel dar?

(6 Punkte)



Aufgabe 16: (Programmieraufgabe, Adaptives Quadraturverfahren)

Das folgende Integral soll numerisch approximiert werden

(a)

2 | 5 25
[4f(t) dt, f(t) = —(t;; 137 008 (t2+ 1) +5.

Implementieren Sie dazu das adaptive Quadraturverfahren, dessen Pseudo-
code im Skript auf Seite 103 aufgefiihrt ist. Als Schitzung fiir das Integral
verwenden Sie W = 30. Als relative Genauigkeit wihlen Sie ¢ = 1072 bzw.
e = 1077. Messen Sie, mit Hilfe von tic, toc in MATLAB, die Zeit, die Ihr
Algorithmus benétigt.

Berechnen Sie eine Stammfunktion F von f und verwenden S1e F zur Ausga-

- be des Approximationsfehlers

(o)

Kommentieren Sie in den Teilen (a)-(c) Ihre Ergebnisse und Laufzeiten.

|F(2) - F(—4) - L],

wobei I, 'd_ie Approximation durch die adaptive Quadratur mit Genauigkeit ¢
bezeichnet. Geben Sie den numerischen Wert des Integrals /. aus.

Steigern Sie die Effizienz des zuvor implementierten Algdrithmus, indem Sie
fiir die lokalen Variablen ¢, f,i aus dem Pseudocode Speicher vorreservieren
(in MATLAB: ¢ = zeros(m), sinnvollerweise m > p). Wiederholen Sie die Be-
rechnung und Zeitmessung wie im Teil (a).

Verwenden Sie den in der Vorlesung vorgestellten rekursiven Algorithmus:

function (I) = integral (z,y)

< gu)
— “b-a

Simpson = S(z,y)
if (’ Tgw,y@—ﬁslimpson

|/ = simpson

else

|/ = integral(s, ) integral(*3,y)

Messen Sie auch hier die Zeit, die der Algorithmus benétigt.

(6 Punkte)



Aufgabe 17: (Numerische Integration, GauBsche Quadraturformeln)

Die GauBschen Quadraturformeln sind eine spezielle Version der interpolatori-
schen Quadraturformeln, bei denen die Stiitzstellen besonders geschickt gew#hlt
werden. Sie besitzen auf [-1, 1] die Form :

Qm(f) = ijf(f)j)a m 2 1,
j=1

wobei p; die Nullstellen des m~ten Legendre-Polynoms

ml d" .
e — — m >
L (1) Gm)l dim t=1" m=0

sind und die Gewichte w; wie tiblich gewihlt werden.
SATZ: Gaullsche Quadraturformeln integrieren Polynome sogar bis zum Grad
2m — 1 exakt, das heil}t es gilt

1

_ Vpe€Poni: Qm(p) = /_ p(t)dt.

1
~ Arbeiten Sie die folgende Beweisskizze des Satzes in allen Einzelheiten aus.
BEWEIS:

¢ (a) Mit Hilfe des Satzes von Rolle sieht man sofort, dass das m—te Legendre-
Polynom £, genau m paarweise verschiedene Nullstellen

P1r<p2<...<pm

in (—1,1) besitzt.

'} (b) Durch partielle Integration folgt, dass die Polynome Ly, ..., L., eine orthogo-
nale Basis von P, im folgenden Sinne bilden

1
/ Lo®)Li()dt =0 VO<k<i<m.
-1
(c) Offensichtlich ist

1
/ Lo f)dt =0,V f € Pri.
-1

0 (d) Ist nun p € Py, _1, so ldsst sich p trivialerweise schreiben als
p(t) = Lm(t) q(t) +7(1),
 wobei ¢ und r Polynome aus P,,_; sind.

(e) Mit dieser Darstellung von p folgt direkt die behauptete Gleichheit

1

Qu(p) = / p(t)dt.

1

(6 Punkte)
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5/20/10 4:07 PM /homes/dotten/Desktop/l6/aufgabel6.m Liof. 2

funccion aufganels Auzaate 46
' | (Homptluulbion)

£ =.8(t) —piAS*t/((t*2+l)“2)*cos(25/(t“2+1))+5;
@{t) pi*3/50*sin (25/ (£*2+1))+5%t;

|
I

a = —-4; %> linke 1

U R VAT B S IR ¢ el

b =2 %
W = 30; %

eps=10.7[-2,-7]; % g e re
fehler = Q(I) abs(F(b) - F(a) - I);

for i=1:2

tig;
[ausgabe (i,1), ts] = adapt_qguad(a,b,W,eps (i), f);
tocy;

(b) :

14
1

(mi Sp ervorres
tic;
ausgabe (i,2) = adapt_qguad_res(a,b,W,eps (i), £f);
ausgabe (1,5 toc;

yenteil (c): (rekursives adaptives Quadraturverfahren)

j s e
I

ausgabe (i,3) = adapt_quad_rek(a,b,a,b,W,eps (i), £f);
t.ec;
ausgabe (1i,7) = length(ts);

o]
ot
0
Q
V)]
o
D
7=
(o))
]

subplot (2,1,1)

EpLeE (£, [d,B] 270" )3

hold on

plot (ts, zeros (size(ts)), +z=");

title([’Adaptive Quadratur mit relativer Genauigkeit epsilon=’,num2str¥
(eps(1))1); :

legend (" f(t)=—-pi”3t/ ((t"2+1)"2) cos(25/(t"2+1))+5’, ...

o

Llien” s i s s

2Luaet

"Location’,’NorthWest’);
xlabel ("t7);
ylabel (" £(t)”);
end
I=ausgabe(1:2,1:3);
ausgabe (:,1:3) = fehler (ausgabe(:,1:3));

fprintf (/ \nAdapt dra
fpfil’ltf (f———————=————=———===\n');



5/20/10 4:07 PM /homes/dotten/Desktop/l6/aufgabelé.m

(2,
(2,

(2,

(2,
(2,

(2

(2
(2,

(2,
end

Integralwert

fprintf (' Exakter
1) adaptive Quadratur
%

fprintf (‘1 zu (a

7Y1);

19.14f\n\n’
(ohne Speichervorreservierung)\n‘);

, [fehler(0)1);

fprintf ( Relative GeraulgﬁelL 14.13e %14.13e\n’ ,[eps(l), eps(2)1);

fprintf (' Num. Integralwer %$19.14f %19.14f\n’, [(I(1,1), I(2,1)1);

fprintf(’AbsoluLfehler %14.13e %14.13e\n’, [ausgabe (1,1), ausgabev
D1); : '

fprintf (' Zeit (in Sek.) : %18.6% %$18.6f\n’, [ausgabe(1l,4), ausgabe¥
4)1);

fprintf('Anz. d. Stuetzs tellen %$18.0f %$18.0f\n’, [ausgabe (1,7), ausgabe¥
7)1);

fprintf(’zu (b) adaptive Quadratur (mit Speichervorreservierung)\n’);

fprintf (' Relative Genaulgkeit %$14.13e %14.13e\n’, [eps (1), eps(2)]);

fprintf ( Num. Integralwert %$19.14Ff %$19.14F\n", [I(1,2) (2,2)1);

fprintf (' Absclutfehler %$14.13e %14.13e\n’ ,[ausgabe(l 2), ausgabe¥
2)1); .

fprintf (' Zeit (in S5Sek.) %$18.6fF %$18.6f\n’, [ausgabe (1,5), ausgabevr
5Y1); . o o

fprintf(‘Anz. d. Stuetzstellen: $%$18.0f %$18.0f\n’, [ausgabe (1,7), ausgabeV
P71 ‘

fprintf (’zu (c) adaptive Quadratur (rekursiv)\n’);

fprintf(’Rela'iuc Genauigkeit %14.13e %$14.13e\n’, [eps(l), eps(2)]);

fprintf (' Num. Integralwert $19.14Ff $19.14f\n’, [I(1,3), I(2,3})Y1);

fprintf (' Absolutfehler %$14.13e %14.13e\n’, [ausgabe (1,3), ausgabe¥
30103

fprintf (’ Zeit (in Sek.) %18.6f %$18.6f\n’, {ausgabe (1, 6), ausgabe¥
6)1); , :

fprintf ('Anz. d. Stuetzstellen: $%$18.0f %18.0f\n’, [ausgabe (1,7), ausgabew

2 of 2
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(o) : adaphive
Quadrodus
(o\we. §packer=

vories QSV'&\‘MO)

-
=
~
it
N

~

h = t(k)-t(3);

= h* (f(k)+£(3))/2;
tau = (t(k)+t(3))/2;
y = funct (tau);

S (T+2*h*y) /3;

abs ((T-S) /W) ;

i
|

il

It

& Gernaud

if r > epsilon*h/ (b-a);
p = ptl;
i{p) = k; 1(J) = p;
k = p;
fip) = y; t(p) = tau;
else
I = I+S;
if k ~= 2
J o= ki
k = 1(k);
else
break;
end
end
end
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édapt_quad_res(a,b,W,epsilon,funct)

t=zeros(1,200000);

. i=zeros (1,200000);

f=zeros (1,200000);

J=1; k =2; p=2; I = 0;

t(l) = a; £t(2) = b; :
£(1) = funct(a); £(2) = funct(b);
1(1) = 2;

h = 0;

while l==

tau = (t(k) + t(3))/2; y = funct(tau);
T = h*(£(k)+£(3))/2;

S = (T + 2*h*y)/3;

r = abs ((T-S)/W);

£ (k) —t (9) ;
(
(

SUlgkeit

if r > eésilon*h/(b—a);

p=p+1;
i(p) = ki 1(J) = p;
k = pj
t(p) = tau; f(p) = y;
else
I =1+ 3;
if ko o~= 2
J o= ki
k = 1(k);
else
break;
end
end
end
t=t(l:p);

1l of 1

(b) : adaphve
Quodratwy
(}bﬁ*‘SY&RﬂMﬂ:

VOT Tesesvienuy
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T g
runc

Y,

ion I = adapt_quad_rek(x,vy,a,b,W,epsilon, funct) () QAQY-“VQ
) - i Oue ux ' Q\AQd\\'Q.Nr
(xaur €iv)

if abs( (T(x,y,funct)-S(x,y,funct) )/W) <= epsilon* (y-x)/(b-a)
I = S(x,y,funct);

!
i

adapt_quad_rek (x, (x+y)/2,a,b,W,epsilon, funct)

+ adapt_quad_rek ((x+y)/2,v,a,b,W,epsilon, funct) ;
end

end

function 2z=T(x,y, funct)

& > 1

z = (y-x)*{funct (x)+4*funct ( (x+y)/2)+funct (y))/6;
end
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Adaptive Qu

Exakter Ir

zu (a) adaptive Quadrs

G0000 C

Relative Genaul oo 1.0 00000 0 ) - (7
Num. Integralwert : 28 78829947304732 28 78833197969336
Absolutfehler : 3.2506654328301e-05 8.2849282989628e-12
Zelt (in Sek.) : 0.001690 7.244859
Anz. d. Stuetzstellen: 169 . 50239

ur  (mit Speichervorreserv 1)

zu (b) adaptive Qua

Relative Genauigkeit { 1.0000000000000e~02 1.00000C0000000e~-07
Num. Integralwert : 28.78829947304732 28.78833197969336
Absolutfehler ‘ : 3.2506654328301e~05 8.2849282989628e-12
Zelt (in Sek.) : . 0.003612 . 0.143609

Anz. d. Stuetzstellen: ‘ 169 : 50239
zu (c) adaptive Quadra )

Relative Genauigkeit : 1.0 001 > 1.0000000000000e~07
Num. Integralwert : 28 78829947304731 28.78833197969357
Absolutfehler : 3.2506654338960e-05 8.0824236192711le-12
Zeit (in Sek.) : 0.017279 5.071415

Anz. d. Stuetzstellen: 169 50239

(@) - (©):Aus opbe
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