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Aufgabe 18: (Nﬁmerische Integration, NeWtOn—Cotes—Formeln)
Sei S :

(D=2 orit)

m

die aus der Vorlesung bekannte Newton-Cotes-Formel fiir - f: ft)de.

(2) (a) Bestimmen Sie eine Quadraturformel Q, n.(f) fiir das Doppelintegral

| j(jf(s,t)ds) dt,

die auf der zweifachen Verwéndung der Newton-Cotes-Formel beruht.

(2) (b) Welche Polynome der Form

koL
p(s,t) Zkzzaijsitj, k,le Ng, a;; € R

i=0 j=0
werden durch diese Formel exakt integriert?

2} (c) Welches Ergebnis liefert Q, ;(f) sowie Q22(f) im Beispiel

M5
/ / 4t + 28 + 3t%s% ds dt ?
0o Ja1

Vergl'éichen Sie die Ergebnisse mit dem exakten Integralwert.

(6 Punkte)




£y
()

(#)(23 Spaltenpivotisierung und einmal ohne Pivotisierung. Verwenden Sie ‘nur dezimale

9

Aufgabe 19: (Programmieraufgabe, Numerische Integration, Romberg-Verfahren)
(a) Approximieren Sie die Integrale

3 1
=
to

fiir ¢, = 1.2,1.005,1, indem Sie fiir die numerische Integration das Romberg-
Verfahren mit den ersten 10 Trapezsummen (k = 9) verwenden.

Wir bezeichnen den Fehler eines Eintrags T, ; des Romberg-Schemas mit
f ?\\9, Uagan ';’ ki

3
T,;i— | (t—1)3dt], 0<j<n<k

to
Erstellen Sie zu den folgenden numerischen Tests iibersichtliche Tabellen:

e(n,j;to) =

(1) Berechnen Sie fiir Jedes obige t, die Fehler der ersten Spalte des Romberg-
Schemas ,
e(n,0;t), nzi . k.
Geben S1e auch das Verhiltnis der Fehler |
' 6(77, 0 to) . _
e(n+1,0,t0) \l k=1
aus und vergleichen Sie die Ergebnisse mit der theoretisch zu erwarten-
den Konvergenzordnung.
(ii) Wiederholen Sie diese Analyse fiir die 2. Spalte des Romberg-Schemas.

(iii) Berechnen Sie den Fehler der Dlagonalemtrage e(n, n; to) fir Jedes to und
1nterpret1eren Sie dlesen

(b) Approximieren Sie die maximale Geschwindigkeit aus der ein Auto der Masse
2055kg mit defekten Bremsen bis zum Stillstand abgebremst werden kann.
Die zeitabhéngige Bremskraft k() Newton sei dabei gegeben durch

k(t) = 17125 exp (—Zﬁ) .

Plotten Sie dazu die Funktion ¢(T") = fOT exp (—Zt?) dt. Die numerische Inte-

© gration soll mit einer geeigneten Trapez- oder Simpsonsumme erfolgen.
Hinweis: Bereits in Aufgabenteil (a) programmierte Routinen diirfen verwen-
det werden.

(6 Punkte)

Aufgabe 20: (Lineare Gleichungssysteme, LR-Zerlegung, Pivotisierung)
Losen Sie von Hand das lineare Gleichungssystem

04 1.1 317 [w 7.5
2 56 31| |g| = |01
4 015 0.25| |ys 4.45

durch LR-Zerlegung unter Angabe aller Zwischenschritte, einmal mit absoluter .

Gleitkommazahlen bzw. -operationen mit der Mantissenlénge 8 und die zugehérige
Rundungsvorschrift in jedem Schritt. Verglelchen Sie die Ergebnisse mit der exak-

ten Losung. (6 Punkie)
unkte
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Ay~
unco

k = 9;
fehler0 =
fehlerl

for i 13

[

end

A

fprintf

fprintf (7 -~
fprintf (‘e

fprintf ("\nFehl
fprintf (7 -
fprintf (7t 0
fprint f ( T e e e o e o
fprintf ("e%1.0%
(:,1:end-1)./fehler
fprintf (" \n’);

fprintf (" \

{

fprintf (4

fprintf (-

fprintf (/
{

fprintf (‘e
end)1);

fprintf
fprintf
fprintf
fprintf

i

7

—~

ion aufgabel9

1.005 1]7;

zeros (3, k+1);
zeros (3,k+1);
fehlerd = zeros (3,k+1);

romberg (ITs(i),3,k+1, @(t) £(t));

fehlerl (i, 2:

("N
fprintf (/ —-
fprintf (7¢O
{
{

-
o
=

7oA
A\
PN
ol

WAn’);
~\11" ) ;

Ts);

e\ ) ;

0, [(0:ik);

fehlex01);

o e e \\\ n’ ) ;

; fehlerl

(:,2:¢
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fprintf ("e%1.0f/e%1.0f = %7.4f %7.4f $7.4f\n’, [(l:k-1); (2:k); fehlerl¥

{(:,2:end~1)./fehlerl(:,3:end)]); o

fprintf (' \nFehleér der Romberg-3chritte: Diagonale\n’

fprintf (/= o e \n’);

fprintf ('t = %5.4f %5.4f $5.4f\n’, Ts);
: £ R o Bl (T —— K
\n’); - .

, fprintf (‘e (%$1.0f,%1.0£;t0) = %5.15Ff $5.15f %5.15f\n’, [(0:k); (0:k);: ¢
fehlerd]);

9

%
% | AUFGABENTEIL (b) ]

% i s s s e s e o o e e o o e em

o . . p .

s 1. Initialisierung: . wonke _
Ts=0. 5 ' 3 Ts Iimke Intervallgrenzen
k=9; % k Tiefe des Romberg-Schemas

gTrap=zeros (length(Ts), 1);
gSimp=zeros (length(Ts),1);

£
Q
-3
[
u
ie]

Trapezsumme
impsonsunme

R
o]

»

3
o]

[

% Z. Berechnung:
for i=l:length(Ts) :

T = romberg(0,Ts(i),k+1, @(t) g(t));
% zu Trapézsumme:

N gTrap(i). = T(k+1,1);
% zu Simpsonsgumme:

gSimp (i) = T(k+1,2);
énd_ '

% 3. Ausgabe:
figure
subplot (2,1,1);
plot (Ts,gTrap, 'b’); _
title (' Approximation der Integralfunktion g(t) via Romberg~Verfahren’);
xlabel ("t7);
ylabel (‘g(t)’); ‘
axis ({0 5 0 1.21);
legend('T_{9,0} : Trapezsumme’,
"Location’, East’);
~subplot (2,1, 2);
plot (Ts,gSimp, ' r’);
xlabel ("t7);
ylabel (“g(t)”"); .
axis ([0 5 0 1.2]);
legend (' T_{9,1} : Sir
"Location’,’

nsumme’ ,

3
T
%
~ 0

end

function T = romberg(a,b,k, f)
$ROMBERG Romberg-Verfahren

% a linke Interval renze

% [ rechte Intervallgrenze

% k Tiefe des Romberg-Verfahrens
) <~z

) I

Funktion £ (Funktionshandle)
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N
I

= zeros(k,k);
(b-a)./2.7(0:k=-1)";
zeros (1l,k-1);

o

fla)+£(b));

* sum(f({a + (2.*(0:2%(n-1)-1)+1).*h(n+1)));

for n=2:k
T(n,Ll) = 1/2*(T(n~-1,1) + M(n-1));

for J=2:k
£o3

T(n,J) = (4"(3-1)*T(n,j-1) - T(n-1,3-1))/ (4" (3-1)-1);

end

function y = £(t)
y = (£-1).7(1/5);

and

function y = F(t)
y = 5/6%(t-1)."(6/5);

end

function y = g(t)
y = exp{(-pi*t."2)./4);
end



File: Unsaved Document 1
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Fehler der Romberg-Schritte: 1.Spalte (Trapezsummen) W (Q3

t0 = 1.2000 1.0050 1.0000

__________________________________________________ “Beobachitumoam

e(0,0;t0)|= 0.1075704309 0.4215206069 0.7657989033 A :

e(1,0;t0)[= 0.0333151505 0.1692886548 0.3401480808 - W) A Febler Klingt lawmgiawmer ab, orvw
e(2,0;t0)|= 0.0094319646 0.0653640891 0.1498115023 - dia livlis. Integralgrente \M\M‘A’\‘)“'
e(3,0;t0)[= 0.0024984175 0.0241709879 0.0656513149

e(4,0+10)| = 0.0006378589 0.0084965572 0.0286871579 & ¥ .‘(G“‘:“‘\ 3“*\:‘\ Didind % Y '\4
e(5,0;t0)|= 0.0001604608 0.0028107242 0.0125145171 # * % e \3“ Ay ® Hehguiag i
e(6,0;t0)|= 0.0000401815 0.0008666436 0.0054541876 - explodiertt)

e(7,0;t0)[= 0.0000100496 0.0002482239 0.0023758050 2.Der TeMles So\m. Sich vou Yedle 3w
e(8,0;t0)[= 0.0000025127 0.0000666759 0.0010345622 e ke a :
e(9,0;t0)[= 0.0000006282 0.0006171678 0.0084504276 b dats Teludor  Tedutiesens.
. hl;erhéltnis $ < - . > Felles Iwisthem der 4. S \e deg Rou\:ua-k\ao,uma
enterv

________________ umd dewa exalatey \\.kqh alwer 4. beachye : \w dac A.

t0 = 1.2000 1.0050 1.0000 Spatte e Rouabarg-Sthewnas befindan sich ddu
-------------------------------- Trajed Suvamem S\c.\. halbiererden Goe Husaddu
e0/el = 3.2289  2.4900 2.2514

el/e2 = 3.5322  2.5899  2.2705 - (Grumd: Aus des Vorltsung wititw wir
e2/e3 =3.7752 2.7042  2.2819 ) :

e3/e4 = 3.9169 2.8448 2.2885 § Wowvergiest eWno) = |Sgu),u. ~Two | = O(n2)

ed/e5 = 3.9752 3.0229 2.2923 & opaw

e5/ " = 3.9934 3.2432  2.2945 . Mnga = \M

e6/.. = 3.9983  3.4914  2.2957 ° T

e7/e8 = 3.9996  3.7228  2.2964 ° LR AR g .

e8/e9 =(3.9999) (G.8838) (Z.2968 e(n44,0) = O(\Wnes) =@. owa) )

3.Das Fales verhaltuly Soll4e daher

Fehler der Romberg-Schritte: 2.Spalte (Simpsonsummen) (etwa) bl % Urguwn . (Griiunmd:
_____________________________________________________ 3
t0 = 1.2000 1.0050 1.0000 &n0) Ftha) _ )
-------------------------------------------------------- (w440 Qe(\.
e e A i ot
ele, L) - . . ’ veshaldwis w
e(3,1;t0)|= 0.000187235108 0.010439954219 0.037597919042 : Nu{»& (SG.\:\:;‘\;":&:D!“‘ das
e(4,1;t0)|= 0.000017672645 0.003271746984 0.016365772207 * -
e(5,1;t0)| = 0.000001328049 0.000915446533 0.007123636900 WLE): A FeWar Win q: R ab, Wanw
e(6,1;t0)|= 0.000000088403 0.000218616714 0.003100744363 die Uwle \ grolgrewe m\a/\hco+
e(7,1;t0)|= 0.000000005625 0.000042084065 0.001349677458 & eiwa (Grund : Dev \wva..m\ A A
e(8,1;t0)[= 0.000000000353 0.000006159934 0.000587481241: o 4. .mq Wi, d. e sdaigumg in A
e(9,1;t0)|= 0.000000000022 ©.900000665151 0.000255716063 * A6 Qx plodiart! )

— A0 [
EuHla rvatiE tle FeMer Juaisdwam det 2. Spqlke das Rb%h\a-&g\\e\uqs
................ Wud dewa exaleia Wwlegralwey 4, Beadnie: W dos 2,
t0 = 1.2000 1.0050 1.0000 Salie des lw\ms-&\-.qu bafindaw §ick dia
el/e2 = 5.8210  2.7736  2.2086 - Cimapion- Sumuman 1 §ich halbietemdom Sdhattueiteu,
e2/e3 = 7.8559 2.9428 2.2971 .
e3/ed = 10.5046  3.1909 = 2.2074 .y Kowvargieck 2. 'ID"-: TeMer solite $idn vou deile 1w
edfeS = 13,3072 -3.5739 72,2074 $ o A Gl W dew -'F“h*i\'d—\'uuhue\
e5/e6 = 15.0226 4.1874 2.2974
e6/e7 = 15.7168 5.1948 2.2974 : ‘ b&? (G“““*'Aw:“ Vorlerag wisstnu
e7/e8 = 15,9260 6.8319 2.2974 ° M) = | eWdt-T. .| = OWY)
e8/e9 = (5.9813) @297 g aa) = Ous

N =2

Fehler der Romberg-Schritte: Diagonale u:::‘ Aqt:: A "
-------------------------------------- awio) = F(aea) =(3Y - 08 )= 20001
t0 = 1.2000 1.0050 1.0000
-(0,0;t0) = 0.107570430908185 0.421520606938648 0.765798903331356 ML o it ’°\“' d“\“r
e(0,0;t = 0. - i ;
e(1,1;t0) = 0.008563390323275 0.085211337365004 0.198264473329380 (etua) bai AG ‘*‘ﬁ“‘ (Grumd -
e(2,2;t0) = 0.000998070135167 0.027089982550765 0.078906076355467 en) 0(\,.“
e(3,3;t0) = 0.000087428496083 0.008802030772104 0.033639423787870 = AQ )
e(4,4;t0) = 0.000004532146261 0.002670009905982 0.014567918007252 _wAA) ,E 9(%.)
e(5,5;t0) = 0.000000118306525 0.000716425103119 0.006333012735952 :

U (\u) 1. &wt\aw

Nohe A wahest ik das TeWers
Veshalduis vut Sthe \awasauwa dew
Wart AQ . (Givumd: giewe A.)

dog D1 uuq.‘z\a Wi &
dey TQ.\RQ' J{»o,r\t. ab. Nawe dec

A jedoch lawgsamer, (Guuwd :
Siche 1, '
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9.000000001375289'05060159967052837 0.002755730542442

e(6,6;t0) =

e(7,7;10) = 0£.000000000006483 0.000027364476818 0.001199406397520
e(8,8;1t0) = 0.000000000000011 0.000003215127491 0.000522061622030
e(9,9;t0) = G.QQQGGOOOOOOOOQQ,0.@000@@227739660(0}909227239394910

45 e - .8



Approximation der Integralfunktion g(t) via Romberg-Verfahren
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