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Aufgabe 26: (Invertierbarkeit von Matrizeh)

L (a) Seien K € {R,C}, A € K™™ invertierbar und u,v € K™. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) B:= A+ w7 ist invertierbar.
(i) a:=1+vTA u £ 0.
Hinweis: Fiir « # 0 gilt die Formel B! = A7! — 1 (A-1upT471).
(b\”Q( VAR~ M0r< S }m\\u\g\)

(b) Sei A = (Ay;)

1,7=1,....m

2 Ji=j=1
3 i=ji=2....m
Ay = . . .
1 ,i4+1=314i=1...,m-1
0 ,sonst
und E = (Ey); ., . € R™" mit zufélligen Eintréigen E;; € [-1,1].

A (iii) Bestimmen Sie die Inverse A~
7 (iv) Berechnen Sie die Spaltensummennorm ||A™"||; von A™,

~  (v) Untersuchen Sie die Invertierbarkeit von B), := A+ hE € R™™ fiir h > 0.
© - Hinweis: Verwenden Sie das Banach-Lemma sowie (iii) und (iv).

A (vi) Geben Sie. eme “obere Schranke % in Abhang1gke1t von m an, so dass Bj
fiir h € [0, h] 1nvert1erbar ist.

(6 Punkte)



Aufgabe 27: (Programmieraufgabe, Gesamtschrittverfahren, LR-Zerlegung)
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem A

By = b. | | (1)

Hierbei sei B, := A + hE € R™™ mit den Matrizen A und E aus Aufgabe 26 (b),

b:=(1,..., 1)T € R™ und m = 1200. Die Stérung E sei wie oben zufillig gewéihlt
- (vgl. Hinweis) und die Grofe der Stérung sei h = s baw. h = §.

2 (a) Implementieren Sie das Gesamtschrittverfahren (GSV), indem Sie eine Funk-
tion der Form

ly, iter] =GSV(A, b, eps)

erzeugen. Verwenden Sie dabei zu der gegebenen Toleranz ¢ > 0 die Abbruch-
bedingung

”yn+1 - yn”l <&

o (b) Berechnen Sie mit dem Gesamtschrittverfahren eine Approximation yggsy der

Loésung von (1) und geben Sie die Anzahl der benétigten Iterationen des Ge-
samtschrittverfahrens aus. Verwenden Sie dazu die Toleranz ¢ = 1078 bzw.
e = 10712,

1 (c) Berechnen Sie mit der LR-Zerlegung (vgl. Aufgabe 18 bzw. Skript) insgesamt
' drei Approximationen yir 1, y1r2, ¥1r 3 der Losung von (1) (yrr 1 ohne Pivotisie-
rung, yir, 2 absolute Spaltenpivotisierung, yLR 3 relative Spaltenpivotisierung).

N (d) Messen Sie die Laufzeiten fiir die einzelnen Berechnungen. Hinweis: tic,
’ toc. ' " :

- (e) Vergleichen Sie die Giite der Approximation
Myl

zwischen den Losungen y € {szV, YLR,1, YLR,2, YLR,3 } und der von Matlab gelie-
ferten Losung § = Bp\b.

o Interpretieren Sie die erhaltenen Ergebnisse.

Hinweis: Zur besseren Vergleichbarkeit der Lésungen verwenden Sie (in MATLAB)
folgenden Programmcode zum Aufbau von E: :

rand ('’ state’, 3);

E = 2 % rand(m) — ones(m);

Hierdurch wird erreicht, dass die Zufallsmatrix E bei jedem Aufruf die gleichen

Eintrége besitzt.
(6 Punkte)



Aufgabe 28: (Spezielle Form der LR-Zerlegung, Aufwand)
Sei A € Rmm invertierbar, u,v € R™ und

A A w m41,m+1
TP -

L, (a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

() Aist invertierbar.
(i) vT A1y £ 0.

(b) Sei A invé_rtierba_r und sei die LR-Zerlegung von A bereits bekannt (d. h.
' Ay = ¢ kann aufgelost werden).

2. (iii) Geben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus zur Berechnung der
Lésung von

Az=b (@)

an, ohne fiir A die LR A.Zerlegﬁng berechnen zu miissen.

A (1v) Wie groB ist der Aufwand zur Bestlmmung der Losung von (2), wenn die
' LR-Zerlegung von A bekannt ist? :

(6 Punkte)
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function aufgabe2’
m=1200;

rand (' = e’ , 3);
A=3*eye (m)+diag(ones(m-1,1),1); %
A(l,1)=2;

=[1/1200, 1/9];
E=2*rand (m)-ones (m) ;
b=ones (m, 1) ;
eps=[10"(-6),10"(-12)];

zelt=zeros (length (hs), 5);
schritte=zeros (length (hs), 2);
fehler=zeros (length(hs), 5);

for i=1:length (hs)
h=hs (1) ;
Bh=A+h*E;

fprlntf(’r i ARt
tic; [yi, schrltte(l 1) 1=GSV(Bh,b,eps(l)); zeit(i,1l)=toc;
fprintf (' G5V & (z AR

th, [y2 schrltte(l 2)]=GSV(Bh,b,eps(2)); zelt (i, 2)=toc;

fprintf (/’ LR{o.P.) An g
tic; [y3,~1=LR(Bh, b 1); zeit (i, 3)=toc;
fprintf(’?R(a,w‘) cooAnT);

tic; ([y4,~]=LR(Bh,b,2); zeit (i, 4)=toc;
fprintf (" LR (z.7.) AnT);
tic; [y5,~]=LR(Bh,b,3), zelt (i, 5)=toc;

fprlntf(’MA L. A\
tic; yquer= Bh\b zeit (i, 6)=toc;

fehler (i, 1)=norm(yl-yquer, l);
fehler (i,2)=norm(y2-yquer,l);
fehler (i, 3)=norm(y3-yquer, 1) ;
fehler(l 4)=norm{(yd-yquer,1l);
fehler (i, 5)=norm(y5-yquer, 1) ;

fprlntfz
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(= e e et e e e e i
-\n\n’); - o
fprintf (* h Laufzeit Fehler eps schritte\n’);
for i=1:length (hs) _ '
fprintf (/' GSV %$5.4F %$7.6% %4.3e %1.0e %7.0f\n’,
[hs(i),zeit (i,1), fehler(i,1),eps(l),schritte(i,1)]);
fprintf (1 GSV %$5.4fF $7.6f %4, 3e %1.0e $7.0f\n",
. [hs (1) ,zeit (i,2), fehler(i,2),eps(2),schritte (i, 2)]);
fprintf( LR(0c.P.) %5.4fFf . %7.6F %$4.3e\n’,
[hs (i), Zelt(l 3), fehler(i,3)1);
fprintf (' LR(a.P.}) %5.4F .6f %4 . 3e\n’
[hs (i), Zelt(l 4),fehler (i, 4)])
fprintf (' LR(r.P.) %5.4f %7.6f %4.3e\n’
[hs(l),zeit(i,5),fehler(i,5)]);

fprintf (‘Matlab™ 4%5.4f $7.6£  \n’,
[hs (i), zeit(i,6)]);

end

-end

esen linsarexr

Car

<ALl

Q‘agOFdlaOﬂ;;qh
iagonaldominante Matrix des LGS

”dﬁO“SYQL
ogadwatl

o
% Lol : T oleranz, F n]ergena 1lgkeit
% vy -+ Loesung des LGS’s
iter . Anzahl der Iteratiocnen, bis zum erreichen der Genauigkeit

% Tnitialisierun
[m, ~]=size (7);
fehler=1; ’

o yn=ones (m, 1) ;
iter=0;

o}

2% o s o o e i et e e . e o i o s oo e o e e e e s o o o

| 1. Schritt: Besti e M=D und N=L+R |

M~d1ag(d1ag(A)),
N=M-A;
Mi=diag(1./diag(A));
MiN=Mi*N;

@ toR

0,

% 2. Schritt:

% e e e s o s e e 2 e e e e

while fehler>eps
iters= ltef@lk oy L INVS VIV VoA @\nwu\,«s OJ\»\YQ)\MD\‘\ dat wWhile - S\ Ee bosechvan
y=MiN*yn k
fehler=norm(y-yn,1);
yn=y;,

end

norm{MiN, inf)

end

function [y,pivot]=LR(A,b,pivot_type)
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m=length (b);
y=zeros (m,1l);
r=zeros (1,m);
tau=zeros(l,m);
pivot=zeros(m-1,1);

“for k=1l:m-1

if pivot_type==1
r(k)=k;
pivot (k)=A(k, k);
elself pivot_type==2
Amax=0;
for i=k:m
if abs(A(i,k))>Amax
Amax=A(1i,k);
r(k)=1i;
pivot (k}=A(i,k);
end
end

[ C
G LN

elself pivot_type==3
Amax=0;
for i=k:m
si=0;
for j=k:m
si=sitabs (A (i, 3));
end .
if abs{(A(i,k))/si>Amax

Amax=abs (A (i1,k))/si;

r(k)=1i;
pivot (k)=A(i,k);

end
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Ak, :)=A(r(k),:);
A(r(k),:)=tau(l, :);
end
% C. Elementare Zeilenumformung
for i=k+l:m '
A(i,k)=A(i,k)/A(k,k);
for j=k+l:m

end
- end
end
% e o e ot et st et e e e o o o ot e e e
% | 2. Schritt: PR
& Mt e i et ot e e e e 2min 25 e oo e e e

for k=1l:m-1
1f(x (k) ~=k)
tau(l,1)=b(k);
b(k)=b(r(k));
b(r(k))=tau(l,1);
end
end

%Anmerkung: Pb=b

o e ki b e e v v e s o bt e st e i i o s10m et it oo
%

% | 3. Schrirnt: |
S e e e
£

for i=2:m

for d=1:1-1
b(i)=b(i)-A (i, 3)*b(3);
end
end
$Anmerkung:. u=b

[

&

[ 4. Schritt: Ry=u |

o

.for,iém:—l:l

for J=i+l:m
b(i)=b(i)-A(i,3)*b(3);

end

b{i)y=b(i)/A(i,1);

end :

y(:ll)=b;

A(i,§)=A(i, ) -A(1, k) *A(k, ) ;
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Aufgabe 27: Untersuchung des Verhaltens des iterativen Gesamtschrittverfahrens

GSV

GSV
LR(o0.P.)
LR(a.P.)
LR(r.P.)
Matlab
GSV

GSV
LR(0.P.)
LR(a.P.)
LR(r.P.)
Matlab

[colooNoNoNoNoNoRoNoNol

h

.0008
.0008
.0008
.0008
.0008
.0008
L1111
.1111
L1111
;1111
L1111
i B

A G Vetdail das GSV's

Laufzeit

0.
0.
.886426
25
.485767
0.
0.
1
25.
25.
41.
0.

25

36

385204
463404

899552

138876
747051
098742
875188
884837
728377
148183

RRRRWO

2
5
95
5
5

Fehler
.492e-
.740e-
688e-
.688e-
.688e-

.942e-
.190e-
.309e-
.309e-
.309%e-

eps schritte ||M*(-1)N||_{inf}
07 le-06 20 0.7456
13 1le-12 33 0.7456
13
13
13
07 le-06 100 33.1854
12 le-12 175 33.1854
12 ‘
12
12

opriabes das LR- Ves@lrotns Ugah (Aot das relabiv

Oacoloe Wl - Uvaon = Kowvacapuctordnung) fn das velav sdueten(loafrit)
2. Dz @'\\‘l) e C‘SVE s viws 5o OW\‘ Wi das Vot 8&3&“\& Abbugus fesvuua,
. dos GSVS ax\owmb st TP \IVYTIVE N 3 V\Ro.&h'qt: dae (Tolotom 3

3. CD’\o.

¢ oasehd Lurd, Deg 9

das Lansfat). ‘
. Die Conxlamt)adild Sidn ehaafolls sabs stasle, wewn vaom WATFQM o)
b daua dae Modax A wownd M\\'@ib\.a\ &o\mv\o\n{- ot (\n~= 5)

5.

\r\==

A

A200

A
Wy

= WM Nile =33.185%{/

(W ehauus o ?&f e Avadd Ao "oz\a‘v’:\\a

8
V awstello

A

L .
——— By = . S =) ( w )W WUo ‘\0{' \/ Qeﬂw
= M Nlgy¥9=0.1456 e 00 QnImew, Hoverg YoER

Uefkeld urs Uaine,
Mqat ubo de Unhwab-}

C Die(Matob-Routvw)ish was &€ Laufiont bedaffd ina Vergjaich fu duse asdarens
Vofawlo ous sdwmalistess,




AuFGARE 28

2 () Far x= (WY € K" wit 0 e K™ wud s el beliabig gith
Kx =0 &= Ay w): . 0
7 \v' 0/ \x ) |

& AR+ xu =0 wud Viw =0
A, W i
v»:"é W+ -Au=0 wud Ty =0
& W=-xA'u wad Viw =0
<=>®00 =-xA'u M&@—xv"_/\"u =0
& Sa vEA W #0 ) dava Qo\gt wﬁaw®, dass & =0 gelin
s, Dies Q'\V@U%hi’ w® Gefist w0 = 0. Dowit gitk

Ax =0 & x=[&)=(3)

Dauait st dos hewa vow A owvial umd K sownd ves hasbor .

L) = G Avopouania a5 gtk VTA™ U = 0. Dovia sind @ umd @ 2.8, waid
oo =4 el wad Uelom

VI A-‘.‘-& 0
AK A ) = KO) 3
also Uwne widwtdaviake \35M3 s \«Awogmw G\ dmuasa Ax =0
Douaid 16t A wicwt wvesResbos. ‘;  VIAu=0, Also eo\a-(-
vIAu #0.
T (0) i) Motivotion:

- - - -

AN W C w
B e V.‘_o)(u),,K?) , WcekK” , x,fek
d=> Awtocu =C WA Viw =8
ds Pras Bt T WA vie = §
Sex Wun 3 \ ¢ VoW Aa =C
od. T \Ssumg vew Ar =4 Gt

““&“{“ms Y&t wud VTN";g
gl oy -t wad VT —owTToc=$
=> w=y -t wd &= -V—V'_Q‘_—;—}—— / 0 :
Dies }:\:‘“viu* M QQ\SM&\M A\am\‘\\\wusz y 3 \ '_
otvam s %
.A\Q“ ‘:‘3 Restivavae | WALt A‘A =C (wxz' - u“% *w‘i‘l )
ST R CETTURR Tr B S o

2. Qeshwme &, =V 'Yy (wr)

0y z:v"'% (M\
w.—,N«T-L (1)

3. Besthuwawme w:= n-—:(% (\N\)

BV lia Algosthuus Sdebau i jedane St (jnWosnary) die Aol de

V\o'sw& H\‘“\Q\A\&Q'\:.om ) .\V\SQQQ‘V\ A beveats LP\' 16\!3{' \5"' \V\SSQJQU&‘\'
Q<3\\* S domix o Aufuoud vou

WU F MU Ay = 2w 3w ]~ 2wE



AuTeane 20

Alder V\O:\\V\QS&LM P (002

K-8 = AT D) - (3G

I AU
= o\a(m MQOQ sat (775 )
= dot (A det(- VTA"\Q
L__\/—— 3
#0 (da A verterbor )
=> dﬁ(A)aeo & dot(-vTAW) #0

~ el
=5 K nvesdiorbar & —vIATw=#0




