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Aufgabe 32: (Newton-Verfahren, Konvergenzordnung, Newton-Iterierte)
Betrachten Sie das (klassische) Newton-Verfahren in der Form

Tni1 = Tp — F'(z,) ' F(2), n=0,1,2,...,

das zur Berechnung einer Nullstelle 7 € R™ einer gegebenen Funktion
F:R™ — R™ dient. '

(a) Sei F: R — R definiert durch F(z) = z%.

(i) Welche lokale Konvergenzordnung ist hierbei laut allgemeiner Konver-
genztheorie zu erwarten? '

(i) Geben Sie die Newton-Iterierten (ZTn)nen zum Startwert zo = 1 explizit |
an. '

- (iii) Bestimmen Sie die Konvergenzordnung der Folge (xn)tneN.

(b) Sei F : R™ — R™ definiert durch

1 sin(z., ) . T
Sin(Zpm— o z
F(z) = 2 T+ (,M1) , T = ?
o1 :
2 5 sin(z1) Tm

(i) Geben Sie das im Newton-Verfahren auftretende lineare Gleichungssys-
tem fiir diese Funktion explizit an.

(i) Untersuchen Sie, ob die LR-Zerlegung ohne Pivotisierung ausgefiihrt
werden kann. '

(6 Punkte)



Aufgabe 33: (Programmieraufgabe, Zellmodell, Newton-Verfahren)
Betrachten Sie das folgende nichtlineare Gleichungssystem, das den stationéren
Zustand eines Systems diffusiv gekoppelter chemischer Zellen beschreibt:

—Yic1 + 20 — Yir1 = Ag(¥s), i=1,...,m (1)
mit g(y) = exp (1 +2y) (exotherme Reaktion) und yo = ym+1 = 1.

(a) Implementieren Sie das Newton-Verfahren sowie das vereinfachte Newton-
Verfahren. Hierbei soll die Iteration abbrechen, wenn der maximale Defekt
IF(y™)|l,, Kleiner als 1075 ist, wobei y" der n—te Iterationsvektor ist und das
Gesamtsystem als F(y) = 0 geschrieben wird. Verwenden Sie als Startvek-
tor fiir die Iteration jeweils den Nullvektor und zum Losen des lineare Glei-
chungssystems die MATLAB interne Routine A\b.

(b) Losen Sie mit jedem der beiden Verfahren aus (a) die nichtlineare Gleichung
(1) fir (A, m) = (0.1,100), (\,m) = (0.5, 100) und (A, m) = (10~7,100000) (sparse
verwenden). '

(c) Messen Sie die Rechenzeit bei allen sechs Berechnungen.
(d) Geben Sie jeweils die Anzahl der Iterationen aus.

(e) Erzeugen Sie abschlieBend | jeweils einen Plot der Ni#herungslésung (6 Plots).

" (6 Punkte)
Aufgabe 34: (Newton-Richtung ist Abstiegsrichtung)
Sei (R™, || - ||) ein normierter Raum und F' : R™ — R™ stetig differenzierbar. Weiter
gelte: -
3z eR™: F(z)#0 und F'(z) ist invertierbar.
Setze d ;= —F'(z)~LF(z). Zeigen Sie: |
deg>0: ||F(Z+ed)| < ||F(Z)|] V0<e<Le.
Dies bedeutet, dass der Defekt in der Newton-Richtung abnimmt.
(6 Punkte)

Bonusaufgabe 35: (Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-Verfahrens)
Sei J C R ein offenes Intervall, ' € C*(J,R)und z € J eine doppelte Nullstelle von
F,d. h. z erfullt

F(z) =0, F'(z) =0, (%) 0.

Man zeige, dass das Newton-Verfahren lokal mindestens linear konvergent bei z
ist. Hinweis: Man verwende die Regel von 'Hospital. ,
~ (6 Bonuspunkte)
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function aufgabe33

exp(y./—(1l+2.%y));

= e(y)
y) —exp({y./—(1+2.*y)) ./ (1+2.%y)."

g (y
dg = @(

tic; [soll,iterl]l=zellmodell (g,dg,100,0.1,0); zeitl=toc;
tic; [sol2,iter2)=zellmodell(g,dg,100,0.1,1); zeit2=toc;
tic; [sol3,iter3)= =zellmodell (g,dyg,100,0.5,0); zeit3=toc;
tic; [sol4,iterd4l=zellmodell(g,dqg,100,0.5,1); zeitd=toc;
tic; [sol5,iter5]=zellmodell (g,dg,100000,10" (-7

tic; [sol6,iter6)=zellmodell (g,dg,100000,10" (-

". P 1 o

mhaa
1 iterl, zeltl),

fprintf (7 Ne

fprintf(’

, zeltZ),

1ter6 zeit6);

figure

“subplot(2,3,1)
bar(0:100+1, [1;s011;1))
legend (" Newton’)
axis([-0.5 101+.5 0 max [l soll] D)
title (char ([’ 7/« g S etk

int2str{iterl),’

shrittel]l) )i

subplot (2, 3, 4)
bar(0:100+l,[1;solZ;1],’r’
legend (" vereinf., Newton’)
axis ([~ O 5 101+ 50 max([l;sol2])]);
title(char ([’ & i =
int2str (4

hritte’ 1)) ;

),0); zeitb=toc;
7),1); zeit6=toc;

nhdaa = %$1.0e, Iterationer

51,0,
; zeit3);
g lambda = %1.0e,
ze1t4)
tambda = %1.0e, Iteraticnen:
zeith);
lambda = %1.0=, Iter

'/numZStr 0.1, ", 7T,...

,num2str(0.1), 7, T, ...
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end

subplot (2,3, 2) \

bar(0:100+l,[l;sol3;l]}

legend (' Newton’)

axis ([~0.5 101+.5 0 max([1;s013])]);

title(char ([’ Zellenmodell, lambda = ’,num2stxr{(0.5), ', ', ...
int2str(iter3),’ Iterationsschritte’]l)});

subplot (2, 3, 5)

bar(0:100+1, {1;s014;1],'r")

legend (' vereinf. Newton')

axis([-0.5 101+.5 0 max([1;s0l14])]); .

title(char ([’ Zellenmodell, lambda = ’,num2str(0.5),", ’',...
_int2str(iterd4),’ Iterationsschritte’]));

subplot (2, 3,3)

bar(0:100000+1,[1;s0l5;11)

legend (’ Newton’)

axis ([-0.5 100001+.5 0 max([1l;s0l5])]);

title(char ([’ Zellenmodell, lambda = /,num2str (10°(-7)),’, ',...
int2str(iterd),’ Iterationsschritte’]));

subplot (2, 3, 6)

bar (0:100000+1, [1;s016;1], ")
legend (' vereinf. Newton’)

axis {[~0.5 100001+.5 0 max([1l;s01l6})1);

‘title(char{["Zellenmodell, lambda = ',num2str(10~(-7)),", ',...

int2str(iter6),’ Iterationsschritte’}l));

‘functibn [y,n]=zellmodell (g,dg,m, lda, newton_type)
$4ELLMODELL

SO e P o P

a0
X

o o o

o

g : Reaktionsfunktion '

dg itung der Reaktioconsfunktion

bl L der Zellen

ida "1 lanbda (Systemparameter zur Beeinflussung d.
Reaktionsfunktion)

newton_type ¢ 0 = Newton-Verfahren )
1 = vereinfachtes Newton-Verfahren

vy : Konzentrationen der m Zellen

noo : Anzahl der benoetigten Iterationen

D = sparse(l:m,1l:m,-2*%ones (1, m),m,m);
E = sparse(2:m,l:m-1,ones{(l,m~1),m,m);
A = E+D+E’;

G = @(ym) lda*g(ym) + [1l; zeros(m-2,1); 1];

F = @(ym) A*ym+G(ym);

DF = @(ym) A + sparse(l:m, l:m, lda*dg(ym),m,m);

% 1. Reaktionsfunktion (exotherme Reaktion)

%f{z,n] = newton(F, DF, m*ones{(m,1),10" (~3), newton_type);
% 2. Reaktionsfunktion (katalytische Reaktiocn)

${z,n} = newton(F, DF, zeros(m,1l),10"{(-15),newton_type);
% 3. Reaktionsfunkition
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[y,n] = newton(F, DF, m*ones(m,1),10"(-5),newton_type);

end

[nst, nl=newton (F,dF, x0, eps, newton_einfach)

-1

ES

n = 0;
xn = x0;
yn = F({xn);
- 1f newton_einfach
AQ=dF (x0) ;
while max (abs(yn)) >eps
n = n+l;

n = n+l;

xn = xn - 4dF(xn)\yn;
yn = F(xn);
, end
end
nst=xn;
[y,1iter]=GSV (A, Db, eps)

[m,n)=size (A)
y=m*ones (m, 1)
yn=2*ones (m, 1
iter=0;

14

)i
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% 1. Schritt: Bestimme M=D und N=L+R |
G e e o e e ot e e e e e
Zosparse(l:m, lim, ~2%0ones (1,m) ,m, ) ;

@]
M=sparse (diag(diag(a))
N=sparse (M~A);
Mi=sparse (diag(l./diag
MiN=Mi*N;

Mib=Mi*b;

e

&0 oo

while norm(y-yn,1l)>eps
iter=iter+1;
yn=y;
y=MiN*yn+Mib;

end

norm(MiN, inf)

)i

(AY));

nction [y,pivot]=LR(A,b,pivot_type)

R

LR-Faktorisierung, LR-
A : quadrati
b 2 rechte S

pivot_ type Typ der

17: ohne

2 : abso

3 i rela
b Loesung
pivot 1 Werte an
% Initialisierung
m=length (b) ; %
y=zeros (m, 1) ; %
r=zeros(l,m); %
tau=zeros (l,m); %

2

pivot=zeros (m~1,1);

A.L. ohne Pivoti
if ‘pivot_type==1
r(k)=k;

Zerlegung
sche Matrix des LGS's

eite des LGS's
Pivotisierung
Pivotisierung

lute Spaltenpivotisierung
tive Spaltenpivotisierung
des LGS’ s '

den Piv

ots

tellen

des !

<&

P

T
dalzot B

stimmung der Dimension
Loesung

Pivotstellen

Hilfsvektor

ivotwerte

Pivotisierung:

sierung

pivot (k)=A(k, k);

<@

AL,2.

absolute Spaltenpivctisier

elself pivot_type==2

if abs(A(i

, k) )>Amax

AmaX=A(i, k);
r(k)=1i;

pivot (

’

ky=A(1i,%k)
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end

L f pivot_type=s=

Amax=0;

for i=kmm

51=0;

for j=k:m
si=gi+abs (A(i, §));

end

if abs(A(i,k))/si>Amax
Amax=abs (A(1,k))/si;"
r(k)=i;
pivot (k) =A(i,X);

end

tau(l, :)=A(k,:);
Ak, :)=A(r(k),:);
A(r(k),:)=tau(l,:);

end

A(i,k)=A(i,k)/A(k,k);
for J=k+l:m ‘
A<irj)=A(llj)“A(i/k) *A<klj);

enda

o )
end
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% 4, Schritt: Rys=u i
e e e e e

for i=m:~1:1
for J=i+l:m
b(i)=b(i)-A(i, 3)*b(]);
end
b(i)=b(i)/A(i,1);
end .

) Y(:ll)=b;
_end
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File: Unsaved Document 1 Page lof 1l

Newton-Verfahren, ' lambda

= le-01, Iterationen: 2, benoetigte Zeit 0.010354
vereinf. Newton-Verfahren, lambda = le-01, Iterationen: 2, benoetigte Zeit 0.005276
Newton-Verfahren, lambda = 5e-01, Iterationen: 2, benoetigte Zeit 0.0061939
vereinf. Newton-Verfahren, lambda = 5e-01, Iterationen: 3, benoetigte Zeit 0.001197
Newton-Verfahren, lambda = le-07, Iterationen: 1, benocetigte Zeit 0.091157
vereinf. Newton-Verfahren, lambda = le-07, Iterationen: 1, benoetigte Zeit 0©.080443



Auzeate Jk:
(R ) votwiasdes R o )7\: PR — g 8‘\'@'“3 Aiflbos, wailes ao.\-kq,

AXeR™: TR)#£0 vwd F'(X) wverhecbar

Sehe A= —F'RTF).
a: A8e>0 ¢ NF(R+eDN < IFL  Vo<esg,

. A-waol QMQ G\“ v
Bewers: Do F: R — W\“‘rs*\t’ﬂg diffesemvetos 5t LA W = Rw; WMW 8‘“

V\QO\\ das Tﬁa\h( - Tocwel
(3%.4)

F(R+h) = TX) + DFGIW + $(W)
Wk wasontid sdaler

LWobei o
$n) = o (Y 8 wichet sguiano ols U\

lotrtetes bedated (Wit he=td, W —> o)
VRN
BTV Vol i

>

Do s Qo\s‘\' ' .
180< N Voces g IEDN € & IFR)YY (3%.2)

Dot (?Q\S\- die %Q.\'\Q\I\Q'\'u\ﬂs duatc\ |
= \F(X)+DF(R) ed + (e

| TEX+eO\
TR e
_ I FR) -£DTFR)-DIEYTFE) + e |l
e vond =T(
g (A-OUITEMN + e (eadll
A\SUW:)\.
< (- UIFGEIU + - ITGON
(3%.2)
= 1T\ . u

Hiv.wers (Erodmng) W@k 2): o)

Ac>oVed»o : IP(edl| £ C-(ledu? "
c-er IDFX) TGO

LFGOU
C-UDFGY ' FHIUE

< € WFGON
£t

=>J8e<1 Vo<e<E * I(EN € € WF GO

noll

€o!

v/



SSoNu.s AUTGARE 3O (Kov\vuémmaudnw\hdia\mx-\- d§.~s Newten -\/Q.(Qo.\r;<m8>

G‘\Q.SQ)DQ,V\ :
F\XC{K QWQV\QS \ndcvalk

e C TR
;63 C\QWL\‘\Q N\k\XSk\lQ,VOV\:\:{A'\\.‘.\:SE).__Q)-_‘:\KQ)

=0, F"(X)*0)

3 Neawstow - Ves Qq\nxm ot Loual waivdasius Unmoos \kovies 80»«*\' Y x

Baoers : LI Veg Ligudass Saty 8.5 () far = A. s Ldnner

%'-

LORAR) 8&\\&
A @: G\QCA(:D\Q\.)

=>.Das Netatew - Vet ?a\mQM 14 Volual Wawdas foed

Jo<c g
p=1

SATY: DR o?@w’ G:D>— Q_) Xxed ?ix‘u\a\& von & .

@: §(GR) <1 (SAT vou QsvRowskl)

Awneor

Ko\nw.tﬂm{ @Q&w Xy A, @+ Die Fo\ga kot = G ¢w) @xistiend
3\)\"’ Ux)eD VKQQ\X‘ ® : €7 Wy \(owlq.\s\qﬂ watnd., Wweos
Dy X, dh,

2 | Xnaa— XNEC XX
YWz

—

Newston-Var@heens : Xawa = X F' X Fxw) ).

o 20 Grumd dam Defivitionsbereidy: Bebrashie die Vb cfolmianns Gumlikion

TX)
X) = N = ity
G‘( ) -‘F‘ba on.va
Diese Furtion (5% Tmachst vus M iner L q\u\g

LM Az (iniesy, Devw \»qsw\'-F“K?) + 0\ Qiu&% Wic W
XY #0 Vel . Tumacnst @vual st G, nocw

wiadnt W fuuid X
T(X) =0 gtk G Bst Sidn W X jedodn skks (Cortsetyern:

AUAED U\ TRS = WEONRRS
2% QA \&waq.\auu\a W waik

mo\/\\ Q_Q iv\;Q\‘\‘ oL

wath \Vorous .So.-\%uus ;
GR:=Um &) 2 X= 5% T v 2ok ¥
X €UW\KY xeUMKx} :F‘KX),S':;- (Ao.lv\ \(X)=0
T —[F &)= 0) wund [T (%) *0)

Ay el i => kqac.\ Vow | Ho&\\*o.k
G- uw — R wadt GKX) r= X

N o«t\t\

_ _X)
F'(x)

s XEW, X#X L u i\
i e g F'oo = F ') T F)-FK)
A Tt LN
Quotieuirn

&' Lasst sidn stekiqin % ock sebiou:

®
U @) Wik WM Wmachst due ’D\(’&tw'\—iq‘fbos\m.;-\- von G UMIRY:



0 XGU) X=X

\ 3 ey \A :F“ k)() "-F\x)
G\&X) = U‘\ G\(X x::':‘ T\KX)Z'
XQQ\\xS :
= o VO L i 5
[FG)=0] xeu\x) TP - F0) + FXW)-FY )
(Fo==) 2. FW(x) . TW(x)
=> Qq‘ac.\ Vow L Nospital, @
A Ut T(X) F(x)
=2 T, 8% 27N T
xeU\\k} —+¢Lx)=o -—’T ‘(X)=o0
Ao FH0TE+ TV TG
T2 XX 2 (IR +FUWX) - FWW)
X)=0 x € Wik :‘._;'“'&';z M—*T'&?)=0
T X)=0° . e
=>Raggl von L Hospial < gy g‘_ ——
TR
A (35.4)
T
Souait 3‘\&& Ge C"(Us\@:), also @.
WD s gl i
3(QE0) £ UGN = 3 <

lewua}.d (35.4)

e Damit QO\S* e %O.\'\MY\\W\s oaus Sy 8.5,



