‘Aufgaben zur Vorlesung

Numerik I1 ~ W.-J. Beyn
Wintersemester 2012/13 D. Otten
Ubungsblatt 4 .

Abgabe: Mittwoch, 07.11.2012, vor Beginn der Ubung

Ubung:  Mi. 12:15-13:45, V5-148

Aufgabe 10: [Landausymbol und experimentelle Konvergenzordnung]

Gegeben sei eine Fehlerfunktion ¢ € C((0, 00), R) mit der Eigenschaft
@(h) = Ch? + O(h*t1)

fir 0 # C' € R, p > 0 im Grenzwert h — 0. Wie wiirden Sie die Konstanten C' und p schétzen,
wenn Thnen nur zwei Werte ¢(hy), @(he) fur hy, hy > 0 bekannt sind?

Bezeichnen (' (hi, hg), P(h1, he) diese Schitzungen, so zeige man fiir ein festes Schrittweiten-
verhiltnis ¢ € (0, 1) die Bezichungen

p(h,qh) = p+ O(h)
C'(h,qh) = C + O(h| In(h)|)
furh >0, h — 0.
(6 Punkte)

Sei nun eine numerisch auswertbare Funktion y € C'(]0, 00), R) gegeben, die
y(h) = yo + CHP + O(RP*Y) fiur b — 0

fiir gewisse 4o, C' € R und ein p > 0 erfullt. Wie wiirden Sie die Konstanten o, C und p
schitzen, wenn man fiir festes ¢ € (0, 1) die Werte y(h), y(gh) und y(¢*h) kennt?
(2 Zusatzpunkte)

Aufgabe 11: [explizite Runge-Kutta-Verfahren und lineare AWA]

Gegeben sei A € R™" und eine Anfangswertaufgabe mit konstanten Koeffizienten
u = Au fiur t >0, u(0) = u’ e R™

Zeigen Sie, dass jedes explizite Runge-Kutta-Verfahren m-ter Stufe mit der Schrittweite A fur
dieses System auf eine Rekursion

Wl = Ahuj, go=1l; Lyl s ; Ap € R™™,

fithrt, wobei A, = q(hA) und ¢ ein Polynom vom Grad < m ist. Geben Sie fiir das Euler-
Verfahren, die Methode von Heun und das klassische Runge-Kutta-Verfahren das jeweilige Po-
lynom ¢ explizit an. Féllt Thnen etwas auf?

(6 Punkte)



Aufgabe 12: [Euler-Verfahren]

Losen Sie die Anfangswertprobleme

1. analytisch,

2. numerisch durch das explizite Euler—Verfahren und durch die Methode von Heun fiir die

Schrittweiten k; = £ (1), 4 = 0,...,5. Vergleichen Sie jeweils den Konvergenzfehler in

der euklidischen Norm an der Stelle ¢ = 1

p(hi) = un, (1) = w(1)]2,

wobei u die analytische und wu,, die jeweilige numerische Losung zur Schrittweite h;
bezeichnet. Zeichnen Sie dazu die Fehler im Bezug zur Schrittweite in ein Diagramm mit
logarithmisch skalierten Achsen ein. Was féllt Ihnen auf?

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de.
(6 Punkte)
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function aufgabel?l

A= 1/10%[-9 8;-2 -1];

u_init = [(1;1];
t0 = 0;
tl = 1;

h = 1/5%(1/2) .*(0:5);

for n=1:length (h)
t_grid{n} = tO0:ih(n) :tl;
u_euler{n} = zeros(length(u_init), length(t_grid{n}));
u_heun{n} = zeros(length(u_init),length(t_grid{n}));
u_euler{n} (:,1) = u_init;
u_heun{n} (:,1) = u_init;

end

solution
u_sol = zeros(length(u_init),length(t_grid{length(h)}));
for m=1l:length(t_grid{length (h) })
u_sol(:,m) = u_anal (t_grid{length(h)} (m),A,u_init,t0);
end
for n=1:length (h)
for m=1:1length (t_grid{n}) -1
u_euler{n} (:,m+l) = u_euler{n}(:,m) + h(n)*A*u_euler{n} (:,m);
end
end

for n=1l:length (h)
for m=1l:length(t_grid{n})-1

o ey Lo N € 50 o B T v (AF eulertalis  my+and
1ler{n} (:,n b (1 A¥u._en ‘ b, \
;

g il i i . 1 bl o [

u_ﬁeuﬁfn}(:,m+l) = u_heun{n} (:,m) + (h(n)*A+l/2*h(n)AZ*AAZ)*u_heun{n}t’
(:ym);
end
end

for n=1:length (h)
err_euler (n) = norm(u_euler{n} (:,end)-u_sol(:,end));
err_heun(n) = norm(u_heun{n} (:,end)-u_sol(:,end));

for n=2:length (h)
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EOC_euler (n) = log(err_euler (n-1)/err_euler(n)) / log(h(n-1)/h(n));
EOC_heun (n) = log(err_heun(n-1)/err_heun(n)) / log(h(n-1)/h(n));
end

pLotting 1€ “Or 1 L0ga ;
figure ' #
loglog(h,err_euler,’ .-b’") :
hold on
loglog (h,err_heun,’ r’)
hold off
xlabel (')
ylabel (' ‘phi(h)’)
title ([’ Konvergenzfehl phi (! u eitpunkt t = ‘,num2str(tl)])
legend (' Euler hod” , "I method’,’ Location’, ' Best’);

plotting a phase diagramm {(1.e. image of the solution u)
xmax=max ([u_euler{1l}(1l,:) u_euler{l}(l,:) u_heun{l}(1l,:) u_heun{2}(1,:)1);
xmin=min ([u_euler{1l}(l,:) u_euler{l}(l,:) u_heun{l}(l,:) u_heun{2}(1,:)1);
ymax=max ([u_euler{l}(2,:) u_euler{l}(2,:) u_heun{1l}(2,:) u_heun{2}(2,:)1);
ymin=min ([u_euler{1l}(2,:) u_euler{l}(2,:) u_heun{l}(2,:) u_heun{2}(2,:)1);
figure

hold on

plot (u_sol(l,:),u.s0l(2,:))

plot (u_euler{1l}(l,:),u_euler{l}(2,:),"  *:
plot (u_euler{2} (1, :),u_euler{2}(2,:),' .¢
hold off

title (' Phasendiagramm (Euler)’)
xlabel ("u _17)

ylabel ("u_2")

axis ([xmin xmax ymin ymax]
legend(’ analvtische Lsg’, [
(2))1,' Location’,’Best’)

)
"Euler h = ' num2str(h(1))],[’'Euler h = ' numZStr(hKI

figure

hold on

plot (u_sol(l,:),u_sol(2,:))

plot (u_heun{l1l} (1, :),u_heun{l}(2,:),"  *r")
plot (u_heun{2} (1, :),u_heun{2}(2,:),’ .g")
hold off

title (' Phasendiagramm (Heun)’)

xlabel (‘u_17)

ylabel (‘u_2")

axis ([xmin xmax ymin ymax])

legend (' analvtische Lsg’, ['Heun h = ' num2str(h(l))], [’'Heun h = ' num2str(hl/
(2))1, " Location’, ' Best’)

ng the

=

fprintf (' \n Musterloesung ] 3\n\n’)
fprintf (’ h 1 ing\n’)
fprintf (7 e n’)
fprintf (' Euler:\n')

fprintf (7 %6.5f

for n = 2:length (h)
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fprintf (7 26 .5f %10 .91 lT“.rf»u',h(n),err_euler(n),EOC_euler!’
(n))
end
fprintf (' Heun: LY
fprinte (/ 20.5f s10.92f 1" ,h(l),err_heun(l))
for n = 2:1length (h)
fprintf (' %6.5fF 5103 . i 510.9f\n" ,h(n),err_heun(n),EOC_heun (n))
end
end
Analvtic solution

function y=u_anal(t,A,u_init,t0)
y = expm(A* (t-t0)) *u_init;

end
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Musterloesung zu Aufgabe 12, Numerik2, WS 2012/13

(a)

Euler:

Heun:

(b)

0.20000
0.10000
0.05000
0.02500
0.01250
0.00625
0.20000
0.10000
0.05000
0.02500
0.01250
0.00625

Euler:

Heun:

.20000
.10000
.05000
.02500
.01250
.00625

.10000
.05000
.02500
.01250

0]
0
0
0
0
0
0.20000
0
0
0
0
0.00625

[clcloRoRoNol [clolooRoRol

.028041826
.013530389
006650633
003297594
.001641976
.000819296

.001473510
.000344261
.000083263
.000020478
.000005078
.000001264

.007202744
.003488726
.001719020
.000853485
.000425273
.000212273

.000578696
.000135200
.000032676
.000008032
.000001991
.000000496

exp. Konvergenzordnung

[ R )

NNNNN

exp. Konvergenzordnung

HERRPEP

NNNNN

.051376949
.024639699
.012077961
.005980782
.002976111

.097680438
.047754831
.023595860
.011726711
.005845470

.045846377
021113803
.010149120
004977722
002465263

.097715195
.048808768
024379016
.012181621
.006088652
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