Aufgaben zur Vorlesung

Numerik 11 W.-J. Beyn
Wintersemester 2012/13 D. Otten
Ubungsblatt 6 é

Abgabe: Mittwoch, 21.11.2012, vor Beginn der Ubung

Ubung:  Mi. 12:15-13:45, V5-148

Aufgabe 16 [implizite Runge-Kutta-Verfahren und lineare AWA |
Wenden Sie die beiden GauB—artigen impliziten Runge—Kutta Verfahren (m = 1,p = 2, bzw.
m = 2,p = 4) auf das System mit konstanten Koeffizienten an
u = Au, t > 0, u(0) =’ € R", A € R™".
Zeigen Sie, dass die Verfahren die Form

W = A, 5= 0,1,2,...

mit einer Matrix A, = r(hA) haben. Dabei ist r(z) = E% eine rationale Funktion und man

definiert r(C) = p(C)(¢(C))~! fur C' € R™", Bis zu welcher Ordnung stimmen die Taylorent-
wicklungen von 7(z) und e” bei z = 0 iiberein?

Hinweis: Betrachten Sie zunichst den Fall n = 1.
(6 Punkte)

Aufgabe 17: [Lipschitz—Stetigkeit expliziter Runge—Kutta—Verfahren]

Sei p = @(t, v, h) die Verfahrensfunktion eines konsistenten expliziten Runge—Kutta—Verfahrens
zur Bestimmung der numerischen Losung der Differentialgleichung

u = ftu),  ulto) =

wobei [ : [to, tg| x R™ — R™ Lipschitz beschrénkt mit der Konstanten L sei.
Zeigen Sie, dass ¢ einer Lipschitz-Bedingung im zweiten Argument geniigt, dass also ein Ly,
existiert mit

lo(t, v, h) — e(t,w,h)|| < Ly |lv—w| Vi€ [to,tg] Vv,w e R™

Wie verhilt sich L, fir h — 0?
(6 Punkte)



Aufgabe 18: [Implementierung des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens]

Losen Sie die Anfangswertaufgabe zum (modifizierten) Lotka-Volterra-Modell

2 = (1 — o — X, 2(0) = a0,

y' = (z - Dy — u?, y(0) = %,
mit konstanter Schrittweite und dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren fir ¢ € [0,5] und
o= 10,

a) Fiihren Sie jeweils eine Rechnung mit h = -, (wo,%0) = (3,1) fiir die Parameterwerte

= p = 0und A = g = 1 durch. Berechnen Sie auch den Wert der Erhaltungsgréfie
E(x,y) des Lotka-Volterra-Modells an den numerischen Naherungsvektoren. Zeichnen
Sie jeweils (¢, ), (t,y) und (¢, E(x,y)).

b) Berechnen Sie die experimentelle Konvergenzordnung

l[1gn(2) — ug2n(2) “2)
[[un(2) — ugn(2)]l,

EOC(h, qh, ¢*h) = ﬁ?l In (

zur Zeit ¢ = 2 fir den Anfangswert (29,90) = (1, 3), die Parameterwerte A = p = 1
und Schrittweiten b = ¢'hg, i = 0,...,6, ¢ = 1, hg = 3, wobei u, die numerische
Néherungslosung zur Schrittweite h bezeichne. Welche Beobachtungen machen Sie?

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de.
(6 Punkte)
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alpha2 =
lambda
mu = 0;
f = Q(t,v) [alpha2*(1-v(2))*v(l)-lambda*v(1l)"2; (v(1l)-1)*v(2)-mu*v(2)"2];
u_init=[3;1]; p
t_init=0; 5

t_end=5;

h=1/40;

E = Q(v) v(l,:).*exp(-v(l,:)).*v(2,:)."(alpha2).*exp(—-alpha2*v(2,:));

I
o
~.

alpha=[0 1/2 1/2 1];
beta=[0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 0];
gamma=[1/6 1/3 1/3 1/6];

[tn_rkclassic,un_rkclassic]=rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end,h,élpha,beta,¢'
gamma) ;

LENAaLTURGEIJLOSS S B4

EG = E(un_rkciassic);

¢% Graphische Ausgabe
figure

subplot (2,3,1)

hold on

plot (tn_rkclassic,un_rkclassic(l,:), " b");

plot (tn_rkclassic,un_xrkclassic(2,:),"x");

hold of

title ('« Loesungen x und v fuer Lambda= \mu=0") ;
xlabel (t’); ylabel ('=(t),y(t)");

legend(’ (t, =)', " (t,y)', Location’, Best’);

subplot (2, 3,2)

semilogy (tn_rkclassic,EG, g’);

title('a; Erhaltungsgroesse fuer \lambda=\mu=0’);
xlabel ("t’); ylabel ("E(x{t), v{t})');

legend(’ (t,E(x,y))’, ' Location’, Best’);

subplot (2, 3, 3)

plot (un_rkclassic (1, :),un_rkclassic(2,:), k")
title(’a) Phasendiagramm fuer Lambda=\mu=0");
xlabel ("= (t})’); ylabel (' v{ti"');

alpha2 = 10;

lambda 1;

mu = 1;

f = Q@(t,v) [alpha2* (1-v(2))*v(l)-lambda*v(1l)"2; (v(1l)=1)*v(2)-mu*v(2)"2];
u_init=[3;1];

t_init=0;

t_end=5;

h=1/40;

E = Q(v) v(l,:).*exp(-v(l,:)).*v(2,:)."(alpha2).*exp(-alpha2*v(2,:));
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% Runge—-Kutta-Tableau (m=4) Klassisches Runge-Kutta-Verfahren
alpha=[0 1/2 1/2 1];
beta=[0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 O 1 01;

gamma=[(1/6 1/3 1/3 1/6];

[tn_rkclassicZ,un_rkclassicZ]=rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end,h,alpha,beta,Z’
gamma) ; ) ‘
:% Erhaltungsgroesse bestimmen

EG2 = E(un_rkclassic?2);

%% Graphische Ausgabe

subplot (2, 3, 4)

hold on

plot (tn_rkclassic2,un_rkclassic2(1,:),’'b’);
plot (tn_rkclassic2,un_rkclassic2(2,:),'r");
hold off

title(’'b) Loesungen x und y fuer \lambda=\mu=1"')
xlabel ("t’); .ylabel (' x(t) y{(t)');

legend(’ (t,=z)’',’ (t,y) ',  Location’, ' Best’);

subplot (2,3, 5)

semilogy (tn_rkclassic2,EG2,’ g’);

title('b) Erhaltungsgroesse fuer \lambda=\mu=1l’);
> ] ’

xlabel ('t’); ylabel ('E(={(t),yv{(ti)");

legend(’ (t,E(x,y))’,' Location’,’Best

")

subplot (2, 3, 6) ;
plot (un_rkclassic2 (1, :) ,un_rkclassiec2(2,:),"k");
title('b) Phasendiagramm fuer \lambda=\mu=1');

xlabel ('x(t)’); ylabel ('y(t)');
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function [tn,un] = rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end,h,alpha,beta,gamma)
; EYETLTOT oest Anfancswertprobleme der Form

A ER £ 1 & 1 £ 1 11t
u ! - C 1A r UL nic) = W_ 11111

> L1111 1allslierung I
m=length (gamma) ;
tn=t_init:h:t_end; 3«
time_steps=length(tn); ¥ Anzahl de
space_dim=length (u_init); D] 5
un=zeros (space_dim, time_steps);
un(:,l)y=u_init;

k=zeros (space_dim,m) ;

Iteration

sdaten

~q v 1 - 1- N
vierung der k_1's

Ltes Runge-Kutta-Verfahren

for‘j=2:time_steps

for i=1l:m
temp_k=zeros (space_dim, 1) ;
for l=13i-1
temp_k=temp_k+beta (i, 1) *k(:,1);
end
k(:,1i)=Ff(tn(j-1)+alpha (i) *h,un(:, j-1)+h*temp_k);
end

Berechnung der u™j’s

temp_phi=zeros (space_dim, 1) ;
for i=1l:m
temp_phi=temp_phit+gamma (i) *k (:,1);
end
un(:, j)=un(:, j-1)+h*temp_phi;
end

end
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alpha2 = 10;

lambda L

mua = 1;

f = @(t,v) [alpha2* (1-v(2))*v(l)-lambda*v(1l)"2; (v(1)-1)*v(2)-mu*v(2)"2];
u_init=[1;1/2];

t_init=0;

t_end=2; 5
h0=1/2;

q=1/2;

h_grid=h0.*q. ™ (0:10);
time_stepsizes = length (h_grid);

I

t_grid=cell(l,time_stepsizes);
un_rkclassic=cell (l,time_stepsizes);

for n=1l:time_stepsizes
t_grid{n} = t_init:h_grid(n) :t_end;

un_rkclassic{n} = zeros(length(u_init),length(t_grid{n}));
un_rkclassic{n} (:,1) = u_init;
end

alpha=[0 1/2 1/2 1];
beta=[0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 0];
gamma=[1/6 1/3 1/3 1/6];

for n=1l:time_stepsizes
[tn_rkclassic,un_rkclassic{n}]=rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end,h_grid(n),t'

alpha,beta,gamma) ;

end

err_rkclassic = zeros(time_stepsizes-1,1);
for n=l:time_stepsizes-1

err_rkclassic(n) = norm(un_rkclassic{n} (:,end)-un_rkclassic{n+l} (:,end));
end

EOC_rkclassic = zeros(time_stepsizes-2,1);

for n=1l:time_stepsizes-2

EOC_rkclassic(n) = log(err_rkclassic(n+l)/err_rkclassic(n))/log(q);
end
fporintf (' \n Experimentelle Kor rgenzordnungen (EQC) mittels drei numerischer
Loesungeni\n’) ;
fprintf (' h Klass. RK-Verfahren\n’)
EPLANt F (/=== m = o e e e e e T )
fprintf (' %6.5f\n’ ,h_grid(1));
fprintf (' %6.5f\n’ ,h_grid(2));

for n=3:time_stepsizes
fprintf (' %6.5f 510.9f\n’ ,h_grid(n) ,EOC_rkclassic(n-2));
end
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