Aufgaben zur Vorlesung

Numerik 11 W.-J. Beyn
Wintersemester 2012/13 D. Otten
Ubungsblatt 7 )

Abgabe: Mittwoch, 28.11.2012, vor Beginn der Ubung

Ubung:  Mi. 12:15-13:45, V5-148

Aufgabe 19 [Autonomisierung]

Wir betrachten die nicht-autonome Differentialgleichung

u = f(t,uw), ulty) =u° (1

mit f € C'(J x R*,R"). Indem man die Zeit als kiinstliche Zustandsvariable auffasst, kann das
Anfangswertproblem (1) autonomisiert werden, d.h. dquivalent umgeschrieben werden in

() -(4") ()= .

Zeigen Sie, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahren genau dann invariant unter Autonomi-
sierung ist, wenn fiir die Koeffizienten gilt

i’)’jzl und iﬁi;‘:ai Vi 1,...,m
j=1

j=1

Hinweis: Invariant unter Autonomisierung bedeutet, dass die numerische Losung fiir u von (2)
mit der von (1) iibereinstimmt. Verwenden Sie s > 0 als unabhéngige Variable in (2).
(6 Punkte)

Aufgabe 20: [Stabilitédt des impliziten Euler-Verfahrens]

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
u = f(t,u), t € J=[to,tg], wu(to)=u’€R",

wobei f € C(J x R*, R") einer einseitigen Lipschitzbedingung geniige, vergleiche Aufgabe 5,
d.h. es gebe ein o € R derart, dass

(f(t,0) = f(t,w),v—w) < alv—w|; VieJYv,weR"

Man zeige, dass das implizite Euler-Verfahren

7+1 N J+1 O —
F ('L{,'] — U,J) o f(tj+],’u,} ), ] = O, T M — 1, h,max = ]101?(12}]\)51_] h’]

J

unter der Voraussetzung chmax < ¢ < 1 mit g €]0, 1| stabil ist beziiglich der Norm

n\$2
e =  max, (i)l we RY™.

.....



Hinweis: Es darf ohne Beweis angenommen werden, dass das Gleichungssystem
v—u= hf(t,v)

fir allew € R*, ¢t € Jund h > 0 mit ah < 1 genau eine Losung v = wv(¢,u, h) besitzt.
Weiter orientiere man sich eng am Stabilitdtsbeweis der Vorlesung, Satz 2.13, und verwende
die einseitige Lipschitzbedingung anstelle der beidseitigen.

(6 Punkte)

Aufgabe 21: [Implizite Runge-Kutta-Verfahren]

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
u = f(t,u), u(ty) = u’.

Schreiben Sie ein Programm, das folgendes leistet: _
Nach Eingabe der Anfangsdaten u°, der rechten Seite f sowie deren Ableitung D f, des Start-
und Endzeitpunktes ¢y und ¢z, der Schrittweite ~ und eines m-stufigen Runge-Kutta-Tableaus

ar | Bu o Bim
Ay ,Bml e ﬁm,m

T

soll das Programm das zugehorige (implizite) Runge-Kutta-Verfahren durchfithren. Losen Sie
die impliziten Gleichungen im j-ten Schritt mit dem (mehrdimensionalen) Newton-Verfahren.
Starten Sie dabei mit &Y = f(;,u) fiiri = 1,...,m und beenden Sie die Iteration, sobald

ma [l K < 107
erfiillt ist. Brechen Sie die Rechnung ab, falls das Newton-Verfahren nicht konvergiert (zu viele
Iterationsschritte oder Overflow).
Verwenden Sie Thr Programm zur numerischen Losung der aus Aufgabe 14 bekannten Beispiele
a) und b) auf dem Intervall [0, 7] mit den angegebenen impliziten Runge-Kutta-Verfahren und
der Schrittweite h = 0.1. Zeichnen Sie fiir a) und b) jeweils ein aussagekriftiges Diagramm,
das die exakte Losung und alle numerischen Losungen enthélt!
Runge-Kutta-Tableaus:

e m = | (mit Konsistenzordnung 2)

1
e m = 2 (mit Konsistenzordnung 4)
§G-v3) | ¢ i-%
1(3+v8) | §4+8 3
1 1
|2 2

(6 Punkte)
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A\U\Qt)slaz A:

(t,v) v-2*sin(t);
Dvf R(t,v) 1;
u_init=1;

t_init=0;

t_end=7;

h=0.1; 4
t_fine=t_init:h/100:t_end; ;

u_bar = @(t) cos(t)+sin(t);

Hh
o
I @ <

vy 1
eDl1rzit e

s Runge~Kutta—-Tableau
alpha=[0];
beta=[0];
gamma=[1];

[tn_euler,un_euler]=rk_explicit(f,u_iniﬁ,t_init,t_end,h,alpha,beta,gamma);

alpha=[0;1/21;
beta=[0 0; 1/2 0];
gamma=[0 17];

[tn_heun,un_heun]=rk_explicit (f,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta,gamma);

Runge-Hutta-Tableau {(m=4 Klassisches Runge-Kutta-Verfahrel
alpha=[0 1/2 1/2 1];
beta=[{0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 O 1 0J;

gamma=([1/6 1/3 1/3 1/6];

[tn_rkclassic,un_rkclassic]=rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end,h,alpha,beta,¢’
gamma) ;

alpha=[1/2];
beta=[1/2];
gamma=[1];

[tn_mlp2,un_mlp2]=rk_implicit (f,Dvf,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta,gamma) ;

alpha=[ (3-sqrt (3))/6; (3+sqrt (3))/6];
beta=[1/4 1/4-sqrt(3)/6; 1/4+sqrt(3)/6 1/4];
gamma=[1/2 1/2];

[tn_m2pd,un_m2p4]=rk_implicit (£,Dvf,u_init,t_init,t_end, h,alpha, beta,gamma) ;

figure;

subplot (1,2,1);

hold on;

plot (tn_euler,un_euler,’ *b’);

plot (tn_heun,un_heun,’ ‘r’);

plot (tn_rkclassic,un_rkclassic, " *qg’);

plot (t_fine,u_bar(t_fine), k’');
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legend('explicit Euler:s m=1l, p=1Y',"Heunt m=2, p=2',"¢classical RK: I ,‘J/
p=4',’'exact’,’ Location’,’'Best’);
hold

subplot (1,2,2);

hold on;

plot (tn_mlp2,un_mlp2,’ ‘L’)
plot (tn_m2p4,un_m2p4, " ‘")
plot (t_fine,u_bar (t_fine),
legend('m=1, p=2',’'m=2, p=4’,’ezact’,'Location’,’'Best’);
hold off;

~ ~s o~

d),
’

£ =Q@(t,v) 1/10*[-6 2;2 —9]*v;
Dvf = @(t,v) 1/10*[-6 2;2 -9];

u_init=[1;1];

t_init=0;

t_end=7;

h=0.1; -

t_fine=t_init:h/100:t_end;

u_bar = @(t) 1/5*[-exp(-t)+6*exp(-t/2);2*exp(~-t)+3*exp(-t/2)1]1;

alpha=([01];
beta=[0];
gamma=[1];

[tn_euler,un_euler]=rk_explicit (f,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta,gamma);

Runge-Kutta-Tableau (m=2) Heun-Verfahren
alpha=[(0;1/2];
beta=[0 0; 1/2 0];

gamma=[0 1];

[tn_heun,un_heun]=rk_explicit (f,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta, gamma) ;

alpha=[0 1/2 1/2 1];
beta=[(0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 01;
gamma=[1/6 1/3 1/3 1/6];

[tn_rkclassic,un_rkclassic]=rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end,h,alpha,beta,¢’
gamma) ; ,

implizite Runge-Kutta-Verfahren
alpha¥[l/2];
beta=[1/2];
gamma=[1];

[tn_mlp2,un_mlp2]=rk_implicit (£,Dvf,u_init,t_init,t_end,h,alpha,beta,gamma) ;
» Runge-Kutta-Tableau (m=2, p=4

alpha=[ (3-sqrt (3))/6; (3+sqrt (3))/6];
beta=[1/4 1/4-sqrt(3)/6; 1/4+sqrt(3)/6 1/4]1;
gamma=[1/2 1/21;
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[tn_m2p4d,un_m2pd]=rk_implicit (f,Dvf,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta, gamma);

u_exact_sol=u_bar (t_fine);
space_dim=length (u_init);
for i=l:space_dim 5
figure; 5
subplot (1,2,1)
hold onj;
plot (tn_euler,un_euler(i, :),’' *b");
plot (tn_heun,un_heun(i,:), " *c’);
plot (tn_rkclassic,un_rkclassic(i,:),’ "g’);
plot (t_fine,u_exact_sol(i,:), k’);

legend (’'e=zplicit Euler: m=1, p .’ Heun: m=2, p=2'",'classical RK: W"&,!’
4 ;" evact” ;“Location’; 'Best ] ;

hold

subplot (1,2;2) ;

hold onj;

plot (tn_mlp2, un_mlp2{i,5).,." *b* )}
plot (tn_m2p4,un_m2p4 (i,:)," *c");
plot (t_fine,u_exact_sol(i,:), 'k’
legend(‘m=1, p=2','m=2, p=4",'exact’,’'Location’,’ Best’);
hold off;

end
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function [tn,un]) = rk_implicit (f,Dvf,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta, gamma)

Ul

L ali ing F
m=length (gamma) ; . £ :
tn=t_anit:hit_end; : diskretes
time_steps=length (tn); anzahl d
space_dim=length (u_init);
un=zeros (space_dim, time_steps) ;
un(:, 1l)=u_init;

k=zeros (space_dim,m) ;

R
11

for j=2:time_steps

for i=1l:m
k(:,i)=£(tn(j-1),un(:,j-1));
end
+ Mehrdimensionales Newton-Verahren
eps=10"(=-7);
max_newton_steps=20;
n = 0;
xn = k(:);
yn F(f,alpha,beta,xn,tn(j-1),un(:,j-1),h);
while max(abs (yn))>eps
n = n+l;
zn = xn - DF(Dvf,alpha,beta,xn,tn(j-1),un(:,j=1),h)\yn;
i f norm(zn—-xn)==Inf
error ('Mewton method has not converged: Overflow.’)
end
XN=2zn;
yn = F(f,alpha,beta,xn,tn(j-1),un(:,j-1),h);
1f n>max_newton_steps
error (' Newton method has not converged: Maximal number of ifi:a‘tmm;!’
reached.’)
end
end
k(:)=xn;

temp_phi=zeros (space_dim, 1) ;
for i=1l:m
temp_phi=temp_phi+gamma (i) *k (:,1);
end
un(:, j)=un(:, j-1)+h*temp_phi;
end
end
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function z = F(f,alpha,beta,k,t,v,s)
d=length (v);
m=length (alpha) ;
z=zeros (d*m, 1) ;
for i=1l:m

£3v g 11 167 z 1 - 4
temp_phi=zeros(d,1);
for j=l:m

temp_phi=temp_phitbeta (i, j) *k((j-1) *d+1:3j*d);

end
z ((i-1)*d+1l:i*d, 1)=f (t+alpha (i) *s,v+s*temp_phi) -k ((i-1)*d+1l:i*d);
end
end

Function DF
function A = DF(Df,alpha,beta,k,t,v,s)
m=length (alpha) ;
d=length (v);
A=zeros (d*m,d*m) ;
for i=1l:m
temp_phi=zeros(d,1);
for j=1:m
temp_phi=temp_phit+beta (i, j) *k((j-1)*d+1l:3*d);

end
» Berechnung on I
for j=1:m

if i==j

A((i—l)*d+l:i*d,(j—l)*d+l:j*d)=Df(t+alpha(i)*s,v+s*temp_phi)*s*betak’
(i, j)-eye(d,d);
else
A((i—l)*d+l:i*d,(j—l)*d+l:j*d)=Df(t+alpha(i)*s,v+s*temp_phi)*s*beta¢,
(i, 3);
end
end
end
end

Yren:

function [nst,n]=newton (F,DF,x0,eps,newton_einfach)
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i1f newton_einfach
AQ=DF (x0) ;
while max (abs(yn)) >eps

n = n+l;
xn = xn - AO\yn; P
yn = F(xn);
end
else
while max (abs (yn))>eps
n = n+l;
: ®n LR {dF (xn},vn, 1) ;
xn = xn — DF(xn)\yn;
yn = F(xn);
end
end
nst=xn;

end
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function [tn,un] = rk_explicit(f,u_init,t_init,t_end, h,alpha,beta,gamma)

P ) [ O I o U LT LN1LT) l

‘ nitialisierung )

m=length (gamma) ; 2 Stufe des RK-Verfahre
tn=t_init:h:t_end; 4
time_steps=length (tn);
space_dim=length (u_init);
un=zeros (space_dim, time_steps); vicherre r In RK
un(:,1l)=u_init; % Initialisierung der Anfangsdaten
k=zeros (space_dim, m) ; peich ‘ Lo ! ler k_1's

for j=2:time_steps

for i=1l:m
temp_k=zeros (space_dim, 1) ;
for 1=1l:i-1
temp_k=temp_k+beta (i, 1) *k(:,1);
end
k(:,1)=f(tn(j-1)+alpha(i)*h,un(:, j-1)+h*temp_k);
end

3 2. B chnung der u S
temp_phi=zeros (space_dim, 1) ;
for i=1l:m
temp_phi=temp_phi+gamma (i) *k (:, 1);
end
un(:, j)=un(:, j-1)+h*temp_phi;
end

encl
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