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Aufgabe 28: [Symmetrische Koeffizienten von Mehrschrittverfahren]

Gegeben sei eine Mehrstellenformel
0f)=> afw)=> bW, feC'(RR)
v=0 v=0

mit
m

(f)=0firalle feP,, » b =1 (1)

v=0

Die Koeffizienten a,, b, seien durch (1) eindeutig bestimmt.
Man zeige:

Oy =0y wnd b, ,=0b, firale w=0.,..;m.

Hinweis: Man beachte, dass p — 2m aus der eindeutigen Losbarkeit von (1) folgt, und man

wihle eine geeignete Basis von 7,
(6 Punkte)

Aufgabe 29: [BDF-Verfahren mit variabler Schrittweite]

Man bestimme die Koeffizienten ag, a1, g €ines Zweischritt-Verfahrens mit nichtdquidistanten
Knoten t]‘ < t]'+1 < tjt2,

g | A P42 :
aot? + oqu?t + opudt? = f(t0, W), §=0,1,2,...,

so dass die Konsistenzordnung O(h?,, ) vorliegt, wobei Amax = max;_o,...m—1h; und h; =

b1 — b,
Unter welcher Bedingung an h;, h; 4 erfullt das charakteristische Polynom g(z) = LT
die Wurzelbedingung?
Hinweis: Zur Konstruktion der Formel und zum Nachweis der Konsistenzordnung kann Nume-
rik 1, §5.4 verwendet werden.

(6 Punkte)



Aufgabe 30: [Lineare Differenzengleichungen]
Geben Sie fiir die folgenden Differenzengleichungen jeweils die allgemeine Losung der homo-
genen Aufgabe und die spezielle Losung zu den vorgegebenen Anfangswerten an.
(a) Vg2 — Vj41 e Vj, j = O(, 1, 2 )
Anfangswerte: vp = 0, v; = 1 (Fibonacci—Folge)

(b) Verfahren der riickwirtigen Differenzen (BDF) der Ordnung 2 bzw. 3 fiir die Aufgabe
il = 0; wf@)=1

Anfangswerte: vg = 1, vy = 1 + h2bzw. vy = 1, v = 1, vg = 1 + h®

(6 Punkte)

Aufgabe 31: [Adams—Bashforth-Programmierung]

Das Anfangswertproblem

(- w2 2) @) G6) -0
'LL/Q . 10\-2 -1 U9 ' UQ(O) T 1
soll numerisch mit dem m—Schritt—~Adams—Bashforth—Verfahren fir m € {1,...,12} auf |0, 1]
realisiert werden.
Berechnen Sie dafiir zunéchst fiir jedes m die Koeffizienten a,,,—1, am, bo, - . . , bim—1, indem Sie
das entsprechende lineare Gleichungssystem (vgl. Skript, Satz 3.1) aufstellen und numerisch
[6sen. ' ) i

1\t

Verwenden Sie fiir alle Verfahren die Schrittweiten h; = % (—

; ,1=20,...,5. Als Startwerte

Nl

nehmen Sie die Werte der aus Aufgabe 12 a) bekannten exakten Losung u(t) = é <55J_r|“2tt> e

an den Stellent; = h;j,7=0,...,m — 1.

Zeichnen Sie den Fehler der numerischen Losung u,, zur exakten Losung « an den Stellen ¢,
in ein aussagekriiftiges logarithmisches Diagramm ein und bestimmen Sie die experimentelle
Konvergenzordnung zur Zeit t = 1 (vgl. Aufgabe 10)

| @(hi)
. <‘P(hi+1)) ) N
EOC(hi,hi+1) = -——T—, 1= 0,...,4, gO(h) = ”U,h(l) —U(l)“2 )
Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de.
(6 Punkte)



Aufgabe 32: [Randwertaufgaben in der chemischen Modellierung]
Stellen Sie fuir die inhibierte Michacelis—-Menten—Reaktion (vgl. Aufgabe 7)

C+EXCESD4+E C+CE B CCE
‘_
k_3 ’
eine Anfangsrandwertaufgabe auf, in der Dirichletsche Randbedingungen fiir die diffundieren-
den Substrate und Diffusion nur fiir C' und D angenommen werden. Leiten Sie fiir den stati-
ondren Zustand c(z), 0 < @ < L, des Substrats C' eine Randwertaufgabe der Form

C” — SO(x) ' Q(C)» 0 S T S La C(O) = Co, C(L) = Cy

her, wobei Sy (z) die Summe der Anfangskonzentrationen von I/, C'F; und CCFE ist.
Skizzieren Sie die Funktion g(c¢) (Kurvendiskussion) und diskutieren Sie ihr Verhalten beim
Ubergang ks — 0.

(6 Punkte)
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A=1/10*[-9,8;-2,-1];
: Q(t,v) A*[v(1l);v(2)];
u_init=[1;11;

t_init=0;
t

h

m

It

end=1; P
steps=1/5*(1/2) .~ ((0:5)+2) 5
_steps=1:12;

str=’'Comput ing
w=waitbar (0, str,
step=0;
steps=length (m_steps) *length (h_steps);
for m=m_steps
m_ind=find(m==m_steps) ;
for h=h_steps
step=step+l;
waitbar (step/steps,w, [str, ' ,num2str(m),’ , =", num2str(h)]);
h_ind=find(h==h_steps);
[tn{h_ind},un{m_ind,h_ind},a{m_ind},b{m_ind}]=AdamsBashforth(f,u_init,K’
t_init, t_end,h,m);
enda

Adams-Bashforth method’);

end

close (w) ;

1 i )¢ & {
for h=h_steps
h_ind=find (h==h_steps);
t_grid=t_init:h:t_end;
for i=1l:length(t_grid)
un_bar{h_ind} (:,1i)=expm (A* (t_grid(i)-t_init)) *u_init;
end
end
s ang des
for m=m_steps
m_ind=find (m==m_steps) ;
for h=h_steps
h_ind=find(h==h_steps);
err AB{m_ind, h_ind}=un{m_ind, h_ind}-un_bar{h_ind};
end
end
for m=m_steps
m_ind=find (m==m_steps) ;
fig(m_ind)=figure;
hold ocn;
for h=h_steps
h_ind=find (h==h_steps); v

it

semilogy(tn{h*ind},sqrt(err_AB{m_ind,h_ind}(1,:).A2+err_AB{m_ind,h_ind}¢’
(2,:).72)," ")



07.01.13 13:44 /homes/dotten/Desktop.../aufgabe3l.m 2 of 2

end

¢ et o / i o ' . . : . 7
/ R ; TN o - / 4
7 i i L ’ : ’ i ) ’ ’
.

hold off

end

for m=m_steps
m_ind=find (m==m_steps) ;
for h=h_steps
h_ind=find (h==h_steps);
err_AB_timel{m_ind,h_ind}=norm(err_AB{m_ind,h_ind} (:,end));

end

end
for m=m_steps

m_ind=find (m==m_steps) ;

for n=2:length(h_steps)

€ , end 2

EOC_AB{m_ind} (n) = log(err_AB_timel{m_ind,n-1}/err_AB_timel{m_ind,n}) / logzl
(h_steps (n-1) /h_steps(n));

end
end

der

fprintf (' \n Musterloesung
tprintL ( h
(
(

fprintf (7
fprintf (7
for m=m_steps
m_ind=find (m==m_steps) ;
fprintf (['m=',num2str(m),’ :\n
fprintfi’ %6.5f %
for n = 2:length(h_steps)
fprinte(” 26,51
{m_ind,n}, EOC_AB{m_ind} (n))
end

1 — 5 X - C~h v 3 — Al Mo —Rachfar+drh Ve r Ao e A/
(explizites) m-Schritt Adams-Bashforth Verfahren:\n’)

0.9e %10.9f n’,h_steps(n),err_AB_timel¢’

end
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function [tn,un,a,b] = AdamsBashforth(f,u_init,t_init,t_end, h,m)

tn=t_init:h:t_end;
time_steps=length (tn);
space_dim=length (u_init);
un=zeros (space_dim, time_steps) ;

nl=m-m_0+1;
n2=nu_l-nu_0+1;
p=m;

A=zeros (p+2,nl+n2);
for i=l:p+l

for j=1:nl
A(i,j)=poly(i=1,m_0+(j-1));
end

for j=1l:n2
A(i,nl+j)=-poly diff (i-1,nu_0+(j-1));
end
end
A(end,nl+1l:end)=ones (1l,n2);
rhs=zeros (p+2,1);
rhs (end, 1) =1;

x=A\rhs;

tor i=13inl;
a(m_0+i)=x(i); (04 (A:nA)) = x(@anA);
end ' . = A+ (A0
an2)) = XA+ (An);
for i=1:n2; bK“U—Q*(‘
b (nu_0+i)=x(nl+i);
end

1 of 2
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A= 1/10%[-9,8;-2,-11;
for i=0:m-1

un(:,i+1l)=u_anal (tn(i+l),A,u_init,t_init);
end

4. Berechnung der Adams—-Bashfortl
M=time_steps;
for j=0:M-m-1
sum_temp=zeros (space_dim, 1) ;
for nu=l:m
sum_temp=sum_temp-a (nu) *un (:, j+nu) +h*b (nu) *£ (tn (j+nu) ,un(:, j+nu));
end
un (:, j+m+l)=sum_temp/a (m+1) ;
end
end

2 POLyhomiasl aha 1
function y=poly(k,s)

y=s"k/factorial (k) ;
end

function y=poly_diff (k,s)
1f k==
y=0;
else
y=s”"(k-1)/factorial (k-1);
end
end

function y=lagrange (nu,t,nu0,nul)
y=1;
for i=nul:nul
1f i~=nu
y=y* (t-1i) / (nu-1i);
end
end
end .

\nalytic solution
function y=u_anal(t,A,u_init,t0)
y = expm(A* (t-t0)) *u_init;

end
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2013-01-07

aufgabe3l

Musterloesung zu Aufgabe 31, Numerik2, WS 2012/13

exp. Konvergenzordnung

(explizites) m-Schritt Adams-Bashforth Verfahren:

m=1:

m=2:

m=3:

m=4:

m=5:

m=6:

m=7:

m=8:

m=9:

[ocNcooNoRoRO] [cNoNoRoRoRO) [cRoNoRoRoNRO] [oNoNoRoRoNO [oNoNoRoNoNO) [cNoNoNoNoNo) [ccNoRoRoRO]

[cNoRoNoNoNo]

[ocNoRoNo

.05000
02500
01250
.00625
.00313
.00156

05000
02500
01250
00625
00313
.00156

.05000
.02500
01250
.00625
00313
.00156

.05000
.02500
.01250
00625
.00313
00156

.05000
.02500
01250
00625
.00313
.00156

.05000
.02500
.01250
.00625
00313
.00156

05000
02500
101250
00625
00313
00156

.05000
02500
.01250
00625
00313
.00156

05000
.02500
01250
.00625

— UNR~R DN —= 00 O~ N = Ul WwW = W H NP2 O - O©C O Utww NWHE A= U= N B 0=

W= OMRANY

W = O

.719020183e-03
.534847995e-04
.252725502e-04
.122732347e-04
.060464016e-04
.300071443e-05

.708403210e-05
.951194669e-05
.907270492e-06
.230422742e-06
.080527695e-07
.706885265e-08

.067643804e-06
.968336427e-07
.040977801e-08
.350615501e-09
.968248659%e-10
.967152618e-11

.005511892e-07
.664267625e-09
.278493838e- 10
.708697936e-11
.702220567e-12
.062981584e-13

.003712135e-09
.022605250e- 10
.292868437e-12
.199685415e- 14
.20032515%e-13
.480137848e-13

.499849586e-11
.481824836e-12
.026324854e-15
.268876106e-14
.691656621e-14
.758148144e-13

.292585255e-12
.226116115e-14
.316269949e- 13
.707657335e-13
.493830918e-13
.105666701e-12

.072042236e-14
.217390834e-14
.683207082e-14
.692138907e- 14
+953157785e-13
.937910987e-13

.241267077e-15
.284810488e-15
.854371589%¢- 14
.801715549¢-14

.010149120
.004977722
002465263
.001226807
000611956

R -

982074317
991365020
1995766721
.997904664
998957687

Y

950524731
.976758833
988735272
.994561850
.999009345

NN N NN

915339996
961271420
981431589
992109625
001229480

P WWWW

4.876425313
4.956760657
5.984776720
-1.206929027
-1.046995035

5.841990487
7.359020502
-2.241645686
-1.025774887
-1.016353555

5.761499168

-1.639051085
-1.040589776
-1.020767338
-1.009032142

1.673263811

-1.078633753
-1.049318249
-1.010921515
-1.011621999

-2.903058898
-0.997985999
-1.035720223
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m=10:

m=11:

m=12:

0
0

[ocNoNoNoNoNo]

[cNoNoNoNoNo]

[cNoNoNoNoNo]

00313
.00156

.05000
.02500
01250
00625
00313
.00156

.05000
02500
01250
00625
00313
.00156

.05000
02500
.01250
.00625
00313
.00156

=~

AN R DR Wik NWwWo -

Nw s pApEN

.870948821e-14
.585310234e-13

.154738693e- 14
.024737538e-14
.319176943e-14
.532394819%e- 14
.554192088e-13
.125831694e-13

.072466247e-13
.469654242e-11
.731895732e-11
.038669464e-12
.131494618e-12
.321296136e-12

.202275063e-14
.956152831e-10
.279108588e-08
.427920926e-08
.665888509¢e-13
.242365265e-13

-1.049886968
-1.010155729

-2.383331974
0.860072852

-1.182283082
-1.044984295
#1.008075278

-7.098400725
-1.686941505
5.509609761

-1.037128795
-1.019598689

-13.116736798
-7.773147390
-0.049319169
16.882107023
-0.982298031
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