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Aufgabe 33: [Schieimethode]
Uberlegen Sie sich eine SchieBmethode fiir die allgemeine skalare Sturmsche Randwertaufgabe
u(z) = flzu(@)), a<z<b
aau(a) = :Bau/(a) = Ya»
apu(d) + P’ (D) = w,

wobei a2 + 32 > 0 und o + B¢ > 0 vorausgesetzt ist. Fithren Sie nur einen reellen Parameter
s ein und stellen Sie eine nichtlineare Gleichung g(s) = 0 auf, deren Losung dquivalent zur
Losung der Randwertaufgabe ist. Geben Sie an, welche Anfangswertaufgabe man 16sen muss,
um die Ableitung ¢’(s) zu erhalten.

(6 Punkte)

Aufgabe 34: [Fredholmsche Alternative]

Man beweise fiir die lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung

Lu:=u" +pu' + qu =r, in [a,b] mitp,q,7 € C(|a,b],R)
o (oqu(a) + B (@) _ () _
s (abu(b) o)) " \m)
unter Verwendung der Fredholmschen Alternative fir lineare Differentialgleichungen 1. Ord-
nung (vgl. Skript, Satz 4.1), dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Die homogene Aufgabe Lu = 0, Ru = 0 besitzt nur die triviale Lsung.
(i1) Die Matrix
( Qq Ba > c R>?
apy1 (D) + Beyy (0)  cwya(b) + Brya(b)

ist invertierbar. ,
Dabei bezeichnen vy, y, Losungen des homogenen Gleichung Ly = 0 zu den Anfangs-
werten y1(a) = 1, y(a) = 0, bzw. y2(a) = 0, yy(a) = 1.

(iii) Fiir jedes r € C(|a,b],R) und jedes v € R? besitzt die inhomogene Randwertaufgabe
Lu = r, Ru — « genau eine Losung u € C%(|a, b],R). (6 Punkte)



Zusatz: Untersuchen Sie die Losbarkeit der Randwertaufgaben
a) o — o — 20— 0,u(0) + w(0) = 1, u(1) =0,
b) v +u =0, u(0) = Ve, u(m) = . (4 Zusatzpunkte)

Aufgabe 35: [Implementicrung’eines Schielverfahrens]

Losen Sie die skalare Randwertaufgabe
1 3 2
u'=gul, z€ [0,1], u(0)=4, u(l)=1

numerisch mit dem einfachen Schiefverfahren:
Bezeichnet u(z, s) die Losung der Differentialgleichung zu den Anfangswerten

u(0) = 4, 4/'(0) = s,
so lose man die Gleichung
g(s) = u(l,5) = 1=0

mit Hilfe der Regula falsi (Skript Kapitel 4, §1.1) zu geeigneten Startwerten. Brechen Sie
die Iteration ab, wenn |g(s)| < tol erfiillt ist und berechnen Sie u(1, s) mit dem klassischen
Runge-Kutta-Verfahren zur Schrittweite % fiir das entsprechende System 1. Ordnung (h = 455,
fol = 1014y,

Plotten Sie beide Losungskurven in dasselbe Diagramm!

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de.
(6 Punkte)
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21.01.13 12:51 /vol/tmp/dotten/Veran.../aufgabe35.m 1 of 1

» Initialisierung (Randwertaufgabe

f_2nd = @(t,u) (3/2)*u.”2; % right hand side of 2. order BVI
a = 0;

b=1;

gamma_a = 4;

gamma_Db

= 1; )
f_lst = @(t,v) [Vv(2);(3/2)*vy(1l)"2]; ! o of 1. arder IV

tol = 10~ (-12);

max_iter = 100;

h = 1/400;

% i Durch v f ‘“ 1
s0=-7.9;

s1=-8;

[Sbar_l,sol_l]=shooting_method(f_lst,a,b,gamma_a,gamma_b,sO,sl,tcl,max_iter,h);

80==3%5.,7;
s1=-35.8;
[sbar_2,so0l_2]=shooting_method (f_1lst,a,b,gamma_a,gamma_b,s0,sl,tol, max_iter, h);

figure;

hold ox :

plot (a:h:b,s0l_1,'b");

plot (a:h:b,s0l_2,"r");

hold off

legend ([’ ~=' num2str (sbar_1)], [+ num2str(sbar_2)]);

Shal_ 4 = — 8.000000000169 4
gbar_2 = —35.858548R3€9¢aQ
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function [sbar,sol] = Shooting_method(f,a,b,gamma_a,gamma_b,sO,sl,tol,max_iter,¢’
h)

: h 1z ¢ J { ¢ fah

t_init = a; 4

t_end = b; 5

alpha=[(0 1/2 1/2 1];
beta=[0 0 0 0;1/2 0 0 0;0 1/2 0 0;0 0 1 O],
gamma=[1/6 1/3 1/3 1/6];

s=10*ones (1, max_iter) ;

s(1)=s0;

s(2)=sl;

g=zeros (l,max_iter); ,
[~,vn]l=rk_explicit (f, [gamma_a;s(l)],t_init,t_end, h,alpha,beta,gamma) ;
g(l)=vn(l,end)-gamma_b;
[~,vn]=rk_explicit (f, [gamma_a;s (2)],t_init,t_end, h,alpha, beta,gamma) ;
g(2)=vn(l,end)-gamma_b;

i = 0;

while (abs(g(i+2))>=tol && i<max_iter)
s(i+3) ="s(i+2) - g(i+2)*(s(i+2)-s(i+1l))/(g(i+2)—-g(i+l));
[~,vn]=rk_explicit (£, [gamma_a;s (i+3)],t_init,t_end, h,alpha, beta, gamma);

g(i+3) = vn(l,end)-gamma_Db;
i = i+l;
end
% Test, ob maximale Anzahl an t bionen i 1 (le
if i==max_iter
error (' Regula falsi: Maximal numbher of iteration reached.’);

end

sbar=s (i+2);
sol=vn(l, :);

end
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function [tn,un] = rk_explicit (f,u_init,t_init,t_end,h,alpha,beta,gamma)

’ .
¢ U

1itialisierun K
m=length (gamma) ;
tn=t_init:h:t_end;
time_steps=length(tn);
space_dim=length (u_init);
un=zeros (space_dim, time_steps) ;
un(:,1l)=u_init;

k=zeros (space_dim,m) ;

for j=2:time_steps

for i=1l:m

temp_k=zeros (space_dim, 1) ;

£6¥ I=18a~1

temp_k=temp_k+beta (i, 1) *k(:,1);

end

k(:,1)=f(tn(j-1)+alpha(i)*h,un(:, j—1)+h*temp_k) ;
end
s 2.. Berechnung der u”"j’s
temp_phi=zeros (space_dim, 1) ;
for i=1l:m

temp_phi=temp_phit+gamma (i) *k(:,1i);

end
un(:, j)=un(:, j—-1) +h*temp_phi;
end

end
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