Aufgaben zur Vorlesung

Numerik 11 W.-J. Beyn
Wintersemester 2012/13 D. Otten
Ubungsblatt 12 i

Abgabe: Mittwoch, 23.01.2013, vor Beginn der Ubung

Ubung:  Mi. 12:15-13:45, V5-148

Aufgabe 36: [Transformation auf Systeme 1. Ordnung]

Transformieren Sie ein System von Randwertaufgaben 2. Ordnung
u'"(z) = f(z,u(x),d(x)), z € |a,b], u(xz)eR", [:]a,bxR"xR" = R"
mit
a) Dirichlet-Randbedingungen: u(a) = ,, u(b) = Yp,
b) Neumann-Randbedingungen: v'(a) = u/(b) = 0,
¢) periodischen Randbedingungen: u(a) = u(b), uv'(a) = u'(b)
in ein 2n-dimenéionales System 1. Ordnung der Gestalt

J(@) = g(z,v()), @ € [a,b],
R.v(a) + Ryv(b) =T.

Geben Sie jeweils g, R,, Ry und I" an.
(6 Punkte)

Aufgabe 37: [Regulédre Losung]
Die Losung 4 € (**(|a, b], R) einer Randwertaufgabe 2. Ordnung
—u"(z) = f(z,u(z)), © € |a,b],
Ofau(a') - ﬁau/(a) = Yas
beu(b) o ﬂbu’(b) =%

heiBt regulir, wenn (u,u’) eine reguldre Losung des entsprechenden 2-dimensionalen Rand-
wertproblems 1. Ordnung ist (vgl. Definition 4.4).
Fiir welche A € R ist die Nulllésung der Randwertaufgabe

—u"(z) = Asin(u(z)), € [0,1], «'(0)=0, wu(l)=0

reguldr?
(6 Punkte)



Aufgabe 38: [Klassisches Differenzenverfahren]

Berechnen Sie die beiden Losungen des Randwertproblems aus Aufgabe 35

W= we 01, u(0) =4, uw(l)=1
numerisch mit dem klassischen Differenzenverfahren zu den Schrittweiten h; = 11—0 (%)i,
=i ..., B
Verwenden Sie zur Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme das Newton-Verfahren. Wihlen
Sie dabei als Abbruchkriterium '

[u+) — u®)|| < tol = 10712

und als Startvektor die Gitterfunktion zu

a(l)(a:) = 5 (exakte Losung)

(l+x)
bzw. zu der Parabel 4 (2) mit den Daten
1
u(0) =4, u (§> = —11, u(l) = 1.
a) Berechnen Sie fuir die erste Losung die Konvergenzfehler

,i=0,...,6

(p(hz) = ”?__1,(1)|Qh1 — ’U,hi ¥
und schitzen Sie die Konvergenzordnung nach Aufgabe 31.

b) Bestimmen Sie fiir den Funktionswert u, (%) der zweiten Losung die experimentelle
Konvergenzordnung EOC (h, $h, 1h) wie in Aufgabe 18.

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de.
(6 Punkte)
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Au?aolvsz 38

a = 0;

b = 1;

alpha_a = 1;

alpha_b = 1;

beta_a = 0; pr
beta_b = 0; y

gamma_a = 4;

gamma_b = 1;

f = @(x,u,v) -3/2*%u.”2;

Duf = @(x,u,v) -3*u;

Dvf = @(x,u,v) 0;

alpha = [alpha_a;alpha_bl;

beta = [beta_a;beta_b]l;

gamma = [gamma_a;gamma_b];

: nit ialisieru 2 1 j 5 € hod
q = 1/2;

h = 1/10*q.”(0:6);

len_h = length(h);

tol = 10" (-12);

init_1 = @(x) 4./ (1+x)."2; » exakte
init 2 = @(x) 54*x.%2-57*x + 4; Fa

s Berechnung der numerischen Loesungen
for i=l:len_h

[xi{l,1i},ui{l,1i}]
gamma,tol,h(i),init_1);

[xi{2,1i},ui{2,1}] = finite_difference_method(f,Duf,va,a,b,alpha,beta,z’
gamma,tol,h(i),init_2);
end

finite_difference_method(f,Duf,va,a,b,alpha,beta,t'

phi_l=zeros(len_h,1);

for i=l:len_h
phi_1(i)=norm(init_1(xi{l,i})-ui{l,i},Inf);

end
% ~hnung der experimentes len Konvergenzordnung

Lo I noOnvergellZorl

EOC_l=zeros (len_h,1);
for i=2:1len_h
EOC_1(i) = log(phi_1(i-1)/phi_1(i)) / log(h(i-1)/h(i));
end
EprintE |
fprintf
forintf ('
(
(

‘ Wi a1 RASRIAA  #iF ~\ Erpmings 20
n Musterloesung zu Aufgabe 38

’

fprintf (7
fprintf be 38 a):\n
fprintf (' 6.5f $10.%9e¥n" ,h(l),phi_1(1))
for 1 = 2:len_h

fprintfi(” x6.5f 310.9¢ 310.98\n’ ,h(i),phi_1(i),EOC_1(i))
end

BB e e, T RO T P il o Ve
Finite-Differenzen-Methode:\n")
"Aufga
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TR A " 1 29 159
& Aulgabentctelld 38 1)

2 Be nmung der Indizes zu x=1/2
1nd—zeros(len h,1);
for i=l:len_h
ind(i)=find(xi{(1l,i}==0.5);
end , ¢
Berechnung der Differenz zwischen den numerischen Loesungen
err_2 = zeros(len_h-1,1);
for i=l:len_h-1
err_2 (i) = abs(ui{2,1i}(ind(i))-ui{2,i+1} (ind(i+1)));
end
% Berechnung der experimentellen Konvergenzordnung
EQOC_2 = zeros(len_h-2,1);
for i=1l:1len_h-2
EOC_2 (i) = log(err_2 (i+l)/err_2(i))/log(q);
end
fprlntf(’x“fgdbs
fprintf (7 %26.5f\n’ ,h(1))
fprintf (7 %6.5¢f $10.9e\n’",h(2),err_2(1))
for i = 1l:len_h-2
fprintf (’ %6.5fF %10.9e %$10.9f\n’ ,h(i+2),exrr_2 (i+l),E0C_2(1i))
end
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function [xi,ui] = finite_difference_method(f,Duf,va,a,b,alpha,beta,gamma,tol,¢’
h, newton_init)

R

the seperated boundary conduit I RD.C.)

1f alpha(l)”*2+beta(l)"2==0 || alpha(2)“2+beta(2)"2==
error (' Boundary value problem not well posed due to the boundary¢,

~ARNATF T Aane? -
onditions’);

end

xi = a:h:b; 11 5€1 at ; 1 lomain f[a,l
M=length (xi)-1; | ]
1f beta(l)~=0

xi = [a-h xi];

end
1f beta(2)~=0

xi = [x1i b+h]; % extend mesh to the right 1f beta
end

1f beta(l)~=0 && beta(2)~=0
T = @(u) T_def_ab(u,xi,alpha,beta,gamma,M, h, f);
dT = @(u) dT_def_ab(u,xi,alpha,beta,M, h,Duf,Dvf);
elseif beta(l)~=0 && beta(2)==
T = @(u) T_def_a(u,xi,gamma,M,h, f);
dT = @ (u) dT_def_a(u,xi,M,h,Duf,Dvf);
£ beta(l)==0 && beta(2)~=0
T = @(u) T_def_b(u,xi,gamma,M,h, f);

= @(u) dT_def_b(u,xi,M,h,Duf,Dvf);

D
r
%)
o)
C

Q.
H
I

T = @(u) T_def (u,xi,alpha,gamma,M,h, f);
dT = @(u) dT_def (u,xi,alpha,M,h,Duf,Dvf);

u0 = newton_init (xi)’;

[ui,n]=newton (T,dT,ul,tol);
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if beta(l)~=0 && beta(2)~=0
ui = ui(2:end-1);
elseif beta(l)~=0 && beta(2)==0

ui = ui(2:end);
elseif beta(l)==0 && beta(2)~=0
ui = ui(l:end-1);
else ) ¢
ui = ui; :
end
=(a:h:b)’;

end

4
function v=T_def_ab(u,xi,alpha,beta,gamma,M,h, f)
v=zeros (M+3,1);
v(l) = alpha(l)*u(2)-beta(l)/(2*h)*(u(3)-u(l))-gamma(l);
for i=2:M+2
v(i) = —(u(i-1)=-2*u(i)+u(i+l))/h*2 — f(xi(i),u(i),1l/(2*h)*(u(i+l)-u(i-1)));
end
v (M+3) = alpha(2)*u(M+2)-beta(2)/(2*h)* (u(M+3)-u(M+1l))-gamma (2) ;
end
function V=dT_def_ab(u,xi,alpha,beta,M,h,Duf,Dvf)
V=zeros (M+3,M+3) ;
V(l,1l)=beta(l)/ (2*h);
V(l,2)=alpha(l);
V(l,3)=-beta(l)/(2*h);
for i=2:M+2
V(i,i-1l) = - 1/h*2 + va(xi(i),u(i),l/(2*h)*(u(i+1)— (i=1)))/(2*h);
Viti . 4) = 2/h~2 - Duf(xi('), i),1/(2*n)* (u(i+l)-u(i-1)));
V(i,i+l) = - 1/h"*2 - Dvf(xi(i), ,1/(2*h) * (u(i+l)-u(i-1)))/ (2*h);
end
V(M+3,M+1)=-beta(2)/(2*h);
V(M+3,M+2)=alpha(2);
V (M+3,M+3)=beta(2)/(2*h);
V=sparse (V) ; ’
end
BT EPT oM 5 i SIS FA K € S B ¢ REAryY CoORGLLEL 1L.On contain I B t ’]
function v=T_def_a(u,xi,alpha,beta,gamma,M, h, f)
v=zeros (M+2,1);
v(l) = alpha(l)*u(2)-beta(l)/(2*h)* (u(3)-u(l))-gamma(l);
for i=2:M+1
v(i) = —(u(i-1)-2*u(i)+u(i+l))/h*2 - f£(xi(i),u ,1/(2*h) * (u(i+1l)-u(i-1)));
end
v(M+2) = u(M+2)-gamma(2) ;
end

function V=dT_def_a(u,xi,alpha,beta,M,h,Duf,Dvf)
V=zeros (M+2,M+2) ;
V(l,1l)=beta(l)/ (2*h);
V(l,2)=alpha(l);
V(l,3)=-beta(l)/(2*h);
for i=2:M+1
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V(i,i-1) = - 1/h"*2 + Dvf(xi(i),u(i), 1/ (2*h)*(u(i+l)-u YY)/ (2*h); % a_if
V(1,4 = 2/h*2 — Duf(xi(i),u(i),1/(2*h)*(u(i+l)-u ( ))), 5 b1’
V(i,i+1l) = - 1/h"*2 - Dvf(xi(i),u(i),1/(2*h)*(u(i+l)-u(i-1)))/(2*h)

end

V(M+2,M+2)=alpha(2);
V=sparse (V) ;
end . P
5
function v=T_def_b (u,xi,alpha,beta,gamma,M,h, f)
v=zeros (M+2,1);
v(l) = alpha(l)*u(l)-gamma(l);
for i=2:M+1
v(i) = —(u(i-1)-2*u(i)+u(i+l))/h"2 - f(xi(i),u(i),1l/(2*h)*(u(i+l)-u(i-1)));
ena
v (M+2) = alpha(2)*u(M+1l)-beta(2)/(2*h)* (u(M+2)-u(M))-gamma (2) ;

end

function V=dT_def_b (u,xi,alpha,beta,M,h,Duf,Dvf)
V=zeros (M+2,M+2) ;
V(l,1)=alpha(l);
for i=2:M+1

V(i,i-1) = - 1/h"*2 + Dvf(xi(i),u(i),1/(2*h)*(u(i+l)-u(i-1)))/(2*h);
vV(i,1i) = 2/h*2 — Duf(xi(i),u(i),1/(2*h)* (u(i+l)-u(i-1)));
V(i,i+l) = - 1/h"2 - Dvf(xi(i),u(i),1/(2*h)*(u(i+l)-u(i-1)))/(2*h);
end
V(M+2,M)=-beta(2)/(2*h)
V(M+2, M+1)—alpha 2);
V (M+2,M+2)=beta(2)/(2*h)
V=gparse (V) ;
end
fUIOtJOﬂ v= T def(u xi, alpha gamma M h £)
v=zeros (M+1,1);
v(l) = alpha(l)*u(l)-gamma(1l);
for i=2:M -
v(i) = =(u(i-1)=-2*u(i)+u(i+l))/h"2 — £(xi(i),u(i),Ll/(2*h)* (u(i+l)-u(i-1)));
end
v(M+1l) = alpha(2)*u(M+l)-gamma (2) ;
end
function V=dT_def (u,xi,alpha,M, h,Duf,Dvf)
V=zeros (M+1,M+1) ;
V(l,1)=alpha(l);
for i=2:M
V(i,i-1) = - 1/h"2 + Dvf(xi(i), u(i 1/ (2%h) * (u(i+l) -u (i )))/(2*h)
V(i,1i) = 2/Rr2 = Duf( '(i) AL A2%R) * (ul 24+1) ~a (i ))),
V(i,i+l) = - 1/h"2 - Dvf( (1),u(1),l/ 240 *iu{I+L) —ai~-1) ) ) 7 (2*h)
end

V(M+1,M+1)=alpha(2);
V=sparse (V) ;
end
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function [nst,n]l=newton(F,DF,x0,tol)

1

xn = x0;

dn=1000;

while norm(dn)>tol
n = n+l;

dn = DF (xn) \F (xn);
xn = xn - dnj;
end
nst=xn;
end



Datei: /homes/dotten/voltmp/Veransta.../Uebungl2/aufgabe38_output.txt

Seite 1 von 1

Musterloesung zu Aufgabe 38, Numerik2, WS 2012/13

Finite-Differenzen-Methode:

Aufgabe

Aufgabe

38 a):

.10000
.05000
.02500
.01250
.00625
.00313
.00156
8 b):

.10000
.05000
.02500
.01250
.00625
.00313
.00156

[clooojooNolloloNojoNoRoN ol

HARAENN-D

WH=EUINOOW

.697021285e -
.189552593e -
.983742557e-
.470922402e -
.868124844e-
.670558638e-
.167657541e-

.466257134e-
.616013572e-
.149091461e-
.369388448e -
.342134164e-
.355201662e-

exp. Konvergenzordnung

1.981327073
1,995224091
1.997764780
1.999695506
1.999923848
1.999977906

.008286253
.003293640
.000897197
.000228885
.000057509

NNNNNN
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