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Aufgabe 28:[Symmetrische Koeffizienten von Mehrschrittverfahren]

Gegeben sei eine Mehrstellenformel

ℓ(f) =

m
∑

ν=0

aνf(ν)−

m
∑

ν=0

bνf
′(ν), f ∈ C1(R,R)

mit

ℓ(f) = 0 für allef ∈ Pp,

m
∑

ν=0

bν = 1. (1)

Die Koeffizientenaν , bν seien durch (1) eindeutig bestimmt.
Man zeige:

am−ν = −aν und bm−ν = bν für alle ν = 0, . . . , m.

Hinweis: Man beachte, dassp = 2m aus der eindeutigen Lösbarkeit von (1) folgt, und man
wähle eine geeignete Basis vonPp.

(6 Punkte)

Aufgabe 29:[BDF-Verfahren mit variabler Schrittweite]

Man bestimme die Koeffizientenα0, α1, α2 eines Zweischritt-Verfahrens mit nichtäquidistanten
Knotentj < tj+1 < tj+2,

α0u
j + α1u

j+1 + α2u
j+2 = f(tj+2, u

j+2), j = 0, 1, 2, . . . ,

so dass die KonsistenzordnungO(h2
max) vorliegt, wobeihmax = maxj=0,...,M−1 hj undhj =

tj+1 − tj.
Unter welcher Bedingung anhj , hj+1 erfüllt das charakteristische Polynomq(z) =

∑2
ν=0 ανz

ν

die Wurzelbedingung?
Hinweis: Zur Konstruktion der Formel und zum Nachweis der Konsistenzordnung kann Nume-
rik I, §5.4 verwendet werden.

(6 Punkte)



Aufgabe 30:[Lineare Differenzengleichungen]

Geben Sie für die folgenden Differenzengleichungen jeweils die allgemeine Lösung der homo-
genen Aufgabe und die spezielle Lösung zu den vorgegebenenAnfangswerten an.

(a) vj+2 = vj+1 + vj , j = 0, 1, 2 . . .

Anfangswerte:v0 = 0, v1 = 1 (Fibonacci–Folge)

(b) Verfahren der rückwärtigen Differenzen (BDF) der Ordnung 2 bzw. 3 für die Aufgabe
u′ = 0, u(0) = 1

Anfangswerte:v0 = 1, v1 = 1 + h2 bzw.v0 = 1, v1 = 1, v2 = 1 + h3

(6 Punkte)

Aufgabe 31:[Adams–Bashforth–Programmierung]

Das Anfangswertproblem
(

u′1
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)

=
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(
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) (
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,

(

u1(0)
u2(0)

)

=

(

1
1

)

soll numerisch mit demm–Schritt–Adams–Bashforth–Verfahren fürm ∈ {1, . . . , 12} auf [0, 1]
realisiert werden.
Berechnen Sie dafür zunächst für jedesm die Koeffizientenam−1, am, b0, . . . , bm−1, indem Sie
das entsprechende lineare Gleichungssystem (vgl. Skript,Satz 3.1) aufstellen und numerisch
lösen.
Verwenden Sie für alle Verfahren die Schrittweitenhi =

1
5

(

1
2

)i
, i = 0, . . . , 5. Als Startwerte

nehmen Sie die Werte der aus Aufgabe 12 a) bekannten exakten Lösungū(t) = 1
5

(

5 + 2t
5 + t

)

e−
t

2

an den Stellentj = hij, j = 0, . . . , m− 1.
Zeichnen Sie den Fehler der numerischen Lösunguh zur exakten Lösunḡu an den Stellentj
in ein aussagekräftiges logarithmisches Diagramm ein undbestimmen Sie die experimentelle
Konvergenzordnung zur Zeitt = 1 (vgl. Aufgabe 10)

EOC(hi, hi+1) :=
ln
(

ϕ(hi)
ϕ(hi+1)

)

ln
(

hi

hi+1

) , i = 0, . . . , 4, ϕ(h) = ‖uh(1)− ū(1)‖2 .

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de.
(6 Punkte)



Aufgabe 32:[Randwertaufgaben in der chemischen Modellierung]

Stellen Sie für die inhibierte Michaelis–Menten–Reaktion (vgl. Aufgabe 7)

C + E
k1→ CE

k2→ D + E, C + CE
k3→
←−
k
−3

CCE

eine Anfangsrandwertaufgabe auf, in der Dirichletsche Randbedingungen für alle Substrate
und Diffusion nur fürC undD angenommen werden. Leiten Sie für den stationären Zustand
c(x), 0 ≤ x ≤ L, des SubstratsC eine Randwertaufgabe der Form

c′′ = S0(x) · g(c), 0 ≤ x ≤ L, c(0) = c0, c(L) = cL

her, wobeiS0(x) die Summe der Anfangskonzentrationen vonE,CE undCCE ist.
Skizzieren Sie die Funktiong(c) (Kurvendiskussion) und diskutieren Sie ihr Verhalten beim
Übergangk3 → 0.

(6 Punkte)


