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Aufgabe 16[implizite Runge-Kutta-Verfahren und lineare AWA]

Wenden Sie die beiden Gau3—artigen impliziten Runge—Rigittahren(m = 1,p = 2, bzw.
m = 2, p = 4) auf das System mit konstanten Koeffizienten an

u' = Au, t >0, u(0) =u’ € R", A € R™",
Zeigen Sie, dass die Verfahren die Form
W= Ap?, 5=0,1,2,...

mit einer Matrix A;, = r(hA) haben. Dabei ist(z) = f]% eine rationale Funktion und man

definiertr(C') = p(C)(q(C))~! fur C € R™". Bis zu welcher Ordnung stimmen die Taylorent-
wicklungen vonr-(z) unde® beiz = 0 Uberein?

Hinweis: Betrachten Sie zunachst den Fak= 1.
(6 Punkte)

Aufgabe 17:[Lipschitz—Stetigkeit expliziter Runge—Kutta—\Verfahte

Seip = ¢(t, v, h) die Verfahrensfunktion eines konsistenten explizitendg&##Kutta—\erfahrens
zur Bestimmung der numerischen Lésung der Differentiableng

u = f(t,u), u(ty) =u’,
wobei f : [to, tg] x R" — R™ Lipschitz beschrankt mit der Konstantérsei, d. h.
| f(t,v) — f(t,w)|| < L|lv—wl| VtE [ty,tg] Vv,we R".

Zeigen Sie, dasg einer Lipschitz-Bedingung im zweiten Argument genigt,sdalso einl,
existiert mit

lo(t,v,h) — o(t,w, h)|| < Ly |jv —w|| Vté€E [ty tr] Vv, w e R™

Wie verhalt sichL,, fur h — 0?
(6 Punkte)



Aufgabe 18:[Implementierung des klassischen Runge-Kutta-Verfagjren
Ldsen Sie die Anfangswertaufgabe zum (modifizierten) Lotkkerra-Modell

7' =a(l —y)x — \x?, 2(0) = xo,
y = (@ =1Ly —py*, y(0) =y,

mit konstanter Schrittweite und dem klassischen Rungeakétrfahren furt € [0,5] und

a = 10.
a) Fihren Sie jeweils eine Rechnung it -, (o, y0) = (3,1) fur die Parameterwerte
A= p =0undX = p = 1 durch. Berechnen Sie auch den Wert der Erhaltungsgrof3e

E(z,y) des Lotka-Volterra-Modells an den numerischen Naherugigsven. Zeichnen
Sie jeweils(t, ), (t,y) und(t, E(z,y)).
b) Berechnen Sie die experimentelle Konvergenzordnung

o1 (M@ — u @),
BOC(h, gh, ¢°h) = g0 In ( [ (@) — un (@)l )

zur Zeitt = 2 fir den Anfangswerfzo, yo) = (1,1), die Parameterwerte = 1 = 1
und Schrittweiter = ¢'hg, i = 0,...,6, ¢ = 3, ho = 3, wobeiw, die numerische
Néaherungslosung zur Schrittweftdbezeichne. Welche Beobachtungen machen Sie?

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.unifbldlde.
(6 Punkte)



