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Aufgabe 19[Autonomisierung]

Wir betrachten die nicht-autonome Differentialgleichung

u'=ftu), ulte) =u’ )

mit f € C(I x R? R?). Indem man die Zeit als kiinstliche Zustandsvariable astff&ann das
Anfangswertproblem (1) autonomisiert werden, d.h. &daiMaumgeschrieben werden in

(- ()

Zeigen Sie, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahreragatann invariant unter Autonomi-
sierung ist, wenn fur die Koeffizienten gilt

m

Z’Yj:l und iﬁij:ai \V/Zzl,,m
j=1

j=1

Hinweis: Invariant unter Autonomisierung bedeutet, dass die nwsolee Losung fir von (2)
mit der von (1) Ubereinstimmt. Verwenden Sig: 0 als unabhangige Variable in (2).

(6 Punkte)

Aufgabe 20:[Stabilitat des impliziten Euler-Verfahrens]

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
u/:f(t,u), tel= [thtE]a U(to) =’ GRd,

wobei f € C(I x R? R?) einer einseitigen Lipschitzbedingung geniige, vergleiligabe 5,
d.h. es gebe ein € R derart, dass

(f(t,v) = f(t,w),v —w) < alv—w|5; VYtelIYv,weR
Man zeige, dass das implizite Euler-Verfahren

1 . . .
" (W =) = fltjp, /™), j=0,...,M =1, hyw=_max h;
J

unter der Voraussetzungh,,..x < ¢ < 1 mit g €]0, 1] stabil ist bezuglich der Norm

Q
lully o = max fu(t)ll,, v e (R



Hinweis: Es darf ohne Beweis angenommen werden, dass das Gleiclyatayss
v—u=hf(t,v)

furalleuw € R% ¢t € Tundh > 0 mit ah < 1 genau eine Losung = v(t,u, h) besitzt.
Weiter orientiere man sich eng am Stabilitatsbeweis dele®ong, Satz 2.7, und verwende die
einseitige Lipschitzbedingung anstelle der beidseitigen

(6 Punkte)

Aufgabe 21:[Implizite Runge-Kutta-Verfahren]
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
u = f(t,u), u(ty) =uP.

Schreiben Sie ein Programm, das folgendes leistet:
Nach Eingabe der Anfangsdatet, der rechten Seit¢ sowie deren Ableitund f, des Start-
und Endzeitpunkteg, undtg, der Schrittweitéh und einesn-stufigen Runge-Kutta-Tableaus
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soll das Programm das zugehorige (implizite) Runge-Kudahren durchfuhren. Lésen Sie
die impliziten Gleichungen imj-ten Schritt mit dem (mehrdimensionalen) Newton-Verfahre
Starten Sie dabei mk) = f(¢;,«’) furi = 1,...,m und beenden Sie die Iteration, sobald
max |k -k <1077

erfullt ist. Brechen Sie die Rechnung ab, falls das Newterfahren nicht konvergiert (zu viele
Iterationsschritte oder Overflow).

Verwenden Sie Ihr Programm zur numerischen Lésung der afgaha 14 bekannten Beispiele
a) und b) auf dem IntervalD, 7] mit den angegebenen impliziten Runge-Kutta-Verfahren und
der Schrittweiteh = 0.1. Zeichnen Sie fir a) und b) jeweils ein aussagekraftigegmaam,
das die exakte Losung und alle numerischen Losungen enthalt

Runge-Kutta-Tableaus:

e m = 1 (mit Konsistenzordnung)

1
e m = 2 (mit Konsistenzordnung)
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(6 Punkte)



