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Aufgabe 34:[Fredholmsche Alternative]

Man beweise für die lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung

Lu := u′′ + pu′ + qu = r, in [a, b] mit p, q, r ∈ C([a, b],R)

Ru :=

(

αau(a) + βau
′(a)

αbu(b) + βbu
′(b)

)

=

(

γa
γb

)

= γ

unter Verwendung der Fredholmschen Alternative für lineare Differentialgleichungen 1. Ord-
nung (vgl. Skript, Satz 4.1), dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Die homogene AufgabeLu = 0, Ru = 0 besitzt nur die triviale Lösung.

(ii) Die Matrix
(

αa βa

αby1(b) + βby
′

1
(b) αby2(b) + βby

′

2
(b)

)

∈ R
2,2

ist invertierbar.
Dabei bezeichneny1, y2 Lösungen des homogenen GleichungLy = 0 zu den Anfangs-
werteny1(a) = 1, y′

1
(a) = 0, bzw.y2(a) = 0, y′

2
(a) = 1.

(iii) Für jedesr ∈ C([a, b],R) und jedesγ ∈ R
2 besitzt die inhomogene Randwertaufgabe

Lu = r, Ru = γ genau eine Lösungu ∈ C2([a, b],R). (6 Punkte)

Zusatz: Untersuchen Sie die Lösbarkeit der Randwertaufgaben

a) u′′
− u′

− 2u = 0, u(0) + u′(0) = 1, u(1) = 0,

b) u′′ + u = 0, u(0) = γa, u(π) = γb. (4 Zusatzpunkte)

Aufgabe 35:[Transformation auf Systeme 1. Ordnung]

Transformieren Sie ein System von Randwertaufgaben 2. Ordnung

u′′(x) = f(x, u(x), u′(x)), x ∈ [a, b], u(x) ∈ R
n, f : [a, b]× R

n
× R

n
→ R

n

mit

a) Dirichlet-Randbedingungen:u(a) = γa, u(b) = γb,

b) Neumann-Randbedingungen:u′(a) = u′(b) = 0,

c) periodischen Randbedingungen:u(a) = u(b), u′(a) = u′(b)



in ein2n-dimensionales System 1. Ordnung der Gestalt

v′(x) = g(x, v(x)), x ∈ [a, b],

Rav(a) +Rbv(b) = Γ.

Geben Sie jeweilsg, Ra, Rb undΓ an.
(6 Punkte)

Aufgabe 36:[Reguläre Lösung]

Die Lösungū ∈ C2([a, b],R) einer Randwertaufgabe 2. Ordnung

−u′′(x) = f(x, u(x)), x ∈ [a, b],

αau(a)− βau
′(a) = γa,

αbu(b)− βbu
′(b) = γb

heißtregulär, wenn(ū, ū′) eine reguläre Lösung des entsprechenden 2-dimensionalen Rand-
wertproblems 1. Ordnung ist (vgl. Definition 4.4).
Für welcheλ ∈ R ist die Nulllösung der Randwertaufgabe

−u′′(x) = λ sin(u(x)), x ∈ [0, 1], u′(0) = 0, u(1) = 0

regulär?
(6 Punkte)


