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Aufgabe 21: Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung
Up = Uge, 0 <1, 12>0,
u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0)=ue(v), wue€ L*0,1).

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass diese Differentialgleichung die Losung

u(zx, t) = Z ks Avp(z),  ve(z) = V2 sin(knz)
k=1
besitzt.
(i) Diskutieren Sie durch (formale) Reihenentwicklung das implizite Euler-Ver-
fahren.

Die Approximation u"(x) fiir u(z, nAt) ergibt sich fiir n = 1,2, ... rekursiv aus
der Anfangs-Randwertaufgabe
1

A (u"t —u™) = w"TH0) =T (1) =0, u’ = ug.
Ausgehend von der Reihenentwicklung
ul = Z cgvk, Cg = <Uo,Uk>2
k=1

bestimme man die Koeffizienten ¢}, so dass " die Darstellung

o0
u" = Z Cp Uk
k=1
besitzt.

(ii) Zeigen Sie, dass man im Fall uy(z) = min(z, 1 — z) die Fourierkoeffizienten
{ 22 (~1) ,falls k =20+ 1,

k272

0 , falls k gerade

& —
erhalt.
(iii) Zeichnen Sie fiir z € [0: 0.01 : 1] und K = 51 die Partialsummen
ug(z,t) = ietk%chvk(az) fur te€[0:0.01:1]
k=1
und

1
uh(z) = chvp(z) fiir At = 5 n€{0.1,2}, bzw. At= n e {0,...,100}.

k=1

1
100’

(9 Punkte)



Aufgabe 22:
(A) Gegeben seien:

2¢, furze [0,4—2L],
up(z) == 1—%—271@—%)2, fiir z € (
21—=z), firze[t+L,1]

und

u(x) ==

2¢, firze [0,3],
21 —x), firze[i1].

(A1) Berechnen Sie die erste (schwache) Ableitung von u,,, n € N und von u.
(A2) Zeigen Sie:

u, € CY0,1) VneN,
u € C(0,1),
u ¢ C'(0,1).

(A3) Beweisen Sie, dass (u,),en beziiglich der H'-Norm gegen u konvergiert,
d. h.

lim ||u, — ull12 = 0.
n—oo

(B) Konstruieren Sie eine Funktion
u € C>®(0,1)N H2(0,1)

mit
u ¢ H3(0,1).

(9 Punkte)



