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Aufgabe 7 (Lipschitz-Beschranktheit).
Zeigen Sie fiir die gegebenen Mengen J C R und @ C R", dass die folgenden Funktionen
f:J x @ — R™ Lipschitz-beschrankt in J x @ (beziiglich der 2. Variablen) sind, d.h.

AL>0: ||f(t,v) = fit,w)|| < L|v—w| V(tv),(t,w)eJxQ,
und bestimmen Sie jeweils eine moglichst kleine Lipschitz-Konstante L.

(a) f(tvv) = tv47 J = [_37 3]7 Q = [_27 2]7
(b) f(t,v) = £ sin(v), J = [-2,2], Q = [-6,6],

[tfof
frd = |— = —1 1 —1 1 N = .
© flt0) = (Y ) 7 =88] Q = [-10,10] x [-10,10], ] = ...
Hierbei bezeichnet ||v|| := max{|vi], |v2|} die Maximumsnorm. Welche dieser Funktionen sind

sogar global Lipschitz-beschrénkt, also fiir () = R"?
(6 Punkte)

Aufgabe 8 (Existenz- und Eindeutigkeitssétze).

Sei J C R ein kompaktes Intervall und €2 = J x R". Untersuchen Sie jeweils, auf welche
der folgenden Anfangswertaufgaben der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindelof (Satz 2.11) anwendbar ist. In welchen Féllen lésst sich lediglich der Existenzsatz von
Peano (Satz 2.4) anwenden?

(6 Punkte)

Aufgabe 9 (Picard-Iteration).

Berechnen Sie fiir die angegebenen Anfangswertaufgaben jeweils die ersten drei Picard-Iterierten
o, V1, vy und zeichnen Sie diese Picard-Iterierten v; (i = 0, 1, 2) gemeinsam mit der angegebenen
exakten Losung u in ein Diagramm fiir ¢t € J.

(a) ' = 5o, u(0) = 1, u(t) = 2i—t J=[=1,1]
(b) u' = —2tu, u(0) = 2, u(t) = 2exp(t?), J = [-2, 2],

(c) u' =t*(u® + 1), u(0) = 1, u(t) = tan (%t‘3 + Z) ,J=[—1,1].

(6 Punkte)



Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof, globale Version).

Sei J C R ein kompaktes Intervall, (tg,ug) € J x R" und sei f € C(J x R" R"™) Lipschitz-
beschrankt in J x R™ (bzgl. der 2. Variablen) mit Lipschitz-Konstante L > 0.

Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(t,u(t)), t € J,

U(to) = Uy,

(1)
genau eine globale Losung u € C1(J,R"). Weiter konvergiert die durch
t
(2) vo(t) :=up, vE1(t) :=ug +/ f(s,v(s))ds, teJ keNy=1{0,1,2,...}
to

definierte Folge (vy)ken, in (C(J,R™),||]|..) gegen w, d.h.

|lu — vgl| o, = sup ||u(t) — vp(t)|| — 0 fiir & — oo.
ted

Man nennt (2) die Picard-Iteration, (vg)ken, die Picard-Folge und vy die k-te Picard-Iterierte
zum Anfangswertproblem (1).



