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Aufgabe 10 (Lipschitz-Beschrianktheit).
(a) Zeigen Sie die folgenden Aussagen

(1) Die Funktion

sin(v) ,v<0
f:R—R, f(v):{2v( ) 030
ist Lipschitz-beschrinkt in R. Bestimmen Sie eine geeignete Lipschitz-Konstante L > 0.
(2) Die Funktion
f:Q—R, f(v):|v|%, neN, n>2
ist in keinem Intervall ) = [—a, a] mit a > 0 Lipschitz-beschrénkt.
(b) Seien f1, fo : R™ — R™ Lipschitz-beschréankt in R™ mit Lipschitz-Konstanten Lq, Ly > 0.
(1) Zeigen Sie, dass die Funktionen

g1 :R" = R"  ¢(v) :=Afi(v) + Bfs(v), A, ,BeR"™ (Linearkombination)
g2 R" = R" go(v) := fi(fa(v)) (Komposition)
Lipschitz-beschrankt in R™ sind und bestimmen Sie eine Lipschitz-Konstante.
(2) Geben Sie fiir n = 1 zwei in R Lipschitz-beschrdnkte Funktionen f;, fo an, so dass
95 : R=R,  g5(v) = fi(v)fa(v) (Produkt)
nicht Lipschitz-beschrinkt in R ist.
(6 Punkte)

Aufgabe 11 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz).
Betrachten Sie fiir m € Ny die Anfangswertaufgabe

u'(t) = t"u(t), u(0)=1.

(a) Besitzt die Anfangswertaufgabe fir Q@ = J x R, J = [—a,a] und a > 0 eine eindeutige
Losung? (Hinweis: Uberpriifen Sie die Voraussetzungen von Satz 2.11.)

(b) Geben Sie fiir m € {0,1,2} den kleinsten Index k an, ab dem die k-ten Picard-Iterierte vy
die Losung v des Anfangswertproblems bis auf einen Fehler von 107! fiir alle t € J := [-2, 2]

approximiert. (Hinweis: Verwenden Sie die a-priori Abschitzung aus Bemerkung 2.14.)
(6 Punkte)



Aufgabe 12 (Picard-Iteration).
Betrachten Sie fiir ein homogenes lineares System die zugehorige Anfangswertaufgabe

u = Au, u(ty) = ug
mit einer konstanten Koeflizientenmatrix A € R™".
(a) Berechnen Sie die Picard-Iterierten vy, vy, vo und vs.

(b) Geben Sie eine Formel fiir die k-te Picard-Iterierte v, an und beweisen Sie diese mit
vollstandiger Induktion iiber k € Nj.

(c¢) Bestimmen Sie den Grenzwert der Picard-Folge (vk)ren, fiir & — oo.
(d) Zeigen Sie, dass der Grenzwert die Anfangswertaufgabe 16st.

(e) Wie lautet damit die spezielle Losung der Anfangswertaufgabe fiir

!

(6 Punkte)



