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Aufgabe 1 (Typeneinteilung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung).

(a)

Zeigen Sie, dass es zu jeder symmetrischen Matrix A € R™™ eine invertierbare Matrix
X € R™™ gibt mit

XTAX = diag(—1,...,—1, 0,...,0, 1,...,1),

wobei —1,0, 1 so oft auf der Diagonalen vorkommt, wie die Anzahl der negativen, Null-,
positiven Eigenwerte von A ist. Man nennt X7 AX eine Trigheitstransformation von
A.

Betrachte eine Differentialgleichung
Lu := gy + bug, + cuy, = f(z,y,u,ug uy,), (v,y) € Q C R? (1)
mit a,b, ¢ € C(£2,R) und fiihre eine Koordinatentransformation

u(z,y) =v(p(x,y)), (&n) = p(z,y)

mit einem C?-Diffeomorphismus p : Q — ' C R? durch. Welcher Differentialgleichung
geniigt v in €', wenn u eine Lésung von (1) ist?

Bestimmen Sie den Hauptteil
L'v = d'vge + b'vgyy + vy
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dieser Differentialgleichung und zeigen Sie, dass <1a C,b) durch eine Tréagheitstrans-
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formation aus < lab 5Cb) hervorgeht.

2
Zeigen Sie, dass die transformierte Differentialgleichung am Punkt (£,1) = p(z,y) von
demselben Typ (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch) ist wie die Gleichung (1) bei (x,y).

Zeigen Sie, dass sich die Differentialgleichung (1) im Fall von Konstanten a,b,c € R so
transformieren lasst, dass der Hauptteil die Form

+(vee + viy) (elliptischer Fall )
—Vge + Upyy (hyperbolischer Fall )
evee, € € {—1,0,1} (parabolischer Fall )

erhalt.

(12 Punkte)



