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Aufgabe 2 (Montonie und a-priori Abschätzung elliptischer Randwertaufgaben).
Sei Ω ⊂ R

2 ein beschränktes Gebiet und seien p, q, r ∈ C(Ω,R) mit r ≥ 0 in Ω gegeben. Sei
weiter u ∈ C(Ω,R) eine in Ω zweimal stetig differenzierbare Lösung der linearen elliptischen
Randwertaufgabe

−∆u+ pux + quy + ru = s in Ω, u = γ auf ∂Ω (1)

mit s ∈ C(Ω,R), γ ∈ C(∂Ω,R) (u heißt dann klassische Lösung von (1)).

(i) Aus s > 0 in Ω, γ > 0 in ∂Ω folgt u > 0 in Ω (inverse Monotonie).

(ii) Es gibt eine von s, u und γ unabhängige Konstante C > 0 mit

‖u‖
∞

≤ C(‖s‖
∞
+ ‖γ‖

∞
).

Insbesondere hat (1) höchstens eine Lösung.

Hinweise:

1. Man analysiere die Situation am Minimum von u.

2. Wende (i) auf w(x, y) = b(1 − ce−ax)± u(x, y) mit geeigneten Konstanten a, b, c > 0 an.

(6 Punkte)

Aufgabe 3 (Parabolische Anfangsrandwertaufgaben mit gemischten Randbedingungen).
Verallgemeinern Sie die inverse Monotonie für parabolische Anfangsrandwertaufgaben mit ge-
mischten Randbedingungen

ut = uxx + pux + qu+ f in Ω = (0, ℓ)× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < ℓ

α0u(0, t)− β0ux(0, t) = γ0(t), αℓu(ℓ, t) + βℓux(ℓ, t) = γℓ(t), 0 < t < T

(2)

unter den Voraussetzungen αν , βν ≥ 0, αν + βν > 0 für ν = 0, ℓ. Man zeige für p, q, u0 ∈
C[0, ℓ], f ∈ C(Ω), γ0, γℓ ∈ C[0, T ] und jede klassische Lösung u (d.h. u, ut, ux ∈ C(Ω), uxx ∈
C(Ω))

f > 0 in Ω, u0 > 0 in [0, ℓ], γ0 > 0, γℓ > 0 in [0, T ] ⇒ u > 0 in Ω.

Man folgere daraus eine a-priori Abschätzung für die Anfangsrandwertaufgabe (2).
(6 Punkte)


