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Ubersicht

Kurze Einfuhrung in semilineare parabolische ARWP



Semilineares parabolisches ARWP,

Reaktions-Diffusions-Gleichung (RDG)

Q c RY (d = 1,2,3) konvexes polygonales Gebiet (oder
beschrénktes glattes Gebiet mit C?-Rand). Betrachte die
Reaktions-Diffusions-Gleichung (RDG)

ut(x,t) — DAu(x,t) =f(u(x,t)) ,(x,t) € 2x]0, T
u(x,t)=0 , (X,1) € 9Q x [0, T
u(x,0) = ug(x) , (X, 1) € Q x {t =0}
wobei

Uo : © — R glatt mit ug|sq = 0 (Anfangswertfunktion)
f : R — R (nichtlinearer Reaktionsterm)
D € R (konstanter Diffusionskoeffizient, hier: D = 1)

Gesucht:

u:Q x [0, T[— R mit u(x,t) erfullt obiges ARWP



Beispiel: Die Chafee-Infante-Gleichung
Sei )\ €]0, +oo[ beliebig, aber fest. Die RDG

Ut(x,t) — Au(x,t) = (u(x,t)—u(x,t)3) , (X,1) € Qx]0,T|

u(x,t) = , (X, 1) € 9Q x [0, T
u(x,0) = ug(x) , (X, 1) e Q@ x {t=0}

mit dem nichtlinearen Reaktionsterm
f(u) =\ (u — u3)
hei3t Chafee-Infante-Gleichung, benannt nach
Prof. Dr. Nathaniel (,Nat“) L. Chafee
und

Prof. Dr. Ettore (,Jim“) Ferrari Infante
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Motivation

Fragen:
» Gibt es einen (globalen) Attraktor A C H3(2)?

» Existieren (globale) Attraktoren A C Vi, C H}(Q) (h € 1)
fur die FE-Diskretisierung?

» Wie ist die Beziehung zwischen Ay und A (speziell fur
h — 0)?

Hauptresultat:

» Der globale Attraktor der RDG ist oberhalbstetig unter
FE-Diskretisierung.
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Generalvoraussetzung 1
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Generalvoraussetzung 1

Generalvoraussetzung
Seif € C%(R,R). Falls d € {2,3}, so gelte zusétzlich

3C>0: [fOu)] < C (1+|u|5+1—i) YueRYje 1,2}

wobei § = 2, fallsd =3 und ¢ € [1, +oc], fallsd = 2.

Fir Chafee-Infante-Gleichung mit f(u) = A (u — u?) gilt
f € C2(R,R) sowie fir § = 2 und C := 6|\| > O:

fOW)] < 6\ (1+ufT) vueRrvje {12}



Operator-AWP im Raum H3(Q) (1)
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Operator-AWP im Raum H3(Q) (1)

Ansatz: Fuhre fur f den nichtlinearen Nemytskii-Operator ein
F : H3(Q) D Bg — L2(Q) mit F(u)(x) := [f(u)](x) = f(u(x))

Konsequenz: Aquivalente Umformulierung des ARWP’s zu
nichtlinearen Operator-AWP
Ut(t) + Au(t) = F(u(t)) ,t€]0,T[
u(0) = up € H3(Q) ,t=0
wobei A := —A : H2(Q) N H3(Q) — L?(Q) negativer
Laplace-Operator.

Ziel: Finde u € C([0, T[, H3(Q)), die obiges O-AWP lost.
Lésung des O-AWP'’s erfillt (wegen Duhamel-Prinzip)

(KIG) u(t) =E(t)up + /Ot E(t —s)F(u(s))ds Vte[0,T]

wobei E (t) = e~ Losungsoperator des homogenen linearen
O-AWP’s ist.
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Operator-AWP im Raum H3(Q) (2)

Fragen:

» Eindeutige Losbarkeit der KIG?
(— Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

» Lost Losung der KIG auch das O-AWP?
(— Regularitatssatz)

Definiere den maximal fortgesetzten Lésungsoperator S des
O-AWP’s

SR, x H3(Q) D D(S) — HF(Q) mit S(t)up := u(t; up)
D(S) := {(t, o) € Ry x H3(R) | t € [0, Tmax (Uo)[}



Variationsformulierung (schwache Formulierung)

Multiplikation des O-AWP’s mit ¢ € C3°(£2) und Integration tber
Q liefert mit Greensche-Formel und Nullrandbedingung fur ¢

(Ut (t), ¥z + (Vu(t), V)2 = (F(u(t)), w)2 V€0, T]
Ve Co(Q)

Wegen H}(Q) = C(‘)’O(Q)H'||Hl vergroRere COO(Q) zu H}(Q).
Schwache Formulierung: Finde u : [0, T[— H}(Q) mit
(Ut (), v)iz + (Vu(t), V)2 = (F(u(t)), V)2 Yt €]0, T]
Vv e H(Q)
u(0)=up e H3(Q) t=0

Schwache Formulierung vermeidet héhere Ableitungen.
Beachte: Losung des O-AWP'’s erfiillt schwache Gleichung.



Ubersicht

R&aumliche Diskretisierung mit FEM



Der Finite-Elemente-Raum

» Q c RY konvexes polygonales Gebiet (d = 1,2, 3)
» {Th}her uniforme Familie regulérer Triangulierungen von Q
» h maximale Kantenlénge aller d-Simplex-Elemente von Ty
> {Pr(]j) |i =1,...,Ny} Menge der inneren Knoten von T,
> Vhi={x€C(Q)| X’T,ﬁ‘) ist linear Vi = 1,..., M, und

x(x) =0Vx € RN\Q} = span{A; | j = 1,...,Np}. Hierbei

ist A € C(Q) mit

APDY =8 Vij=1,...,Ny

Es gilt: Vi, C H3(Q) linearer endlich-dimensionaler Teilraum.



Semidiskretes Operator-AWP im FE-Raum V}, (1)
Betrachte semidiskretes O-AWP

(Uh)t(t)—l—AhUh(t) = PhF(Uh(t)) ,t E]O,T[
Uh(O):UhQGVh ,t=0
wobei Ay, := — A, diskreter negativer Laplace-Operator und Py,

orthogonale Projektion auf L?(Q)
Ap i Vi — YV mit (ApV, x) 2 = (VV, V)2 Vx € Vh
P - L?(Q) — Vi mit (Phg, x)iz = (9, X)z VX € Vi
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Semidiskretes Operator-AWP im FE-Raum V}, (1)
Betrachte semidiskretes O-AWP

(Uh)t(t) + Ahuh(t) = PhF(Uh(t)) ,t E]O,T[
Uh(O):UhQGVh ,t=0
wobei Ay, := — A\, diskreter negativer Laplace-Operator und Py,

orthogonale Projektion auf L?(Q)
Ap V= YV mit (ApV, x) 2 = (VV,Vx)2 VX € Vy
Ph : L(Q) — Vo mit (Phg, )2 = (9, X)i2 VX € Vh
Ziel: Finde up € C([0, T[,V}), die obiges O-AWP lost.
Losung des semidiskreten O-AWP's erfllt
S18) () =En(Ouo + [ Exlt— P (un(s)ds
Vte [0, T]

wobei Ep(t) = e %0 Lésungsoperator des semidiskreten
homogenen linearen O-AWP’s ist.
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Semidiskretes Operator-AWP im FE-Raum V}, (2)

Fragen:

» Eindeutige Losbarkeit der SIG?
(— Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

» Lost Lésung der SIG auch das semidiskrete O-AWP?
(ja, da Losung u(t) in Vy, liegt)
Definiere den maximal fortgesetzten Losungsoperator Sy, des
semidiskreten O-AWP’s

Sh: Ry X Vh D D(Sh) — Vi mit Sp(t)uno := Un(t; Uno)
D(Sh) := {(t,uno) € Ry x Vh |t € [0, Tmax (Uno)[}



Galerkin-Verfahren (Liniensystem)

Finde Losung uy, : [0, T[— V}, mit

((un)e(t), Xz + (VUun(t), V)2 = (F(un(t)), x)z YVt €]0,T|
Vx € Vh
Uh(0) = Upo € Vi t=0



Konvergenz des FE-Verfahrens

Satz

Up € H3 (), u € C([0, Tmax (Uo)[, H3(2)) Lésung der KIG,
Unho € Vi, Up € C([0, Tmax(Uno)[, Vh) Losung der SIG. R; > 0
und 0 < tg < MiN{Tmax(Up), Tmax (Uno)} derart, dass
lu(t)|lq2 < Ry und [Jup(t)||q2 < Ry YVt € [0, tp]. Dann gilt:

1
(1): un(t) = u(t) .2 < C(Ra, to) ([luno — Patio.2 +h?t %)
vt E]O,to]

(2): lun(t) = u(t)l4: < C(Ra, to)t 2 (|luno — Pruo|lLz + h)
Vi G]O,t()]

Es folgt: Konvergenz auf kompakten Zeitintervallen: 0 < t; < tg
und upg = Phug:

lun(t) —u(®)lly: < C(Ra,to,ti)h Vit € [ty, o]



Ubersicht

Langzeitverhalten und globale Attraktoren



Generalvoraussetzung 2
Generalvoraussetzung
f: R — R erfllle

—k—ag|u]” < f(u)u < kK — azlul”?
f'luy <l VYueR

wobei ay, ap, k,1 > 0und v > 2.

YueR




Generalvoraussetzung 2

Generalvoraussetzung
f: R — R erfille

—k—au]” <f(Uu <k —azu]” YueR
f'luy <l VYueR

wobei ap, as, k,| > 0und v > 2.

Fur Chafee-Infante-Gleichung mit f(u) = A (u — u?) gilt fur

al::)\,a2:%,7:24,/§::%und|::)\
A A A
—E—/\|u|4<f(u)u<§—§]u]4 YucR

ffluy< A YueR



Folgerungen (1)

» Existenz eines Lyapunov-Funktionals £
1
L:HYQ) — Rmit L(u) = / E]Vu(x)|2 — F(u(x))dx
Q
1
Ll : Vi — R mit £(up) = / SITUR() — F(un(x)) dx
Q

wobei F(u) := [o' f(w)dw.
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Q
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Folgerungen (1)

» Existenz eines Lyapunov-Funktionals £

L:HYQ) — Rmit L(u) = / %]Vu(x)|2 — F(u(x))dx
Q

. 1
Ll : Vi — R mit £(up) = / SITUR() — F(un(x)) dx
Q
wobei F(u) := [o' f(w)dw.
» A-priori Beschranktheit und zeitlich globale Losbarkeit
HS(t)UoHHl < p(/ﬁ;, A1, Uo,Q) vt>0
HSh(t)uhOHHl < p(/ﬁ:, A1, Uho,Q) Yt >0Vh 6]0, ho]

= (S,R4+,H3(R)), (Sh, R4, Vi) semidynamische Systeme
» GleichmaRig (uniform in h) absorbierende Menge
IS(tup|lyr < Ra(k, A1,1,Q2) Vit >ta(k, A1, R, Q) Vug € Br
ISh(t)Unol|yz < Ra(k, A1, 1,Q2) Vit > ta(k, A\, R, Q)
Yuno € Br N'Vh Vh €]0, hg]
= (S,R4,H3(Q)), (Sh, Ry, V) dissipative Systeme



Folgerungen (2)
» Existenz eines globalen Attraktors A (bzw. Ap): p > Rz
A=w(B,) =SB, € H}(Q)
>0

An :w(Bpth): ﬂSh(t)(BpﬂVh) € Vq
>0



Folgerungen (2)

» Existenz eines globalen Attraktors A (bzw. Ap): p > R>

A=w(®B,)=[)S1B, e HIQ)
>0
An :w(Bpm\?h): ﬂSh(t)(BpﬁVh) € Vq
>0

» Strukturresultate fur den globalen Attraktor A (bzw. Ap)

A=WYG) <: L w!(), falls G diskret)
®eC

Ap = WY (Gyp) ( U WY(oy), falls Gy, diskret)

dLeGH
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» Strukturresultate fur den globalen Attraktor A (bzw. Ap)

A=WYG) <: L w!(), falls G diskret)
®eC

Ap = WY (Gyp) ( U WY(oy), falls Gy, diskret)

dLeGH

» Hauptresultat: Oberhalbstetigkeit des globalen Attraktors
unter FE-Diskretisierung



Folgerungen (2)

» Existenz eines globalen Attraktors A (bzw. Ap): p > R>

A=w(®B,)=[)S1B, e HIQ)
>0
An=w(B,NVh) =[)Sh(t)(B,NVh)  €Vy
>0

» Strukturresultate fur den globalen Attraktor A (bzw. Ap)

A=WYG) (: L w!(), falls G diskret)
®eC

Ap = WY (Gyp) ( U WY(oy), falls Gy, diskret)

dLeGH

» Hauptresultat: Oberhalbstetigkeit des globalen Attraktors
unter FE-Diskretisierung

Man kann zeigen: S(e)e € C1(R; x HZ(Q), H3(Q))



Stetige Abhangigkeit der Anfangsdaten

Satz
Fir jeden Radius R > 0 gibt es eine positive, monoton
wachsende und nach unten beschrankte Funktion

Cl(O, R) : Rj_ = R+ mitt — Cl(t)
so dass die folgende Abschatzung gilt

IS(t)uo — S(t)vollz < Ca(t)|uo — Voll41 VUo, Vo € Br Vt € R}




Oberhalbstetigkeit des globalen Attraktors

Satz
A globaler Attraktor von (S, R, H}(€)), A globaler Attraktor
von (Sp, R4+, V) V0 < h < hg. Dann gilt:

dyni(An,A4) = sup { inf [|un — ufly } — O (fur h — 0)

up€AR

d.h. der Attraktor A der RDG ist oberhalbstetig unter
FE-Diskretisierung.




Beweis (1)
Wabhle tg := ty(p). Es gilt:

dnH(An, A) < dnn(An, S(E)AR) + dnn(S(t)An, A)
A (Sh ()40, S(t)An) + A (S(1)B,, A)
g(t)h +f(t) Vt = 2t Vh €]0, ho]

f stetig, streng monoton fallend und konvergent gegen 0
g stetig und streng monoton wachsend

<
<



Beweis (1)
Wabhle tg := ty(p). Es gilt:

dne(Ans A) < dne(An, S(H)AR) + dnp(S()An, A)

< AnH(Sh(t)An, S(t)An) + dnu(S(1)B,, A)
< g(t)h+f(t) VYVt =2ty Vh €]0, hg]

f stetig, streng monoton fallend und konvergent gegen 0

g stetig und streng monoton wachsend

dnu(Sh(t)An, S(t)An) = sup { inf  |jup —V]|g1}
UpE€Sh (t)An veS(t)Ap

= sup { inf [|Sn(t)uno — S(t)Vholln: }

Uno€AR Vho €A

< sup [[Sh(t )Uho — S(t)Uno||n
Uho€AR

< sup [[Sh(t)uno — S(t)unol|n2
Unho€B,NV,

< g(t)h vVt > 2ty Vh E]O,ho]



Beweis (2)
g(t) wird in tp-Schritten aufgebaut:
» (Stetige Abhangigkeit der Anfangsdaten):
= Cl(t) = Cl(t7 p)
||S(t)Uo — S(t)VOHHl < Cl(t)HUO — VOHHl VU(),VO (S Bp YVt e Rj_
» (Konvergenz des FE-Verfahrens): 3C, = Cy(p, tp)
[[Sh(t)uno — S(t)uollp: < Coh V't € [to, 21o]



Beweis (2)
g(t) wird in tp-Schritten aufgebaut:
» (Stetige Abhangigkeit der Anfangsdaten):
= Cl(t) = Cl(t7 p)
||S(t)Uo — S(t)VOHHl < Cl(t)HUO — VOHHl VUo,Vo (S Bp YVt e Rj_
» (Konvergenz des FE-Verfahrens): 3C, = Cy(p, tp)
[[Sh(t)uno — S(t)uollp: < Coh V't € [to, 21o]

Damit zeigt man (g, positive, monoton wachsende Zahlenfolge)

IISh(Nto)Uno — S(Nto)Unol|r < gnh VN € NVuyg € B,N Vh

und mit der eindeutigen Darstellungt = ntg +r, n € N,
r € [to, 2to[ (dn positive, monoton wachsende Treppenfunktion)

ISh(t)uno — S(t)uno|lyr < nh Vit > 2ty Yung € B,NVy

Bildung einer stetigen Oberfunktion von g, liefert g(t).



Beweis (3)

Waéhle hc €]0, hp] derart,
dass Vh €]0, h¢] :

g(2tp)h < f(2ty)

Stetigkeit und Monotonie-
eigenschaften von f und g
liefern:

Vh €]0,hc] 3t* =t*(h) > 2ty :

2ty t




Beweis (4)

Offenbar gilt:
t* =t"(h) — oofirh —0
Wegen f(t) — O fur t — oo gilt (fur h €]0, h¢])

dan(An, A) < g(t)h +f(t*) = 2f(t*) — Ofiirh — 0



Ubersicht

FEM am Modellbeispiel der Chafee-Infante-Gleichung



Bifurkationsanalyse der Chafee-Infante-Gleichung
Q =] —1,1]. Setze
An = (%>2n2\1n eN

und
1 12 —12cos (MW7)

Mg = - vn=1,. .. N
T 2 4 + 2 cos (1) n

Die Mengen der Bifurkationspunkte sind

w2 972 2572
BP = {An |n €N} = {7 w2, e , 42, 2 )
und
BPFEZ:{)\hm‘n:l,...,Nh}

Struktur der globalen Attraktoren: A und Ay, bestehen
ausschlief3lich aus heteroklinen Orbits
A= JwU@)und Ay = ] W!(®y)
ocG DpeGy



Globale Attraktoren der Chafee-Infante-Gleichung (1)

+
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Globale Attraktoren der Chafee-Infante-Gleichung (1)




Stationare Lésungen der Chafee-Infante-Gleichung




Unterteilungsalgorithmus (1): FE-Attraktor A% far
A=7




Unterteilungsalgorithmus (2): FE-Attraktor A% far
)\ p—




Unterteilungsalgorithmus (3): FE-Attraktor A% far
A=T7




Bifurkationsparameter (1): FE-Attraktor A%

A=1 A=7




Bifurkationsparameter (2): Anzahl der Boxen des
FE-Attraktors A%

x10°

Anzahl der Boxen

Iterationen A



Struktur des FE-Attraktors A% (1)




Struktur des FE-Attraktors A% (2)




Fehlende Boxen des FE-Attraktors A% (1)
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Fehlende Boxen des FE-Attraktors .A% (2)
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Oberhalbstetigkeit des Attraktors: 1. raumlicher
Verfeinerungsschritt (1)

Funktion aus 3-dimensionalen FE-Raum
Funktion aus 7-dimensionalen FE-Raum




Oberhalbstetigkeit des Attraktors: 1. raumlicher
Verfeinerungsschritt (2)




Oberhalbstetigkeit des Attraktors: 1. raumlicher
Verfeinerungsschritt (3)
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Eigenschaften der Nichtlinearitat (1)

F : H(Q) D Br — L%(Q) mit F(u)(x) := f(u (x))
dF (u) : H3(Q) — L3(Q) mit (dF (u)v)(x) :=

Satz

VR

(1):
(2):
@3):
(4):

(5):
(6):

>03C(R) >0Vu,v € Bg:

ldF (u)zllz < C(R)l12llu ¥z € HA(R)

JdF (u)z — dF (V)z ][> < C(R)[[u — v a1zl V2 € H3(R)
IF (u) = F(v) — dF (u)(u = v)l.> < C(R)lu — v

IF(u) = F(v)llz < C(R)lu = vy

IF)llz < C(R), F € CYHE(Q), L2(%))

|dF (u)z]|y- < C(R)||zll2 vz € L2(Q)

IF(u) = F(v) s < CR)Ju — V]|,

IF)lly-r < C(R)




Eigenschaften der Nichtlinearitat (2)

Falls zuséatzlich u € H2(Q2) N HZ(Q), so gilt

(7): dF (u)w € H3(Q) Yw € H?(Q) N H3(Q)
[dF (Ww[y: < CR)([[ullpz W lpa + [Iw|p2)
< C(R)|IWllyz YW € H3(Q) N H3 ()




Existenz und Eindeutigkeit
E linearer homogener Losungsoperator. Es gilt: VI € {0, 1},
VabeZmit—-1<a<b<23C=C(l,ab)>0:

IDIE()V [y < Ct =22 ||V|jpa YV € D(A3)Vt >0

Satz
(2): (lokal Existenz und Eindeutigkeit)

YR >030 < T(R) < oo Vug € Bg J1u € C([0, T(R)],H3(Q)) :
u(t) 16st KIG

(2): (globale Existenz und Eindeutigkeit) ug € H3(Q2), p > 0,

T > 0 gegeben. Falls fur jede Lésung u(t) auf [0, 7] C [0, T] der
KIG die a-priori Abschatzung

[u®)ll: <p Vte[0,7]

gilt, so gibt es genau eine Losung u € C([0, T],H3(Q2)) der KIG.



Regularitat

Satz
Up € H3(Q), u € C([0, Tmax (Uo)[, H3(2)) Losung der KIG. Dann
gilt VR > 0 V0 < tyg < Tmax(Up) mit [Ju(t)||y: < Ry Vt € [0, to]:

@): u®)|lws < CRu, )27 Vteo,tg], s =1,2

@): lus(®) s < C(Ry, o)t ™22Vt €]0,t0], s = 0,1,2
3

(3): Hutt(t)”Lz < C(Rl,to)tiE Vi E]O,to]

Falls zusatzlich up € H?(Q) mit |ug|2 < R», so gilt:
4): [Ju(t)|Jus < C(R1,R2,t0) Vt e [0,tp],s=1,2

(5): |lug(t)|lns < C(R1, R, to)t™2 Vit €]0,t9], s =0,1,2
(6): lur(t)lliz < C(R1, Rz, to)t ™ V't €]0, to]




Konsistenz des FE-Verfahrens (1)
Fehlerzerlegung:

Un(t) — u(t) = un(t) — Rpu(t) +Rpu(t) — u(t)
=:0(t) =:p(t)
H&-elliptische Bilinearform a und Ritz-Projektion Ry:
a:HY(Q) x HY(Q) = Rmita(u,v) := (Vu, Vv),2
Rh : H3 (Q) — Vi mita(Ryv, x) = a(v, x) Vx € Vq

Satz

Up € H3(2), u € C([0, Tmax (Uo)[, H3(2)) Lésung der KIG.

R1 > 0und 0 < tyg < Tmax(Ug) derart, dass |Ju(t)||q: < Ry

vVt € [0,tp]. Dann gilt fur p(t) := Ryu(t) — u(t) sowie furj = 0,1
unds=1,2

(s-1)

@): ()]l < C(R, to)h® 7t~z ¥t €]0, to]
@): |o®)llz < C(R, to)ht— =577 Wt €10, to]




Konsistenz des FE-Verfahrens (2)

Falls zusétzlich ug € H?(Q) mit ||ug||y2 < R2, so gilt

@3): [lp(t)[li < C(R1,Ra,to)h®7 V't € [0, 1]
@): ()2 < C(Ry,Ra, to)ht 2 Wt €]0, to]




Stabilitat des FE-Verfahrens (1)

Satz

Up € H3 (), u € C([0, Tmax (Uo)[, H3(£2)) Losung der KIG,
Unho € Vh, Up € C([0, Tmax (Uno)[, Vh) Losung der SIG. R; > 0
und 0 < tg < MiN{Tmax(Uo), Tmax(Uno) } derart, dass
lu(t)||g2 < Ry und |Jup(t)||q: < Ry YVt € [0, tp]. Dann gilt fur
6(t) := un(t) — Rau(t)

(0): 0(t)ll.2 < C(Ra, to)([|uno — Pl 2 + h?t~2)
t
+C(Ry) / (t — )% un(s) — u(s)llz ds V't €]0,t]
0
2): 0]l < C(Ra, to)t™2(||uno — Pro|lL2 + h)

+C(R1) [ (1) un(s) ~ u(®)ll ds vt 0.t




Stabilitat des FE-Verfahrens (2)

Falls zusatzlich up € H?(Q) mit ||up||y2 < R2, so gilt
(3): [6(t)llL> < C(R1,Ra,to)(|[uno — PhUol|L2 + h?)
+C(Ry) /Ot(t — s)_% lun(s) — u(s)||2ds ¥t €]0, to]
(@): 0(t)]l2 < C(R1, Rz, t0)([[uno — Uo|lnz + h)

t
+ C(Rl)/0 (t — )72 [[un(s) — u(S)l|u2 ds V't €]0,to]




Existenz eines Lyapunov-Funktionals

L:HYQ) — Rmit L(u) := / %\Vu(x)\z — F(u(x)) dx
Q
wobei F(u) := [5 f(

Satz
L ist ein Lyapunov-Funktional fur (S, R, H3()), d.h.

(1): L ist stetig in H3 (Q)

(2): VU € H3(Q) : L(S(t)up) ist nichtwachsend in t

(3): £(u) > —C(A)IQ] Vu € H(Q)

(4): £(u) = Oflr [l — +o0

(5): ug € H3(Q), S(t)ug ex. Vt e Rund 3T € R mit
L(S(T)up) = L(up). Dann gilt: Aug = F (up)

Analog: L|y, ist Lyapunov-Funktional fir (Sp, Ry, V).




Existenz gleichmalig absorbierender Mengen

Satz
SeiR >0,
Br := {Uo € H3(®) | [|uolly: <R}
R = (kQI(BAY + 21+ A1) + 1))z

1 M R?
tzztz(R): 2)\1 In<K1|Q|>+1

wobei x,| > 0 und \; > 0 kleinster Eigenwert der
Helmholtz-Gleichung. Dann gilt:

(1): IS(t)upl|yr < Rz Vt >t Vug € B
(2): 3hg > 0: [|Sh(t)upollyr S Rz YVt >t Vupg € BR N'Vy
VO < hg ho




Existenz globaler Attraktoren

Satz
Vp > Ry:
(1): (S, R, H(Q)) besitzt den globalen Attraktor

VI w(ép) C H3(Q). A zieht die Menge ép gleichméaRig an und

(2): (Sh, Ry, V) beS|tzt fur jedes 0 < h < hg den globalen

Attraktor Ay, = w(B NVh) C Vh. Ap zieht die Menge B N Yy
gleichmafig (uniform in h) an und

Ah_wB NVh) = [ Sh(t) Bm?h) V0 <h<hg
t>0




Struktur der globalen Attraktoren

Satz
Sei A (bzw. Ap) der globale Attraktor von (S, R, H3(2)) (bzw.
Sh, R4, Vy) mit 0 < h < hp). Dann gilt:

A=WYG) bzw. An=WY(Gy)

wobei G (bzw. Gy) die Menge der Gleichgewichtpunkte
bezeichnet. Falls G (bzw. Gy) zusatzlich diskret ist, so gilt sogar

A= JWU(®) bzw. Ap= [ WY(®n)
oeG PheGh

und

A=An|JWS(®) bzw. Ap=Ann (] W3(ep)
PG ®heGy




Beispiele zur Losbarkeitstheorie

(1): f(u) = Asin(u)
f(u) = Acos(u)
(2): f(u) = Asin(u) cos(u)
f(u) = Ausin(u) cos(u)
(3): f(u) = A(u—u"),wobeine N, n > 2
f(u) = /\(u — u?) (Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov-Gleichung)

(4):f(u) = /\Zaiui, wobeia; € R,n € N
i=0
(5): f(u) = a + beM
f(u) = \e" (Zel'dovich-Frank-Kamenetskii-Gleichung)

6): f(u) = Ae 2



Beispiele zur Langzeitanalyse

(1): f(u) = Au + u?sin(u) — u®)
f(u) = A(u + u?sin(u) + u3cos(u) — u®)

(2): f(u) = A\(u —u"), wobei n € N, n > 3, n ungerade
f(u) = >\(u — u?) (Chafee-Infante-Gleichung)

(3):f(u) = /\Zaiui, wobei @ € R, n € N, n ungerade, a, < 0
i=0
f(u) = A(—u? — 3u®) (Medizinisches-Modell)
(keine Bifurkationen)
(4): f(u) = Au(1 —u)(u — ), wobei 3 €]0, 1] (Allen-Cahn-Modell)



Beispiele mit Bifurkation

(1): f(u) = AM(u —u"), wobei n € N, n > 3, n ungerade
(2): f(u) = Au(ae —u)(u — 3), wobei > 0, 3 < 0odera<0,5>0
f(u) = Au(1 — u)(u — ), wobei  €]0, 1] (Allen-Cahn-Modell)

n
(3):f(u) = )\Zaiu‘, wobein € N, n > 3, nungerade, a € R, a, <0
i=0

e a; = 0: keine Bifurkationen
e a; # 0: Bifurkationen vorhanden

(4): f(u) = A(u — u®) (Chafee-Infante-Gleichung)



FE-Bifurkationsdiagramme ftr \7%
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	Übersicht



