PRASENZUBUNG WOCHE 2

Im folgenden sei K ein angeordneter Kérper und V =2 K™, m < oo, ein endlich-
dimensionaler Vektorraum iiber K.

Aufgabe 1.2. Sei || - ||y eine Halbnorm auf V. Zeige, dass der Nullraum
N:={ucV||u] =0}

ein Untervektorraum von V ist.
Zeige ferne, dass || - || eine Norm auf dem Quotientenraum V/N induziert.

Losung. Wir wollen zuerst zeigen, dass N, definiert wie in der Aufgabenstellung,
ein Untervektorraum von V ist. Dazu miissen wir zeigen, dass IV nicht leer ist, sowie
dass mit zwei Elementen aus N auch deren Summe und skalare Vielfache wieder in
N liegen.

Da || - ||v eine Halbnorm ist, gilt fiir die Norm des Vektors 0 € V: ||0]y = 0.
Somit erhalten wir 0 € N, N ist also nicht leer.

Seien u,v € N, z € V und A € K. Da || - ||y eine Halbnorm ist, kénnen wir die
Subadditivitit und Homogenitét fiir folgende Abschitzungen nutzen:

(1) 0= |0]v
= |z —zllv
<zllv + || = z[lv Subadditivitit
=2||z|v

(2) lu+v|v < |lullv + [jv|lv Subadditivitit
=0 u,v € N

(3) [Aullv = [A] - [Jully Homogenitat
=[A[-0 ueN
=0

Die Ungleichung (1) zeigt, dass 0 < ||z|| fiir beliebiges = € V gilt. Hieraus folgt
mit (2), dass |ju+v||y = 0 gilt, also N abgeschlossen ist unter Addition. SchlieBlich
erhalten wir aus (3) die Abgeschlossenheit von N gegeniiber Multiplikation mit
Skalaren. N ist somit ein Untervektorraum von V.

Als ni#chstes iiberlegen wir uns, wie der Quotientenraum aussieht. Wir definie-
ren hierzu eine Relation ~y auf V, indem wir fiir alle z,y € V die Relation ~y
vermittels

r~NYy & x—y€eN

erkldren. Im Quotientenraum V/N = V/ ~y identifizieren wir also alle Elemente
miteinander, die sich nur um ein Element aus N unterscheiden. Eine kurze Rech-
nung zeigt, dass es sich bei ~y um eine Aduivalenzrelation handelt, V/ ~x also
ein Vektorraum ist (und zwar der Dimension dim V— dim N). Der Raum V/~y
enthilt also die Restklassen der Elemente v € V, die wir mit v:={v+n|n € N}
bezeichnen wollen



Wir definieren nun die induzierte Norm auf dem Quotientenraum iiber die Vor-
schrift

[ ll~: V/on = K

v = ollv.

Da wir fiir die Restklassen bei der Bestimmung eines Vertretersystems eine Wahl ha-
ben, miissen wir zeigen, dass ||-||~ von der Wahl des Vertreters eine Aquivalenzklasse
unabhéngig und damit wohldefiniert ist.

Seien z,y € V mit Z = g. Die Aussage ||Z|~ = |||~ ist dquivalent zur Aussage
lzllv = llyllv

Um dies zu zeigen, verwenden wir die umgekehrte Dreicksungleichung, die wir nun
beweisen wollen: fiir beliebige z,y € V gilt

(4) lzllv = llyllv| < llz —yllv.
Seien x,y € V. Es gilt:
() lzllv = lle =y +yllv
<llz = yllv +llyllv Subadditivitiit
(6) lyllv =lly — =+ zllv
<l|lz—yllv + |lz||v Subadditivitit, Homogenitit

Die Ungleichung (5) ist dquivalent zu ||z|lv — |lyllv < ||z — y||v, die Ungleichung

(6) zu —|{ |lzllv — llyllv ) < ||lx — y|lv. Insgesamt erhalten wir die Aussage aus (4).

Die Aussage ||z||v = ||ly|lv ist dquivalent zu ||z|yv — |ly|[v = 0. Wir nutzen die
umgekehrte Dreiecksungleichung fiir folgende Abschitzung:

lzllv = llyllv] < llz —ylv mit (4)

=0 x—y € N.

Wir wissen dabei, dass © —y € N ist, da z und y in derselben Aquivalenzklasse
liegen. Da der Betrag auf K eine Norm ist, erhalten wir ||z|v — |ly||lv = 0, die auf
dem Quotientenraum definierte Abbildung ist wohldefiniert.

Um die Definitheit zu zeigen, reicht es zu sehen, dass fiir jedes v € V/ ~ gilt, dass
aus |||~ = 0 schon v = 0 folgt. Sei also ¥ € V/~ mit [|v|~ = 0. Nach Definition
von || ||~ gilt also ||v||y = 0, also v = v —0 € N. Die Definition von ~y zeigt dann,
dass v = 0 folgt. Die induzierte Norm ist also definit.



Fiir 4,9 € V/~ und X € K erhalten wir

|2+ 9|~ = |Ju+ v~ Definition von ~y
= |Ju+v||v Definition von || - ||~
<ullv + ||v]lv Subadditivitdt von || - ||v
= ||a||~ + 17|~ Definition von || - ||,
|\ull~ = [|Aullv Definition von || - ||~
= |\« Jullv Homogenitét von || - ||v
= |\ - [~ Definition von || - ||~.

Die erste Ungleichung zeigt die Subadditivitéit, die zweite die Homogenitdt der
induzierten Norm. (]

Aufgabe 1.3. Sei || - || eine Norm auf V. Zeige oder widerlege, dass die Abbildung
d:VxV =K

(u,0) lu—v|| falls 4 = aw fiir ein a > 0
u’
[ull + [lv]l - sonst

eine Metrik auf V ist.

Losung. Die Abbildung d ist als “franzosische Eisenbahnmetrik” bekannt. Wir wol-
len nun zeigen, dass sie tatsichlich eine Metrik ist. Wir zeigen also, dass d die
Anforderungen

(1) verschwindender Selbstabstand,
(2) Symmetrie und
(3) Dreiecksungleichung

erfiillt.
ad (1) Da fiir jeden Vektor eines Vektorraumes die Gleichung z = 1 -z erfiillt
ist, sehen wir direkt, dass
d(z,z) = ||z — =]
= [lof|
=0
fiir alle z € V gilt. Dies ist der verschwindende Selbstabstand.
ad (2) Seien u,v € V. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: es gibt ein a > 0, so dass u = av gilt. Dann gilt auch v = a~
a~! > 0. Wir erhalten in diesem Fall

Ly und

d(u,v) = [lu — ||
=||lv —ul Homogenitét von || - ||
= d(v,u).

Fall 2: es gibt kein a > 0, so dass u = av gilt. In diesem Fall gilt
d(u,0) = [[ul + o]
= ||v]| + [|ull Addition im Kérper ist kommutativ
=d(v,u).



Beide Fille zusammen ergeben die Symmetrie der Abbildung d.

ad (3) Seien w,v,w € V. Wir unterscheiden zwei Fille.
Fall 1: es gibt ein o > 0, so dass u = awv gilt. Wir erhalten dann

d(u,v) = [lu =[] = flu —w +w —v]|

< lu —wl|| + [Jw — v u = aw fir ein a >0
= Ul + llwll + llwlf + [l sonst

} = d(u,w) + d(w,v).

Dabei ist klar, dass w = aw fiir ein @ > 0 dann und nur dann gilt, wenn auch
v = Pw fiir ein 5 > 0.
Fall 2: es gibt kein a > 0, so dass u = av gilt. In diesem Fall gilt
lu—w+wl +[lo] (%)
[ull + llv —w+w| ()

d(u,v) = [lul + o]l = {

und wir kénnen die folgenden Abschéitzungen vornehmen.
(+) < {Hu —w|| + |Jw|| + ||v|| = d(u, w) + d(w, v) falls u = aw fiir ein a > 0

= ]l F lwl] + Jw]| + vl = d(u, w) 4+ d(w,v)  falls u # aw # v fiir alle a > 0.
x) < |lu|l + [Jw|| + [[v — w]| = d(u, w) + d(w,v) falls v = aw fiir ein o > 0
Hier ist klar, dass w = aw fiir ein @ > 0 dann und nur dann gilt, wenn nicht
v = pw fiir ein 5 > 0.

Beide Fille zusammen zeigen die Dreicksungleichung fiir d. Somit ist d eine
Metrik. (]



