H2A2, Teil b) Wie in der Ubung bereits vorgestellt, definieren wir fiir jedes 7-Tupel

(i1,...,4,) € {1,...,n}" eine Abbildung l;, ; : V" — K die einem r-Tupel von Vek-

toren das Korperelement [],_, ag;, zuordnet. Dabei ist die Menge {by,...,b,} eine

geordnete K-Basis von V. In der Ubung zeigten wir bereits, dass die Menge B; all

dieser Abbildungen eine Basis des Raumes der r-linearen Abbildungen auf V' bildet.
Wir betrachten nun den Unterraum / < L"(V'), der von den Elementen

{liy,.in —580(0) “ login),..o6) | (1s-- - 0) €{1,...,n} 0 € 5,}

aufgespannt wird. Hierbei bezeichnet S, die symmetrische Gruppe auf r Elementen.
Wir wollen nun zeigen, dass der Quotient L"(V')/I mit dem Raum der alternierenden
r-linearen Abbildungen auf V' identifiziert werden kann. Wir nutzen dazu die Abbildung

mr: L"(V) - L"(V)/I
[—=1+1.

Wie konnen wir uns die Elemente des Quotienten vorstellen? Die Erzeuger des Unter-
raums sind gerade so gewahlt, dass im Quotienten

(71(liy.i,.)) — sgn(o) (71 (loiy),...o6))) =0

ergibt. Das heiBit nichts anderes, als dass (77(l;,,...;,)) und sgn(o)(7;(lo),...00,))) die
gleiche Abbildung definieren.

Da die Elemente von B; den Raum L" (V') erzeugen, wissen wir auch, dass die Menge
m;(By) ihrer Bilder unter 7; den Quotienten L"(V')/I erzeugen. Da wir die Summe von
zweier solcher Abbildungen sowie das Produkt solcher Abbildungen mit Koérperelementen
punktweise definiert haben, reicht es, die die Bilder m;(B;) darauf zu priifen, ob sie al-
ternierend sind. Sei (iy,...,%4,) € {1,...,n}" und (vy,...,v,) € V. Angenommen es
gibt k,0 € {1,...,r} mit vy = v;. Sei weiterhin o € S, die Transposition, die i und 7,
vertauscht und alle anderen Zahlen fix lasst. Dann ist

(71 (Liyoipigin ) (V15 o Uk oy UL e, O
= 8g0(0) (77 (Lo (i), 0 (i )y (i)so (i) ) ) (VL5 < s Uk o oy ULy o2, Uy)
= —(mr(liyoiyoipin) ) (UL ooy ULy ey Uy e, Uy)
= —(Tr(liyirsigiin)) (V15 ooy Uk oo Uy e, U).

Das heifit, dass die Bilder 7;(B;) ausgewertet an einem Tupel (vy,...,v,) € V" schon 0
ergeben, falls zwei der Vektoren im Tupel gleich sind. Somit sind alle Elemente des Quo-
tienten r-lineare alternierende Abbildungen. Analog zum Beweis aus der Ubung, dass B,
eine Basis von L" (V) ist, ergibt sich, dass die Elemente 7;(B;) den gesamten Quotienten
erzeugen. Dabei wird entscheidend die r-Linearitat genutzt. Zwei Elemente l;, ., 0, .,
ergeben dann unter 7; genau dann linear unabhangige Elemente des Quotienten, wenn
sich die Mengen der Indizes unterscheiden. Ansonsten unterscheiden sich die beiden
Bilder geméB unserer vorherigen Uberlegungen nur um ein Vorzeichen. Das heiBt also
kombinatorisch, wir haben so viele linear unabhéngige Elemente im Quotienten, wie wir
r-elementige Teilmengen von {1,...,n} auswéhlen kénnen, also (:f) viele.



