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Abgabe in der Übung am 22. Juli 2010

Aufgabe 1.: 3 Punkte
Genüge f = f(x, u1, u2, . . . , un) : Ω× Rn → R

(i) einer Carathéodory-Bedingung:

x 7→ f(x, u1, . . . , un)

ist auf Ω Lebesgue-meßbar für alle u1, . . . , un ∈ R und

ui 7→ f(x, u1, . . . , un)

ist auf R für fast alle x ∈ Ω stetig, i = 1, . . . , n.

(ii) einer Wachstumsbedingung: Es gibt pi, q ∈ [1,∞), i = 1, . . . , n, b > 0 und
nichtnegatives a ∈ Lq(Ω), so daß

|f(x, u1, . . . , un)| ≤ a(x) + b
n∑

i=1

|ui|pi/q.

Zeige, daß dann der Nemyzki-Operator F mit (Fu)(x) := f(x, u1(x), . . . , un(x)),
u = (u1, . . . , un) eine Abbildung von

∏n
i=1 Lpi(Ω) in Lq(Ω) ist und daß F stetig und

beschränkt ist mit

‖Fu‖0,q ≤ const

(
‖a‖0,q +

n∑
i=1

‖ui‖pi/q
0,pi

)
.

Aufgabe 2.: 3 Punkte
Beweise für einen reellen, separablen Hilbertraum den Satz von Lax-Milgram mit
Hilfe des Galerkin-Verfahrens.

Aufgabe 3.: 3 Punkte
Sei Ω ⊂ Rd ein glatt berandetes, beschränktes Gebiet. Zeige, daß für 2 ≤ p < ∞ der
p-Laplace-Operator A, der durch

〈Au, v〉 :=
∫

Ω
|∇u|p−2∇u · ∇vdx, u, v ∈ W 1,p

0 (Ω),

auf W 1,p
0 (Ω) gegeben ist, wohldefiniert ist, in (W 1,p

0 (Ω))∗ abbildet sowie strikt mono-
ton, koerzitiv, beschränkt und radialstetig ist.


