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Aufgabe 1.: 2 Punkte
Vorgelegt sei die skalare Konvektions-Diffusions-Gleichung

−div (a(x)gradu(x)) + c(x) · gradu(x) + d(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω,

wobei Ω eine beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C0,1 sei. Für die Koeffizienten gelte

(a) Die matrixwertige Funktion a ∈ L∞(Ω)d×d sei symmetrisch und gleichmäßig
positiv definit (gleichmäßig elliptisch), d. h., es gibt ein µ > 0, so daß für alle
z ∈ Rd und fast überall in Ω 3 x gilt zT a(x)z ≥ µ‖z‖2

Rd .

(b) Die vektorwertige Funktion c sei aus L∞(Ω)d und die skalarwertige Funktion d
aus L∞(Ω).

Zeige, daß es zu jedem f ∈ H−1(Ω) genau eine schwache Lösung gibt, sofern c ∈
W 1,∞(Ω)d und d(x)− 1

2div c(x) ≥ 0 f. ü. in Ω 3 x.

Aufgabe 2.: 3 Punkte

(i) Sei u : R2 → R eine glatte Funktion mit kompaktem Träger. Zeige, daß

‖u‖0,4 ≤ 21/4 ‖u‖1/2
0,2 |u|

1/2
1,2 .

(ii) Sei u : R3 → R eine glatte Funktion mit kompaktem Träger. Zeige, daß

‖u‖0,4 ≤
√

2 ‖u‖1/4
0,2 |u|

3/4
1/2.

(iii) Zeige, daß H1(Rd) stetig eingebettet ist in L4(Rd) für d = 2, 3.

Aufgabe 3.: 3 Punkte
Sei Ω die Einheitskreisscheibe und ∂Ω deren Rand. Dann ist für jede Funktion u ∈
C1(Ω) die Restriktion u|∂Ω wohldefiniert. Zeige, daß

‖u‖0,2,∂Ω ≤ 4
√

8 ‖u‖1,2,Ω

gilt. Zeige ferner mit Hilfe eines Dichteschlusses, daß es einen linearen, beschränkten
Operator γ0 : H1(Ω) → L2(∂Ω) gibt mit der Eigenschaft, daß für alle u ∈ C1(Ω)

γ0u := u|∂Ω

gilt. Begründe die stetige Einbettung H1(Ω) ↪→ L2(∂Ω). Ist die Einbettung sogar
kompakt?


