Prof. Dr. Etienne Emmrich
Universitat Bielefeld

Einfiihrung in die Numerische Mathematik
Inhalt der Vorlesung im Sommersemester 2011

I Einfithrung

I.1 Gegenstand der Numerischen Mathematik
Mathematische Modellbildung, Fehlerquellen usw.

II Interpolation von Funktionen

I1.1 Polynominterpolation

Interpolationsaufgabe; Zugidnge nach Vandermonde, Lagrange und Newton; Schema
der dividierten Differenzen; Existenz und Eindeutigkeit des interpolierenden Poly-
noms; Fehlerdarstellung; Fehler bei dquidistanter Zerlegung; Beispiel von Runge;
Konvergenz der Folge interpolierender Polynome (ganze Funktionen, Sitze von Faber
und Marcinkiewicz); Tschebyschew-Polynome und -Stiitzstellen; Fehlerabschéitzung
und Konvergenz bei Tschebyschew-Stiitzstellen

I1.2 Satz von Weierstrall

Bernstein-Polynome; Approximationssatz von Weierstraf3; Konvergenz in C!
I1.3 Approximation durch stiickweise polynomialen Ansatz (Spline-Interpolation)

Definition Spline; stiickweise konstante und stiickweise lineare Approximation; Exis-
tenz, Fehlerabschiatzung und Konvergenz bei kubischen Splines (Momente, quasiuni-
forme Zerlegung); strikt zeilendiagonaldominante Matrizen

I1.4 Trigonometrische Interpolation und diskrete Fourier-Transformation

trigonometrische Polynome; Interpolation und diskrete Fourier-Transformation; schnel-
le Fourier-Transformation (FF'T)

III Numerische Integration (Quadratur)

ITI.1 Newton-Cotes-Formeln
Konstruktion und Ordnung; Beispiele und Eigenschaften; interpolatorische Quadra-
tur; Fehlerabschatzungen

ITI1.2 Summierte Newton-Cotes-Formeln und Extrapolation
Konstruktion und Eigenschaften; summierte Trapez- und Simpsonregel; Richardson-
Extrapolation; Extrapolation in die Null (Romberg-Integration); Fehlerabschétzun-
gen und asymptotische Entwicklung

II1.3 GauB-Quadratur
Orthogonalpolynome; Konstruktion der Gaul3-Legendre-Quadratur; Beispiele; Aus-
sagen zur Ordnung; Nichtnegativitat der Gewichte; Fehlerabschitzung

IT1I1.4 Konvergenz von Quadraturformeln

Satz von Steklov (Polya und Szegd); Satz von Kusmin; Anwendungen; Konvergenz
der summierten Trapez- und Simpsonregel; Konvergenz der Gauf3-Quadratur



IV Lineare Gleichungssysteme

IV.1 Matrixnormen, Kondition und Storungsresultate
Normen; induzierte Matrixnorm (Norm linearer, beschriankter Operatoren); Beispie-
le (Spaltensummen-, Zeilensummen-, Spektral-, Frobeniusnorm); elementare Unglei-
chungen; Storung linearer Gleichungssysteme (rechte Seite, Matrix); Kondition

IV.2 LR-Zerlegung und Gauf3-Algorithmus
GauB-Algorithmus; Aufwand; Durchfithrbarkeit des Gaul3-Algorithmus; LR-Zerlegung
(Frobenius-Matrizen); Pivotisierung; Permutationsmatrizen; Existenz und Eindeu-
tigkeit der LR-Zerlegung; LR-Zerlegung von strikt zeilendiagonaldominaten und po-
sitiv definiten Matrizen; Bandmatrizen

IV.3 Cholesky-Zerlegung
LL"-Zerlegung; LDL"-Zerlegung; Aufwand; Wurzelalgorithmus

IV.4 Householder-Transformation und @ R-Zerlegung

Definition und Eigenschaften der Householder-Transformation; rechteckige Matrizen
und Q) R-Zerlegung; Aufwand; Stabilitat

V Bestapproximation und Fehlerquadratmethode

V.1 Fehlerquadratmethode
Aufgabenstellung; Existenz und Eindeutigkeit des Ausgleichspolynoms; Vandermonde-
Matrix; Berechnung mit Cholesky- und @ R-Zerlegung; Fehlerausgleich in anderen
Normen; statistische Deutung der Fehlerquadratmethode

V.2 Bestapproximation

Proxima in normierten Rdumen; Existenz bei Vorliegen einer kompakten Teilmenge
oder eines endlichdimensionalen Unterraums; Einzigkeit bei Vorliegen einer konve-
xen Menge oder eines strikt normierten Raums; Bestapproximation in Pra-Hilbert-
Réaumen; Fehlerquadratmethode und Normalgleichungssysteme

VI Nichtlineare Gleichungen und Iterationsverfahren

VI.1 Nichtlineare Gleichungen und verschiedene Verfahren
Nullstellen und Fixpunkte; Konvergenzordnung; Bisektionsverfahren; Regula falsi;
Sekantenmethode; Newton-Verfahren

VI.2 Prinzip der kontrahierenden Abbildung

Fixpunktiteration; Banachscher Fixpunktsatz; Konvergenz des Newton-Verfahrens
im endlichdimensionalen Fall; Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssyste-
me und lokale quadratische Konvergenz

VII Fehleranalyse
Rechnerarithmetik und Zahldarstellung; Rundungsfehler und Fehlerfortpflanzung



