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Aufgabe 1.: 3 Punkte
Beweise die folgenden diskreten Versionen zum Gronwallschen Lemma (in Analo-
gie zu den für das Kontinuierliche aus der Vorlesung bekannten Beweisen). Seien

{an}n∈N, {bn}n∈N, {gn}n∈N ⊂ R, τ ∈ R+, λ ∈ R. Mit der Konvention
−1∑
j=0

. . . := 0 gilt:

i) Aus

an ≤ bn + λτ
n−1∑
j=0

aj , n = 0, 1, . . .

und λ > 0 folgt

an ≤ bn + λτ

n−1∑
j=0

(1 + λτ)n−j−1bj , n = 0, 1, . . .

ii) Aus

an ≤ bn + λτ
n∑

j=0

aj , n = 0, 1, . . .

und λ > 0 mit λτ < 1 folgt

an ≤ bn +
λτ

1− λτ

n∑
j=0

(1− λτ)−n+jbj , n = 0, 1, . . . .

iii) Aus
an+1 − an

τ
≤ gn + λan , n = 0, 1, . . .

und 1 + λτ > 0 folgt

an ≤ (1 + λτ)n

a0 +

n−1∑
j=0

(1 + λτ)−(j+1)gj

 , n = 0, 1, . . . .

iv) Aus
an+1 − an

τ
≤ gn+1 + λan+1 , n = 0, 1, . . .



und 1− λτ > 0 folgt

an ≤ (1− λτ)−n

a0 +
n−1∑
j=0

(1− λτ)jgj+1

 , n = 0, 1, . . . .

Aufgabe 2.: ausnahmsweise 6 Punkte
Sei Rd versehen mit dem Euklidischen Skalarprodukt.
a) Unter welchen Voraussetzungen an A ∈ Rd×d ist das lineare System u′(t)+Au(t) =
f(t) (t ∈ [0,∞)) dissipativ? Bestimme bestmöglich die Konstante µ aus der Definition
der starken Dissipativität.
b) Berechne die Lösung des zugehörigen homogenen Systems mit

A =

(
1 −25
0 2

)
bzw. A =

(
4 −4
−4 10

)
zur Anfangsbedingung u(0) = (0, 1)T sowohl exakt als auch numerisch mit dem ex-
pliziten und dem impliziten Euler-Verfahren (für eine klein genug gewählte Schritt-
weite). Beschreibe das Verhalten der Lösung, gemessen in der Euklidischen Norm,
als auch der einzelnen Lösungskomponenten. Sind die entsprechenden Systeme dissi-
pativ?
c) Kann ein anderes Skalarprodukt gefunden werden, so daß das lineare System mit
der ersten Matrix aus Teil b) dissipativ ist?


