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Aufgabe 1: 3 Punkte
Programmiere die Mittelpunktregel (One-leg-Variante des Crank-Nicolson-Verfahrens)
zur numerischen Losung eines skalaren Anfangswertproblems. Verwende dabei eine
Newton-Iteration zur Losung der in jedem Zeitschritt auftretenden nichtlinearen Glei-
chungen (wéhle als Startwert den Wert der Naherungslésung aus dem vorhergehenden
Zeitschritt). Teste das Programm fiir das Anfangswertproblem

u'(t) = —u(t)®, t€][0,10], wu(0)=2,

und vergleiche die exakte Losung mit den zu verschiedenen dquidistanten Zeitgittern
berechneten numerischen Losungen. Ist quadratische Konvergenz zu beobachten?

Zusatzaufgabe mit 6 Zusatzpunkten!

Seien T > 0 und ug € R? (d € N). Vorgelegt sei das Anfangswertproblem
u'(t) = f(tu), te[0,7], u(0)=uo,

wobei f: [0,7] x R? — R? dissipativ sei.

Betrachte die One-leg-Variante des ¥-Verfahrens (¥ € [0, 1]) auf einer #quidistanten
Zerlegung von [0, 7| mit t,, = n7 (t = T/N, N € N) zur ndherungsweisen Berechnung
von u" ~ u(t,) (n=1,2,...,N) bei gegebenem u" ~ uj.
Zeige unter geeignet gewéhlten Voraussetzungen

a) die Wohldefiniertheit des Verfahrens,

b) die von der Wahl der Schrittweite unabhéngige Beschrianktheit der zeitdiskreten
Losung und gegebenenfalls ihrer diskreten Ableitung,

c) die stetige Abhéngigkeit der zeitdiskreten Losung vom Anfangswert,
d) eine Fehlerabschitzung erster Ordnung fiir den Fall 9 # 1/2,
e) eine Fehlerabschétzung zweiter Ordnung fiir den Fall ¥ = 1/2.



