
Zusammenfassung der wesentlihen Ergebnisseder von der Fakult�at II { Mathematik und Naturwissenshaften der Tehnishen Universit�at Berlin zur Er-langung des akademishen Grades Doktor der Naturwissenshaften (Dr. rer. nat.) genehmigten DissertationAnalysis von Zeitdiskretisierungen des inkompressiblen Navier-Stokes-Problemsvorgelegt vonDipl.-Math. Etienne EmmrihBerihter: Prof. Dr. L. Tobiska, Magdeburg Tag der m�undlihen Pr�ufung: 30. Juli 2001Prof. Dr. R. D. Grigorie�, Berlin D 83Gegenstand der Arbeit ist die mathematishe Analyse des impliziten Euler-Verfahrens und der zweishrittigenFormel der r�ukw�artigen Di�erenzen (BDF (2)) mit konstanter Shrittweite zur zeitlihen Semidiskretisierungder inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen in ihrer drukfreien shwahen Formulierung. Betrahtetwerden die originale nihtlineare Approximation als auh eine linearisierte Variante.1. Mit Hilfe der Theorie der pseudomonotonen Operatoren gelingt der Nahweis der Existenz von L�osun-gen der nihtlinearen Approximation. Die Einzigkeit ist an gewisse Annahmen gebunden, die sih imzweidimensionalen Fall vereinfahen. Die linearisierte Variante ist eindeutig l�osbar.2. L�osungen sowohl der nihtlinearen als auh der linearisierten Variante sind stabil in l2(H1) und l1(L2).Die diskreten Ableitungen liegen zumindest in l4=3(V �), wobei V � der Dualraum des solenoidalen Un-terraumes des H10 sei, und gen�ugen weiteren Stabilit�atsabsh�atzungen. Im zweidimensionalen Fall lassensih A-priori-Absh�atzungen f�ur die diskreten L�osungen in st�arkeren Normen zeigen, wof�ur eine Di�eren-zenungleihung mit quadratishem Term mit Hilfe eines diskreten Gronwall-Lemmas aufzul�osen ist.3. Aus den diskreten N�aherungswerten lassen sih durh geeigneten, st�ukweise polynomialen Ansatz konti-nuierlihe N�aherungsl�osungen konstruieren. Geht die Shrittweite gegen Null, so konvergiert eine Teilfolgeder Folge der N�aherungsl�osungen gegen eine shwahe L�osung. Die Konvergenz ist stark in Lq(L2) f�urq 2 [2;1), shwah in L2(H1) und shwah* in L1(L2). Der Beweis nutzt die Absh�atzungen f�ur diediskreten L�osungen und deren Ableitungen.4. Der Geshwindigkeitsfehler, gemessen in der l2(H1)- und l1(L2)-Norm, ist sowohl bei der nihtlinearenals auh linearisierten Variante des impliziten Euler-Verfahrens von erster Ordnung.5. Unter Ausnutzung der G-Stabilit�at der BDF (2) mit konstanter Shrittweite l�a�t sih die parabolisheGl�attungseigenshaft der Navier-Stokes-L�osung auf das diskrete Problem �ubertragen. Dies erm�oglihtden Beweis von Fehlerabsh�atzungen h�oherer Ordnung unter Regularit�atsannahmen, die niht auf dasbekannte Problem der globalen Kompatibilit�at der Daten (�uberbestimmtes Neumann-Problem f�ur denAnfangsdruk) f�uhren.6. Der Geshwindigkeitsfehler, gemessen in der l2(H1)- und l1(L2)-Norm, ist sowohl bei der nihtlinearenals auh linearisierten Variante der BDF (2) von erster Ordnung. Der zeitgewihtete Fehler ist bei dernihtlinearen Approximation von optimaler zweiter Ordnung, bei der linearisierten Variante von derOrdnung 3=2. Die Voraussetzungen an die Regularit�at der L�osung sind dabei niht kritish. Der Beweisder Fehlerabsh�atzungen h�oherer Ordnung basiert auf dem Nahweis von Stabilit�atsabsh�atzungen inst�arkeren Normen f�ur die L�osung eines diskreten, dualen Hilfsproblems.7. Der zeitgewihtete Fehler im Druk ist, gemessen in der l1(L2=R)-Norm, von erster Ordnung bei dernihtlinearen Approximation und von der Ordnung 1=2 bei der linearisierten Variante der BDF (2).Die Ordnungsreduktion geht auf den Untershied zwishen V � und H�1 sowie die Anwendung der La-dy�zenskaya-Babu�ska-Brezzi-Bedingung zur�uk.8. Die sowohl bei dem Euler-Verfahren als auh bei der BDF (2) auftretenden Fehlerkonstanten und Be-shr�ankungen in der Wahl der Zeitshrittweite h�angen stark nihtlinear von der Reynolds-Zahl, der Zeitund A-priori-Shranken der exakten L�osung ab.Die Ergebnisse zum impliziten Euler-Verfahren sind zu einem Gro�teil bereits aus der Literatur bekannt.Neu sind hier insbesondere Stabilit�atsabsh�atzungen und Absh�atzungen f�ur die diskreten Ableitungen.Hinsihtlih der BDF (2) wurde bislang nur der Geshwindigkeitsfehler bei der linearisierten Variante un-tersuht. Unter kaum erf�ullbaren globalen Kompatibilit�atsbedingungen sind aus der Literatur optimaleAbsh�atzungen zweiter Ordnung bekannt. Unter Regularit�atsannahmen, die niht kritish sind, ist nur derBeweis der Ordnung 1=4 in der l1(H1)-Norm f�ur den zweidimensionalen, autonomen Fall bekannt.


