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Gegenstand der Arbeit ist die mathematische Analyse des impliziten Euler-Verfahrens und der zweischrittigen
Formel der riickwirtigen Differenzen (BDF (2)) mit konstanter Schrittweite zur zeitlichen Semidiskretisierung
der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in ihrer druckfreien schwachen Formulierung. Betrachtet
werden die originale nichtlineare Approximation als auch eine linearisierte Variante.

1. Mit Hilfe der Theorie der pseudomonotonen Operatoren gelingt der Nachweis der Existenz von Lisun-
gen der nichtlinearen Approximation. Die Einzigkeit ist an gewisse Annahmen gebunden, die sich im
zweidimensionalen Fall vereinfachen. Die linearisierte Variante ist eindeutig 16sbar.

2. Losungen sowohl der nichtlinearen als auch der linearisierten Variante sind stabil in [?(H"') und [>°(L?).
Die diskreten Ableitungen liegen zumindest in {*/3(V*), wobei V* der Dualraum des solenoidalen Un-
terraumes des H{} sei, und geniigen weiteren Stabilitétsabschétzungen. Im zweidimensionalen Fall lassen
sich A-priori-Abschitzungen fiir die diskreten Losungen in stirkeren Normen zeigen, wofiir eine Differen-
zenungleichung mit quadratischem Term mit Hilfe eines diskreten Gronwall-Lemmas aufzultsen ist.

3. Aus den diskreten Niherungswerten lassen sich durch geeigneten, stiickweise polynomialen Ansatz konti-
nuierliche Nidherungslosungen konstruieren. Geht die Schrittweite gegen Null, so konvergiert eine Teilfolge
der Folge der Niherungslésungen gegen eine schwache Losung. Die Konvergenz ist stark in L?(L?) fiir
q € [2,00), schwach in L2(H') und schwach* in L>°(L?). Der Beweis nutzt die Abschitzungen fiir die

diskreten Losungen und deren Ableitungen.

4. Der Geschwindigkeitsfehler, gemessen in der [?(H")- und [°°(L?)-Norm, ist sowohl bei der nichtlinearen
als auch linearisierten Variante des impliziten Euler-Verfahrens von erster Ordnung.

5. Unter Ausnutzung der G-Stabilitdt der BDF (2) mit konstanter Schrittweite 148t sich die parabolische
Glattungseigenschaft der Navier-Stokes-Losung auf das diskrete Problem iibertragen. Dies erméglicht
den Beweis von Fehlerabschitzungen héherer Ordnung unter Regularitdtsannahmen, die nicht auf das
bekannte Problem der globalen Kompatibilitit der Daten (iiberbestimmtes Neumann-Problem fiir den
Anfangsdruck) fithren.

6. Der Geschwindigkeitsfehler, gemessen in der [2(H')- und [°°(L?)-Norm, ist sowohl bei der nichtlinearen
als auch linearisierten Variante der BDF (2) von erster Ordnung. Der zeitgewichtete Fehler ist bei der
nichtlinearen Approximation von optimaler zweiter Ordnung, bei der linearisierten Variante von der
Ordnung 3/2. Die Voraussetzungen an die Regularitit der Losung sind dabei nicht kritisch. Der Beweis
der Fehlerabschitzungen hoherer Ordnung basiert auf dem Nachweis von Stabilitdtsabschitzungen in
stdrkeren Normen fiir die Losung eines diskreten, dualen Hilfsproblems.

7. Der zeitgewichtete Fehler im Druck ist, gemessen in der [*°(L?/R)-Norm, von erster Ordnung bei der
nichtlinearen Approximation und von der Ordnung 1/2 bei der linearisierten Variante der BDF (2).
Die Ordnungsreduktion geht auf den Unterschied zwischen V* und H ! sowie die Anwendung der La-
dyzenskaya-Babugka-Brezzi-Bedingung zurtick.

8. Die sowohl bei dem Euler-Verfahren als auch bei der BDF (2) auftretenden Fehlerkonstanten und Be-
schriankungen in der Wahl der Zeitschrittweite héngen stark nichtlinear von der Reynolds-Zahl, der Zeit
und A-priori-Schranken der exakten Lésung ab.

Die Ergebnisse zum impliziten Euler-Verfahren sind zu einem Grofiteil bereits aus der Literatur bekannt.
Neu sind hier insbesondere Stabilitdtsabschétzungen und Abschétzungen fiir die diskreten Ableitungen.

Hinsichtlich der BDF (2) wurde bislang nur der Geschwindigkeitsfehler bei der linearisierten Variante un-
tersucht. Unter kaum erfiillbaren globalen Kompatibilitdtsbedingungen sind aus der Literatur optimale
Abschitzungen zweiter Ordnung bekannt. Unter Regularititsannahmen, die nicht kritisch sind, ist nur der
Beweis der Ordnung 1/4 in der [*°(H")-Norm fiir den zweidimensionalen, autonomen Fall bekannt.



