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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit geht es um Evolutionsglei-
chungen, bei denen jede Zustandsénderung in Abhéngig-
keit von allen fritheren Zustdnden vonstatten geht. Dazu
werden zunéchst einige physikalische Phéanomene aufge-
fithrt und deren Modellierung mit ebensolchen Gleichun-
gen beschrieben. Es folgt eine Auflistung von Resultaten
aus der Analysis solcher Gleichungen. Der Hauptteil be-
steht aus Satz und Beweis zur eindeutigen Losbarkeit einer
speziellen Klasse derartiger Evolutionsgleichungen in va-
riationeller Formulierung.
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1 Einleitung

Als Evolutionsgleichungen werden im Allgemeinen Gleichungen kategorisiert,
welche die zeitliche Entwicklung einer physikalischen Grofe in einem rdumlichen
Gebiet beschreiben. Bekannte Vertreter sind die hier vereinfachten Wérmeleit-
gleichung

uy — V(pVu) = f

und Wellengleichung
Ut — Au=0

beide in einem Gebiet €2 mit komplettierenden Anfangs- und Randbedingungen.
Die Anderungen u; und wuy des Zustands hiingen in der Beschreibung obiger
Gleichung nur von dem aktuellen physikalischen Zustand und dem aktuellen
Wert der Inhomogenitét f ab. Bei obiger Wellengleichung im Eindimensionalen
mit homogenen Dirichletrandbedingungen, also eine eingespannte Saite, ist es
naheliegend, dass die Zustandsentwicklung, also wie die Saite sich bewegt, von
ihrer aktuellen Position und ihrer aktuellen Geschwindigkeit abhéngt. Insbeson-
dere spielt es keine Rolle, ob die Saite schon eine Weile geschwungen hat und
dann zum Zeitpunkt 7 den Zustand u(7) =: T" erreicht, oder ob dieser Zustand
I" fiir eine zweite gleiche Saite als Anfangsbedingung gesetzt wird. Im folgenden
Verlauf stimmen die Zustdnde der beiden Saiten tiberein.

Diese Beobachtungen finden sich in der mathematischen Formulierung wie-
der und scheinen im vereinfachten Rahmen plausibel. Dennoch ist es denkbar,
dass die fritheren Zustédnde durchaus eine Rolle spielen. Beim Beispiel der ein-
gespannten Saite ist davon auszugehen, dass das Material zusehends ermiidet,
je ldnger die Saite gespielt wird und je starker die Auslenkungen sind.

Die hier betrachtete spezielle Form von Evolutionsgleichungen formuliert die
Zustandsdnderungen physikalischer Grofen als abhingig sowohl vom aktuellen
Stadium als auch von allen vorhergegangenen. Zum Beispiel in der Form

wue(t) + (Au)(t) +[ K(r,t,u(r))dr = f(t) ,t € (0,T) (1.1)

mit einem Operator A = A(t). Die Abhédngigkeit erscheint in der Gleichung als
ein Integral iiber alle Zeiten bis zum aktuellen Zeitpunkt iiber eine Funktion
K, die unter anderem vom Zustand u zur entsprechenden Zeit abhéngt. In
vielen Féllen gilt K (t,s,u(s)) = k(t,s)Bu(t), mit einem Operator B und einer
Kernfunktion k(t, s), die oftmals Faltungscharakter besitzt: k(t, s) = k(t — s).

In den meisten Anwendungsfillen ist es zudem weder sinnvoll noch notwendig
iber alle Zeiten, also von —oco an, zu integrieren. Oft kann man davon ausge-
hen, dass der Einfluss fritherer Zusténde mit fortschreitender Zeit abnimmt, und
an Stelle einer unendlich weit zuriickgehenden Entwicklung einen initialen Zu-
stand zur Zeit ¢ = 0 annehmen. Das entspricht auch dem Fall, dass die gesamte
Vorgeschichte bekannt ist. Somit vereinfacht sich (1.1) zu

ue(t) + (Au)(t) + /0 K(r,t,u(r))dr = g(t)



wobei die Inhomogenitdt g nun den initialen Zustand beziehungsweise die be-
kannte Vorgeschichte f_ooo K(7,t,u(T))dr enthalt.

Werden aber beispielsweise periodische Entwicklungen beschrieben, ist der
vollstdndige Riickbezug wesentlich.

2 Anwendungsbeispiele und Modelle

Wie oben angemerkt beschreiben Evolutionsgleichungen Zustandsédnderungen
physikalischer Gréfen. Die genannten Wéarme- und Wellengleichung kommen
aus der Modellierung der Warmeausbreitung in Korpern beziehungsweise von
Schwingungen in Saiten, Membranen oder Korpern und werden dort entspre-
chend auch angewendet.

Evolutionsgleichungen mit Gedédchtnis kommen ins Spiel, wo frithere Zustén-
de sich auf die aktuelle Zustandsdnderung auswirken. Anwendung finden diese
speziellen Evolutionsgleichungen héufig und vorwiegend in der Modellierung des
Verhaltens viskoelastischer Materialien unter Spannung und in der Beschreibung
der Wiarmeausbreitung in Formgedéchtnismaterialien.

2.1 Modellierung viskoelastischer Fluide

Das bedeutendste Anwendungsgebiet von gedéchtnisbehafteten Evolutionsglei-
chungen ist die Modellierung sogenannter viskoelastischer Materialien. Obwohl
diese betrachteten Stoffe weniger oder mehr die Eigenschaften von festen Mate-
rialien und die von Fluiden im allgemeinen Sprachgebrauch in sich vereinen, sei
im Folgenden nur von viskoelastischen Fluiden gesprochen.

Elastizitdt und Viskositdt beschreiben das Verhalten von Stoffen unter De-
formation. In der Festkérpermechanik werden elastische Kérper behandelt, die
sich unter dufteren Kriften verformen und danach unmittelbar wieder in ihren
Ausgangszustand zurilickgehen, sofern die Deformation eine materialabhéngige
Grofsenordnung nicht iiberschreitet. Viskose Stoffe unter Schubspannung wi-
derstehen zunéchst und verformen sich dann allm&hlich, ohne wieder in ihre
Ausgangslage zuriickzugehen. Somit ist beispielsweise eine Tischplatte, die sich
unter Last durchbiegt als elastisch und die von einem Ventilator getriebene Luft
als viskos zu betrachten.

Viskoelastisch heiffen Stoffe, die sowohl viskose als auch elastische Eigen-
schaften aufweisen. Als anschauliche Beispiele konnen Zahnpasta und Honig
dienen.

In der Modellierung von Fluiden wird im allgemeinen zwischen Newtonschen
und Nicht-Newtonschen Fluiden unterschieden. Vereinfacht gesagt stellen die
Newtonschen die viskosen Fluide und die Nicht-Newtonschen alle iibrigen dar.
Diese Unterscheidung ist essentiell.

Zunichst gelten allgemein die grundlegenden Gleichungen der Fluiddynamik,
die den Zustand eines inkompressiblen Fluides mit konstanter Dichte p in einem
Gebiet Q € R? zu einem Zeitintervall [0,7] beschreiben. Die Unbekannte ist
hier das Geschwindigkeitsfeld, also eine vektorwertige Funktion u der Variablen



te€[0,7] und x €

V-u=0 (2.1)
O(pu) +V - (pu-u) =V -Z+pf

Die Divergenzfreiheit aus Gleichung (2.1) bedeutet physikalisch die Inkompressi-
bilitat des betrachteten Fluides und leitet sich bei konstanter Dichte unmittelbar
aus der Forderung der Massenerhaltung ab. Gleichung (2.2) beinhaltet, lax for-
muliert, die Aussage, dass die Anderung des differentiellen Impulses pu gleich
der Summe der Wirkung der inneren V-X und dufseren Krifte pf ist. Hierbei be-
zeichnet ¥ den Cauchy-Spannungstensor, der die Interaktion der Fluidpartikel
beschreibt. Die Beschreibung liegt hier in Eulerkoordinaten vor. Der Zusam-
menhang, insbesondere der Ableitung, mit den Lagrangekoordinaten und eine
genaue Herleitung und Beschreibung der Gleichungen findet sich beispielsweise
in [Loj78].

Obige, mit den spezifischen Randbedingungen vervollstdndigte, und eventu-
ell vereinfachte Gleichungen beschreiben allgemeine inkompressible Strémungs-
probleme. Zur Bestimmung einer Losung muss aber zunéchst noch der Span-
nungstensor, den Materialgesetzen des betrachteten Fluid entsprechend, model-
liert werden.

Fiir den Grofiteil von Stromungssituationen angewandt und ausreichend ist
das Newtonsche Gesetz, nach dem gilt

Y =-pl+o0, 0 =2uD(u) (2.3)

wobei p der Druck, 1 = pu(z, ) der Koeffizient der Viskositét und D(u) = 1 (Vu+
Vul) der symmetrisierte Gradient der Geschwindigkeit ist. Die Dekomposition
3 = —pl + o ist allgemeingiiltig und beinhaltet, wegen der Eigenschaft o = 0,
falls u = 0, den hydrostatischen Fall.

Gilt fiir ein Fluid (2.3), dann spricht man von einem Newtonschen Fluid
und ¥ kann direkt durch D(u) beziehungsweise Vu ausgedriickt werden. Un-
ter der Annahme, dass p konstant ist, wird (2.2) zur bekannten Navier-Stokes
Gleichungen, die zur Modellierung der meisten géngigen Probleme herangezogen
wird,

1
8tu+(u~V)u:—;Vp—|—VAu—|—f
V-u=0

Hierbei ist v = £ die sogenannte dynamische Viskositdat. Die Navier-Stokes-
Gleichung ist eine Evolutionsgleichung zur Beschreibung viskoser Fluide.

Zur Beschreibung viskoelastischer Fluide muss (2.3) durch andere Mate-
rialgesetze ersetzt werden. Im Artikel [FCGOO02] listen Fernandéz-Cara et al.
verschiedene Ansétze fiir verschiedene Typen viskoelastischer Fluide auf. Bei-
spielhaft sei hier auf das weit verbreitete Modell, das der sogenannten Oldroyd-
Fluide, eingegangen. Das Oldroyd-Modell gibt die Zerlegung > = —pI + o vor,



wobei o der Differentialgleichung

Do
o+ M DL = 2u(D(u) + A

DuoD(u) )
Dt

(2.4)

gentigt. Die sogenannte Oldroyd-Ableitung D, wird zum Beispiel in [FCGO02]
definiert und gilt im mit dem Fluidpartikel mitbewegten, rotierten und verzerr-
ten Koordinatensystem, wiahrend die Konstanten \; bzw Ay die physikalischen
Stoffeigenschaften der Relaxations-Zeit beziehungsweise der Retardations-Zeit
(0 < A1 < )\g) beschreiben. Im Falle Ay = Ay = 0 liegt ein viskoses Fluid vor
und das Oldroyd-Modell geht in das Newtonsche {iber.

Die herausragende Eigenschaft des Oldroyd-Modells ist, dass es das Gedéacht-
nis der viskoelastischen Fluide im Allgemeinen und der Oldroyd-Fluide im Spe-
ziellen modelliert. Das heiftt einfach gesagt, dass die zu einer gegebenen Zeit
vorherrschenden Spannungen nicht nur vom aktuellen sondern auch von allen
vorher angenommenen Zustédnden abhéngt. Zur Illustration, wie sich das in der
beschreibenden Gleichung niederschlégt, wird im Folgenden ein linearisiertes
Modell betrachtet.

Dazu wird angenommen, dass p konstant und v und ¢ so klein sind, dass in
(2.4) quadratische Terme vernachléssigt werden konnen. Damit ist das System
durch folgende Gleichungen bestimmt:

V-u=0 (2.5)
pur =—Vp+V-o+pf .
o4+ Aoy =2p (D(u) + A2D(u)) (2.7)

Das Materialgesetz kann umgeschrieben werden als

A
o= 2u—2D(u) + 7 (2.8)
A1
sofern 7 der Differentialgleichung
’ A2
T4+ M7 =2p(1 - )\—)D(u) (2.9)
1

geniigt. So kann o als Summe eines “Newtonschen Teils” und einem Spannungs-
tensor 7 fiir den elastischen Teil interpretiert werden. Weitere Umformungen
von (2.9) liefern

g 1/M _27“ _& t/ A1
5 (e T) =, (1 )\1)6 D(u)

woraus unter der Annahme, dass 7|;—¢ = 7 in ganz Q bekannt ist, folgt

t
T(x,t) = e VMg (x) + 27;;(1 - &) / e~ =9/ M D () (x, s)ds
A1 A7 Jo

Diese Gleichung in (2.8) und (2.6) eingesetzt fiihrt, im Gegensatz zur obigen fiir
Newtonsche Fluide, auf eine Evolutionsgleichung mit Gedéchtnis.



2.2 Warmeausbreitung in Materialien mit Gedachtnis

Ein weiteres Anwendungsfeld ist die Modellierung der Warmeausbreitung in Ma-
terialien, deren Eigenschaften sich iiber die Zeit unter dem Einfluss der Warme
verdndern.

Fiir die interne Energie eines Korpers, der einen Bereich € einnimmt, gilt
zuniichst allgemein die Formel, dass die Anderung im Ort x zur Zeit ¢ gleich der
Produktion h abziiglich der Divergenz des Warmestroms ¢ ist,

per = —div g+ h (2.10)

Hierbei ist p die Dichte und e die spezifische innere Energie, fiir die das
allgemeine Materialgesetz den Zusammenhang mit der Temperatur u, der Wér-
mekapazitdt £ und der initialen inneren Energie ey herstellt

e=¢€y+ Ku
Wird als zweites Materialgesetz auf das Fourier Gesetz, ndmlich
q = rVu

mit dem materialspezifischen Warmeleitkoeflizienten k zuriickgegriffen, ergibt
das, in (2.10) eingesetzt, die Warmeleitgleichung

kpuy = div (kVu) + h, inQ, ¢t >0

Diese einfache Evolutionsgleichung ist in der Modellierung gedachtnisbehaf-
teter Materialien nicht anwendbar. Thomée fiihrt in [Tho, S. 2] ein alternatives
Materialgesetz an und verweist auf die bei [GP68] und [Nun71] beschriebene
physikalische Interpretation. Setzt man an Stelle des Fourierschen Gesetzes fiir
den Wirmefluss die Beziehung

t
= —kVu _/ div (b(t, $)Vu(s))ds, inQ, £ >0 (2.11)

in (2.10) ein, erhélt man unter der Annahme, dass u(t) bekannt ist fiir ¢ < 0
und dass die Kernfunktion von der Gestalt b(¢,s) = b(t — s) ist, die Beziehung

kpuy = div (kVu) —|—/0 div (b(t — s)Vu(s))ds + f(t) (2.12)
mit 0
F() = h(t) —|—/_ div (b(t — s)Vu(s))ds

Diese Evolutionsgleichung mit Gedéachtnis entspricht, unter weiteren Vorausset-
zungen an b, dem in Abschnitt 4 behandelten Typ.



3 Aussagen zu Evolutionsgleichungen
mit Gedachtnis

Betrachtet man beispielhaft die in der Einleitung angefiihrte allgemeine Evolu-
tionsgleichung mit Gedéachtnis

t

u'(t) + A(t)u(t) +/ B(r, t)u(r)dr = f(t), t € (0,T) (3.1)
in ihren Komponenten, wird deutlich, woher die verschiedenen Ansétze zur Ana-
lysis solcher Gleichungen stammen, auf denen unter anderem die nachfolgend
aufgefiihrten Aussagen basieren. Gesucht ist in allen Féllen eine abstrakte Funk-
tion u(t), die aus dem Zeitintervall in einen passend gewihlten Funktionenraum
V abbildet. Die Operatoren A(t) und B(t, s) sind oftmals Differentialoperatoren
und bilden Funktionen aus V' in einen geeigneten Raum ab.

Ganz allgemein handelt es sich bei (3.1) um eine sogenannte Integrodiffe-
rentialgleichung, dementsprechend kommt die Theorie zu Differential- und auch
die {iber Integralgleichungen zum Einsatz. Priif [Pru93, S. 184] listet eine Reihe
von Autoren auf, welche den Integralterm von Gleichungen der Form

W (t) = A(tu(t) + / B(t,")u(r)dr, u(s) =up € X, t>s  (3.2)

als Storung der Evolutionsgleichung u'(t) = A(t)u(t) + f(t) auffassen. Dabei
generiert die Operatorfamilie A(t) einen Evolutionsoperator in einem passenden
Raum X. B(t) ist A(t) untergeordnet, beispielsweise in dem Sinne, dass ¢ —
B(t)z auf [0, T] messbar ist fiir alle z € D(A) und dass gilt |B(t)x| < ¢(¢)(|z] +
|Az|) f.ii. in [0, 7] fiir ein ¢ € L], (RT).

Eine andere weitgefasste Theorie — die der Faltungsintegrale — wird anwend-
bar, wenn in (3.2) B(t, s) = B(t —s) ein sogenannter Faltungskern ist. Resultate
zu Gleichungen der Art

W =Au+Bxu+f, u(0) =ug € X (3.3)

mit der Notation kxu(t) = fg k(t—s)u(s)ds und unter den gleichen Bedingungen
wie oben, finden sich unter anderen in [Pru93, S. 155ff] und [GLS90, S. 324f].
Auf (3.1) zugeschnittene Ergebnisse wurden mit Hilfe der Eigenschaften so-
genannter Volterra-Operatoren erzielt. Der folgende Satz ist formuliert fiir Glei-

chungen der Form
w4+ Au=f (3.4)

fiir Volterra Operatoren A, die einen Funktionenraum X = LP(V)N LPo(H) mit
1 < p < py < oo iiber einem Gelfand-Dreier VC H C V* in dessen Dualraum
X* = LP" (V)N LPo(H) abbilden. Die Ableitung u’ beziiglich t € (0,T) ist im
distributionellen Sinne aufzufassen.

Satz 3.1 Sei A € (X — X*) ein radialstetiger, monotoner und koerzitiver
Volterra-Operator. Dann besitzt die Aufgabe

u 4+ Au= f, u(0) =uo (3.5)



fiir beliebige f € X* und ug € H genau eine Losung u. Es ist u € W(0,T) :=
{veX: v eX*} = C(0,T];H), und die Zuordnung ug — u ist als Abbildung
von H in C([0,T]; H) stetig.

Der Beweis dazu findet sich in [GGZ74, S. 201ft]. Der Begriff des Gelfand-Dreiers
und der Raum W(0, T) spielen im folgenden Kapitel eine wesentliche Rolle und
werden dort erldutert.

Im Prinzip liefe sich die unten bewiesene Aussage iiber die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung der Evolutionsgleichung unter den speziellen Gege-
benheiten iiber den Satz aus [GGZ74] erhalten. Dazu ist zu zeigen, dass der
Operator Gu(t) = Au(t) + fotﬂ(t — 7)u(7)d7 ein Volterra-Operator mit den
geforderten Eigenschaften Radialstetigkeit, Koerzitivitdt und Monotonie ist.

Genau den in Abschnitt 4 betrachteten Typ von Evolutionsgleichungen mit
Gedéchtnis behandelt Thomée in seiner Arbeit [Tho| mit den Mitteln der Halb-
gruppentheorie. Hier wird das abstrakte Anfangswertproblem mit schwach sin-
guldrem Kern

u'(t) + Au(t) = /0 b(t — s)Bu(s)ds + f(t), t > 0, u(0) = ug (3.6)

mit einem partiellen Differentialoperator 2. Ordnung B(t, s) mit glatten Koeffi-
zienten, einer skalaren Kernfunktion b mit

|b(t)] < Ct™*, a € (0,1)

und einem selbstadjungierten, positiven elliptischen Differentialoperator 2. Ord-
nung A in einem Gebiet 0 C R? betrachtet. Dabei sei D(B(-,-)) = D(A) =
H2(Q)NH(Q) C H = La(Q).

Satz 3.2 FEs existiere 6 > 0 und 0 < v < 1 derart, dass die rechte Seite der
Ungleichung

Hu(t)llz+llw(t)|\+/0 (e (s)ll2+[[use (s)]]) ds

< Clluollz4s + [[£(0)lls +sup s < (s7[[ fe(s)l)

(3.7)

endlich ist. Dann hat (3.6) eine eindeutig bestimmte Losung u(t) mit der durch
Ungleichung (3.7) gegebenen Regularitdt.



4 Eindeutige Existenz in einem Spezialfall

Der betrachtete Spezialfall ist eine Familie von geddchtnisbehafteten Integrodif-
ferentialgleichungen mit einem schwach singuléren Kern. Wie in fritheren Ab-
schnitten werden auch in diesem Kapitel abstrakte Funktionen behandelt und,
im Sinne der besseren Lesbarkeit, stillschweigend mit den konkreten Funktionen
identifiziert. In diesem Kapitel wird ein Ansatz verfolgt, der auf der Betrachtung
eines Gelfand-Dreiers basiert. Die Beschréankung auf eine Klasse von Kernfunk-
tionen schrankt die Menge moglicher Probleme ein, mit dem Beweis fillt jedoch
eine Verfahrensvorschrift zur numerischen Lésung dieser hiufig auftretenden
Gleichung ab.

4.1 Definitionen, Hilfsresultate und Vorbemerkungen

Folgende Aussagen und Definitionen spielen in der Betrachtung der behandelten
Evolutionsgleichung eine wesentliche Rolle und werden im Weiteren als bekannt
vorausgesetzt.

Definition 4.1 Seien (X, ||-||x) und (Y, ||ly) reelle Banach-Riume. X heifit
eingebettet in Y , wenn es einen linearen, injektiven Operator j : X — Y gibt. Ist
J stetig, so heifit die Einbettung stetig (geschrieben: X — Y ). Eine Einbettung

ist kompakt (geschrieben: X 4 Y), wenn X — Y und jede in X beschrankte
Folge {x,} eine in'Y konvergente Teilfolge {j(xn/)} besitzt.

Das Vorliegen einer stetigen Einbettung ist gleichwertig zur Existenz einer
Konstanten o > 0 mit

li@lly < allelx, o € X (4.1)

Diese sogenannte Poincare-Friedrichsche-Ungleichung ist bei der Betrachtung
von Problemen, die iiber einen Gelfand-Dreier formuliert sind, von praktischer
Bedeutung.

Definition 4.2 Sei V' ein reeller, separabler, reflexiver Banach-Rauwm mit dem
Dualraum V*, H ein reeller, separabler Hilbert-Raum und sei V stetig eingebettet
und liege dicht in H. Dann bilden die Riume V, H und V* einen Gelfand-Dreier
(Evolutionstripel).

Es sei bemerkt, dass der Beschriankung auf reelle und separable Réume nicht
alle Autoren folgen.

Die géngige Kurzschreibweise V. C H C V* macht Sinn, da V C H =
H* CV* und H = H* gilt und die Rdume entsprechend als Teilmengen auf-
gefasst werden konnen. Das Standardbeispiel fiir einen Gelfand-Dreier liefert
V = H}(a,b), H = L?*(a,b) und V* = H 1(a,b).

Fiir die Behandlung der Gleichung sind auferdem die Definition und einige
Eigenschaften eines auf so einem Gelfand-Dreier aufbauenden Funktionenraums
von Wichtigkeit, beschrieben im folgenden
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Satz 4.1 Sei V C H C V* ein Gelfand-Dreier. Dann ist
W(0,T) := {u € L*(0,T;V) :u/ € L*(0,T; V*)}
in natirlicher Weise ein linearer Raum und, versehen mit der Norm

1/2
lullwo.ry = (lulliz rvy + luliz riv+))
ein Banach-Raum. Ferner istu € W(0,T) fast iberall gleich einer Funktion aus
C([0,T); H) und es gilt die stetige Einbettung

W(0,T) — C([0,T]; H)

Der Beweis ist bei Emmrich [EmmO04, S. 207] nachzulesen.

4.2 Problembetrachtung

In diesem Abschnitt wird die Existenz einer Funktion u, die unter spéter spezi-
fizierten Vorraussetzungen an die Koeffizienten das abstrakte Anfangswertpro-
blem

u'(t) + Au(t) + /0 B(t — s)Bu(s)ds = f(t) (4.2)
u(0) =up € H

auf einem Intervall (0,7) 16st, untersucht. Hierbei sei die Ableitung v’ beziig-
lich ¢ im distributionellen Sinne aufzufassen. Die betrachteten Rdume gehéren
einem Gelfand-Dreier V.C H C V* an, 8 :[0,T] — R ist eine skalare Funktion,
A, B € B(V,V*) sind beschréankte lineare Operatoren aus V' in den Dualraum
V* und f(t) sei aus V*. Eine Losung dieser Evolutionsgleichung ist somit im
Raum V zu suchen und muss eine distributionelle Ableitung in V* besitzen, also
gerade in W(0,T') liegen.

Die betrachtete Gleichung beschreibt die Verdnderung einer Gréfse v im Raum
V, typischerweise ein Funktionenraum iiber einem Gebiet inklusive Randbe-
dingungen. Mit dem integralen Term, dem zeitlichen Riickgriff, gehort (4.2) in
die Klasse der parabolischen Evolutionsgleichungen mit Gedéchtnis. Mit obigen
Konkretisierungen und folgenden Annahmen wird (4.2) zu einem Spezialfall sol-
cher Evolutionsgleichungen.

Man kann zeigen, dass sich die eindeutige Losbarkeit unter den getroffenen An-
nahmen aus dem allgemeinen Satz aus Gajewski, Groger, Zacharias gewinnen
lasst. Dennoch macht die separate Betrachtung dieser Klasse von Evolutions-
gleichungen Sinn. Einerseits findet dieser Typ besonders hdufig Anwendung, das
heifst auch, dass die Spezifizierungen dem Anwendungsbereich entsprechen. An-
dererseits fallt mit dem Beweis eine Vorschrift fiir ein numerisches Verfahren
zur raumlichen Approximation von ebensolchen Evolutionsgleichungen ab.
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4.3 Losbarkeit und Eindeutigkeit

Vorgelegt sei die abstrakte Evolutionsgleichung mit Gedéchtnis (4.2) fiir eine
Funktion u € W(0,T)

u'(t) + Au(t) +/O B(t — s)Bu(s)ds = f(t) in (0,T)
u(0) =uo € H

mit A, B : V — V* linear und beschriinkt, 8 :[0,7] — R und f € L?(0,T;V*),
wobei V. C H C V* einen Gelfand-Dreier bilden. Zusétzlich seien folgende
Eigenschaften angenommen:

Voraussetzung 4.1 FEs existieren Konstanten u,k > 0 so, dass fiir allev eV
gilt

(Av,v) > pl|v]* — Kfv]? (4.3a)
(Bv,v) >0 (4.3b)

Ausserdem gelte fiir konstante C > 0 und « € (0,1] fiir alle z € (0,T)
B(z) > Ozt (4.4)

Zwei senkrechte Striche ||-|| bezeichnen hierbei die Norm in V', |-| die Norm
in H und (,-) steht fiir die duale Paarung in V* x V. Die Rdume V und H
sind passend gewihlte, das heifit die Eigenschaften eines Gelfand-Dreiers und
die Randbedingungen erfiillende, Funktionenrdume iiber dem Ortsbereich (2.
Die Ungleichung (4.3a) ist bekannt als die Gardingsche Ungleichung und (4.3b)
steht fiir die Positivitéit des Operators B. Die Forderung (4.4) stellt sicher, dass
0 allenfalls schwach singuldr ist. Damit (4.2) wohlformuliert ist, muss ausser-
dem Produkt von 8 und B integrierbar sein. Das ist der Fall, wenn (3 nicht
nur nicht singulér ist, sondern in L* liegt oder B : H — V* linear und be-
schrankt ist. Erfiillt ein Operator A unter oben genannten Voraussetzungen die
sogenannte Gardingsche Ungleichung (4.3a), 14t sich (4.2) auf ein dquivalentes
Problem transformieren mit einem stark positiven transformierten Operator A.
Die Art der Transformation und der Beweis ist in [EmmO04, S. 218] nachzulesen.
Im Folgenden kann somit von einem stark positiven Operator A ausgegangen
werden.

4.3.1 Variationelle Formulierung

Um zur variationellen Formulierung zu gelangen wird Gleichung (4.2) mit einer
beliebigen Funktion v € V im Sinne des dualen Produktes (-,-)y«xy multi-
pliziert. Da die Integrationsreihenfolge vertauscht werden kann und die skalare
Kernfunktion 8(¢t — s) nicht vom Ort abhéingt, gilt

/Q [/Otﬁ(t - S)Bu(s)ds} vdr = /Otﬁ(t —5) /Q Bu(s) - vdzds (4.5)
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und die variationelle Formulierung von (4.2) lautet:
Zuug € H und f € L?(0,T;V*) finde u € W(0,T) so, dass im Sinne der
schwachen Ableitung

(u',v) + (Au,v) —|—/O B(t — s){Bu(s),v) = (f,v)
uw(0) =uo € H

(4.6)

fiir alle v € V gilt.

Auf dem Weg zum Beweis der Existenz einer eindeutigen Losung wird zu-
néchst die eindeutige Losbarkeit einer Folge semidiskreter Ersatzprobleme si-
chergestellt, um dann mit Hilfe von Dichtheitsaussagen auf den unendlichdi-
mensionalen Fall zu schliefsen.

Generell sind zwei Wege denkbar: Diskretisierung in der Zeit eliminiert die
Zeitabhéngigkeit und bringt Aussagen iiber stationdre Gleichungen zur Anwen-
dung oder Diskretisierung im Zustandsbereich, also im Ort. Hier wird der Zu-
standsraum V' mit Hilfe einer Galerkinbasis diskretisiert.

4.3.2 Galerkin-Diskretisierung

Wegen der Seperabilitdt von V existiert eine abzéhlbare Basis {¢;}$2,, mit der
die Folge der endlichdimensionalen Galerkinrdume mit der Eigenschaft der li-
mitierten Vollstandigkeit

Vm = Span{¢17 ¢27 ceey (bm}

konstruiert wird. Fiir ein Element u(™(t) € V}, gilt dann die Darstellung

u™ (t) = Z u;(t)¢; (4.7)

und wir setzen
g(m)(t) = [ur(t),uz(t), ..., um(t)] € R™ (4.8)

Das diskrete variationelle Ersatzproblem ergibt sich dann durch die For-
mulierung der Gleichung (4.6) auf dem endlichdimensionalen Raum V;,. Eine
Lésung ist dann ein : [0,7] — V™, das die variationelle Formulierung fiir alle
Testfunktionen v(™) € V™ erfiillt.

t
W0 (A o) [ B 5) (B (5), o) = (.0
0
u™(0) = ui™ € v

Da v(™) €V, = span{¢1, ..., ¢,,} und alle Komponenten in (4.6) linear sind,
geniigt es mit v("™) = ¢;, i = 1,...,m zu testen. Unter Verwendung der Vektor-
repriisentation (4.8) ist also eine Funktion u(™ : [0,T] — R™ gesucht, die

t
M/ (1) 4 Ay (1) + / Bt — s)B™u™ (s)ds = f™ (1)
0

u(™ = 70(m) (0)
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erfiillt, wobei gilt

(i, 65)]5—
[<A¢z,¢g>} i1
[«

[(f

Boi, é))]}—,
¢i>]i:1

An dieser Stelle sei an die Eigenschaften des Gelfand-Dreiers V C H C V*
erinnert. Durch die Einbettung V' < H und den Zusammenhang V;,, CV C H
ist die Verwendung des Skalarprodukts (¢;, ¢;) aus H in den Komponenten der
Massematrix M (™) gerechtfertigt. Zusétzlich kann die Galerkinbasis {#:i}52, be-
ziiglich des Skalarproduktes in H orthonormalisiert werden. Somit vereinfacht
sich die Massematrix zur Identitét, was im Sinne der Ubersichtlichkeit im Fol-
genden angewendet wird.

Zur Vereinfachung wird im weiteren Verlauf auf die Unterstriche der Vek-
toren und auch auf den Index (m) verzichtet, der zwar variabel, aber in jeder
Stufe festgehalten ist.

M
Alm)
B
AR

4.3.3 Losbarkeit des Ersatzproblems

Der Nachweis der eindeutigen Losbarkeit des Ersatzproblems lehnt sich an den
Beweis des bekannten Satzes von Picard-Lindel6f an. Dazu wird zun&chst die
Losbarkeit in C ([0, T]; R™) gezeigt und das dort zum diskreten Fall dquivalente
Problem

t) + Au(t /5t—sBu (s)ds = f(t) in (0,7T)
u(0) = ug € C ([0, T[;R™)

(4.9)

in eine gleichwertige integrale Formulierung gebracht. Nunmehr wird die Abbil-
dung

(Tw) (t) = uo + /0 t F(s)ds — /0 tAu(s)dsf /0 t /0 " B(s — 7)Bu(r)drds (4.10)

betrachtet. Gelingt es zu zeigen, dass in (4.10) die Abbildung 7' den Vorausset-
zungen des Banachschen Fixpunktsatzes geniigt, also dass T" einen eindeutigen
Fixpunkt Tu = w in C ([0, T]; R™) besitzt, folgt die eindeutige Losbarkeit von
(4.9). Einerseits erfiillt jede Funktion, welche die Integralgleichung 16st, die Fix-
punktgleichung, andererseits erhélt man fiir die Losung der Fixpunktgleichung,
dass sie zumindest absolut stetig und somit fast {iberall differenzierbar ist. Da-
mit ist die Existenz der schwachen Ableitung und damit die Eigenschaft der
Loésung von (4.10) gesichert.

Die fiir die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes notige Eigenschaft
der Selbstabbildung in dem Banachraum C ([0,7];R™) erhilt man nach fol-

genden Uberlegungen. Zunichst ist in jeder Komponente ¢ +— fot fi(s)ds =
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fg(f(s)7¢i>ds fir f € L2(0,T;V*) stetig. Nach der Diskretisierung liegen A
und B nun als Matrizen vor und das Produkt mit einer stetigen vektorwerti-
gen Funktion ist wiederum eine stetige Funktion. Auf dem kompakten Intervall
[0,T] ist diese sogar beschréinkt und damit liegt auch [; B(s — 7)Bu(r)dr in
C ([0,T];R™), da § als integrierbar vorausgestzt war.
Dass es sich bei T' um eine Kontraktion handelt, zeigen die folgenden Abschét-
zungen.

Das gewtiinschte Ergebnis fordert nicht zuletzt eine passend gewéhlte Norm,
die hier iiber

—Lt
= max e u(t
H‘Um te[o)éf] || ()|

R (4.11)

definiert ist. Die Konstante L > 0 muss spéter noch entsprechend spezifiziert
werden. So erhalt man

[(Tu)(t)—(T)(8)|] < HAH/0 llu(s) —v(s)[|ds +
+ HB||/O ~/0 B(s — 7)||u(r) — v(7)||drds

t t S
s{|A||/ s+ s [ [ ﬁ(s—r)e“drds}llu—vlll
0 0 0

Es sei an dieser Stelle festgehalten, dass die Beschranktheit, sogar unabhéngig
m, von ||A]| = ||A")||gmxm ebenso wie fiir ||B|| aus der Beschrinkheit der
urspriinglichen Operatoren A und B folgt. Multiplikation der Ungleichung mit
e~ fiihrt weiter auf die Abschétzung

t
[|Tu — Tol|| < max {||A||/ e Lt=9qs 4
t€[0,T] 0

t s
sl [ [ 5<s—7>e-L<f-T>des}|u—v||| (1.12)

Eine besondere Behandlung erfordert noch der Term, der die Singularitit g
enthilt. Da s < ¢, gilt e L(t=7) < ¢~ L(=7) und somit

/ O(s — T)e*L(t*T)dT < / B(s — T)e*L(S*T)dT
0 0

Nach Voraussetzung (4.4) und der Variablentransformation z = L(s — 7) gilt
weiter

s s Ls
/ ﬁ(sz)efL(sz)dTS/ C(sz)D‘flefL(sz)dT:C’Lfa/ z e dz
0 0 0
(4.13)
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Zerschlagen des Intervalls und weiteres Abschétzen liefert

Ls 1 max(1,Ls)
/ Tty < / T ree2q, —|—/ ZTltee=2q,
0 0 1

1 max(1,Ls) 1
Zﬁl+adz+\/ e fdy = — + [_emax(l,Ls) +671]
1 «

<

+e !

RImS—

<
Das in (4.13) und dann in (4.12) eingesetzt, fithrt auf

MAIL g, DBl L
_ < ey n=n — _
iz = 7ol < e L7 - ey o BEllencE s ety b

L
[ A]] AN |1 ]| o
=1 - Eler= -
{1 ey Lo v et bl o
Mit
1 1/«
L, := max{2||A|,<2||B|T(+el)> } (4.14)
«
ist die notwendige Bedingung
[1A]| AN | =] | o S
{L* (1—e LTy + Lo CT (= +e DHllu—oll <1 (4.15)

gesichert und folglich die Kontraktionseigenschaft von 7. Hieraus folgt nach
dem Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines einzigen Fixpunktes von T,
also die eindeutige Losbarkeit von (4.9) und somit die eindeutige Existenz einer
Losung u(™ € V™ der Gleichung (4.3.2) fiir beliebiges m € N. Da die Kon-
stante L, im Beweis in Abhéngigkeit von T gewahlt wird, jedoch nur auf einem
endlichen Zeitintervall [0, T].

4.3.4 A-priori-Abschitzungen und Konvergenz

Mit Hilfe eines Energiearguments erhélt man A-priori-Abschétzungen fiir die
Galerkin-Losungen u("™), mit m € N, die nicht zuletzt fiir Aussagen iiber die
Konvergenz der Losungen u(™ gegen die Losung u fiir m — oo des eigentlichen
Problemes (3.1) wichtig sind.

Testen der Gleichung (4.3.2) mit u(™ fithrt auf

(0 ) 1 (Al ) 4 [ o) (B 5), ) = ()
0

Da u(™) als Losung von (4.3.2) in W(0,T) liegt, gilt, wie in [Emm04, S. 211]
nachzulesen,

1d, m 2 _ g 1m m
5 ™ OF = @ @), u™ @)
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auf (0,7) im verallgemeinerten Sinne. Wegen der starken Positivitidt von A
beziehungsweise der Positivitit von B und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
folgt weiter
1d
2dt
und nach Anwendung der Youngschen Ungleichung mit

1d 1
el P GO P: M) ()12 < t
53 1™ OF + ™ @ < o)

u™ @O + ™ @)1 < L Ollv- ™ @)

V*

Koy (m
v+ L)

Integration iiber [0,¢] und weiteres Abschéitzen liefert dann, dass die Folge der
Losungen ||u(™|| gemessen in der L>(0,T; H) und L?(0,T; V) beschriinkt ist

t
m 1
W™ ()2 + / [ul™ ()2 < [uf™|? + ooz (4.16)

ém) als Projektion von ug € H auf V,, gewihlt wird, gilt

ul™ < |ug| und somit (4.16) mit uy anstellen von u(m), also sogar unabhéngig
0 0
von m.

Es folgt die Beschréinktheit der einzelnen Summanden p fg [ul™ (s)||? bezie-
2

Da sinnvollerweise u,

hungsweise |u("™ (¢)|? unabhingig von m, also die gleichméifige Beschrinktheit
von u(™) in L>(0,T; H) bezichungsweise L?(0,T;V). Mit u(™ in L?(0,T;V)
beschrénkt und den Voraussetzungen an A und B, ist auch «/(™) in L2(0,T; V*).
Anwendung des Satzes von Eberlein-Smulyan liefert dann entsprechende
Teilfolgen, deren Durchschnitt eine gemeinsame Teilfolge u(™) ergibt mit

ul™ X in L°(0,T; H) (4.17)
u™ — oy in L2(0,T;V) (4.18)
w™' o/ in L2(0,T; V") (4.19)

Diese Aussagen gelten zwar fiir eine gemeinsame Teilfolge aber in verschie-
denen Rdumen. Dass die verschiedenen Limites letztlich gleich sind, ldsst sich
mit Hilfe von Dichteaussagen beweisen.

Es verbleibt zu zeigen, dass dieses u als Grenzwert der Folge {u(™}, deren
Glieder das semidiskrete Problem 16sen, Losung der urspriinglichen Evolutions-
gleichung

(W (1), v) + (A(t)u(t), v) +/0 Bt = s){Bu(s),v) = (f(t), ), (4.20)
u(O) =ug €V,

fiir beliebiges v € V ist.

Da die Gleichung in allen Komponenten linear ist, ldsst sich per Nullergén-
zung u(™ beziehungsweise u™’ einfiigen und es geniigt die Konvergenz gegen
Null in den einzelnen Komponenten

t
(u(m)l — /v, (Au — Au™ ) und / B(t — s)(Bu(s) — Bul™ v)ds (4.21)
0
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zu zeigen. Denn nach weiterer Nullergénzung mit v(™) = P(v,Vg), der Projek-
tion von v auf den Raum Vi, gilt

¢
™’ ™Y 4 (Au™) )y 4 / B(t — s)(Bu™ (s),v™)ds = (f,v(™)
0

und die tibrigen Terme der Form (g,v — vs), g € V* gehen mit m — oo gegen
Null. )
Die Konvergenz in der Anfangsbedingung, also u((Jm) — g ist durch die Wahl

von ul™ = P(ug, V;») automatisch gesichert.

Aus der Definition der verallgemeinerten Ableitung und ihrer natiirlichen
Linearitét folgt im Speziellen fiir beliebiges ¢ € C3°(0,T)

und mit (u(™ (t) — u(t), v¢' (t)), aufgefasst als (-, )z, folgt nach (4.17) die Kon-
vergenz zur Null.

Definiert man fiir v Testfunktion v(t) := v¢(t), mit ¢ € C[0,T] beliebig,
ist v € L2(0,T;V) und t — (g(t),v) auf V* x V mit der dualen Paarung
(s ) L2(v+)x2(v) 2zu identifizieren. Fiir (Au(t),v) wird v(t) verwendet und dann
die adjungierte Paarung betrachtet. Dann gilt mit dem adjungierten Operator

T ~ T ~
/0 (A™ (1) — u(t)), vo (D))t = / W) — ut), A vp()dt (4.22)

und unter Ausnutzung der Symmetrie der dualen Paarung iiber reflexiven Réu-
men folgt mit (4.18) die gewiinschte Konvergenz. Analog geht man zunichst
auch fiir den Term

/ﬂ(t—s)(Bu(s)—Bu(m)(sLv>ds:/ Bt—s)(u(s)—u™ (s), B*v)ds (4.23)
0 0

vor. Wieder wird mit ¢ € C[0,T] multipliziert und integriert. Formal ergibt das

/OT {/Ot Bt = s)(u(s) — u™ (s), B*v>d5] o(t)dt

Vertauschung der Integrationsreihenfolge fiihrt auf

T T ]
/:0 . B(t — s){u(s) — u(m)(s)vB*U>¢(t)dtds

und es gilt wegen der Integrierbarkeit von 8 und der Stetigkeit von ¢

T T—s
(s = [ Be= st = [ pote+ ) <o
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Damit kann wieder v(¢) := vy(t) als Funktion in L?(0,T;V) aufgefasst werden
und nach (4.18) folgt die Konvergenz zur Null von

/0 (u(s) — u™ (5), Brury(s))ds

und somit die des anfinglich betrachteten Terms.

Diese Abschétzungen zeigen, dass der Grenzwert der betrachteten Teilfolgen
das Ausgangsproblem 16st. Dass es bei gleicher rechter Seite f und gleicher
Anfangsbedingung u keine zweite Losung geben kann, folgt unmittelbar aus
der Linearitit der Gleichung und der A-priori-Abschéitzung (4.16).
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5 Ausblick

Wie mehrfach erwédhnt, beschéftigt sich die vorliegende Arbeit mit einem ganz
bestimmten Typ von Evolutionsgleichungen mit Gedéachtnis. Diese Einschrén-
kung ist notwendig, um den Rahmen nicht zu sprengen und lésst viele M&g-
lichkeiten offen, die Thematik in dieser Richtung weiter zu verfolgen. Weitere
Verallgemeinerungen zum Beispiel sind mit jeder Abschwéichung der Vorausset-
zungen erreicht. Besonders die Forderungen an B und [ bediirfen einer weiteren
Prézisierung. Durchaus denkbar ist, dass beziiglich B anstelle der Positivitét be-
reits die Giiltigkeit einer Ungleichung (Bv,v) > —k|v|? ausreichend ist. Auch
die fiir die Wohldefiniertheit der Ausgangsgleichung getroffenen Voraussetzun-
gen an das Produkt von B und 3 kdnnen gegebenenfalls abgschwicht werden.
Eine andere Moglichkeit ist, das Vorgehen auf einen neuen dhnlichen Gleichungs-
typ zu iibertragen und dort dhnliche Resultate zu erzielen. Interessant ist dabei
insbesondere der Fall, in dem A selbst im Gedéachtnisterm auftaucht

t

ue(t) + [ Bt —s)Au(s)ds = f(t)
0

und die hyperbolische Gleichung

uge(t) + Au(t) +/0 B(t — s)Bu(s)ds = f(t) .
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