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1 Vorwort

In der Mathematik, besonders beim Lésen von Gleichungen jeglicher Art, ist die
Frage nach der Existenz von Losungen grundlegend. Dabei lassen sich zum Beispiel
Integral- und Differentialgleichungen, aber auch algebraische Gleichungen, in der
allgemeinen Form

x= Az (1.1)

schreiben. In diesem Fall ist A ein Operator!, der jedem Element z der Definiti-
onsmenge M ein in M liegendes Bildelement Az zuordnet. Kann zum Losen der
Gleichung (1.1) eine allgemeine Theorie entwickelt werden, so kénnen unterschied-
lichste mathematische Problem auf die gleiche Weise geldst werden.

Die Gleichung (1.1) stellt ein Fixpunktproblem dar. Dabei werden jene Punkte als
Fixpunkte bezeichnet, die unter dem Operator A invariant bleiben. Dadurch kann
die Frage nach Losungen der Gleichung auf die Frage nach der Existenz von Fix-
punkten reduziert werden.

Zum Losen von Fixpunktproblemen in endlichdimensionalen Réumen ist der Brou-
wersche Fixpunktsatz hilfreich. Sollen jedoch Aussagen in unendlichdimensionalen,
normierten Rdumen getroffen werden, so gilt der Brouwersche Fixpunktsatz nicht.
Der Schaudersche Fixpunktsatz hingegen, der den Kern der folgenden Bacherlor-
arbeit bildet, liefert auch Fixpunktaussagen fiir unendlichdimensionale Rdume und
damit Losungen fiir unsere Ausgangsgleichung (1.1).

Um den Schauderschen Fixpunktsatz beweisen zu kénnen, miissen grundlegende De-
finitionen gegeben und vor allem der Begriff der Kompaktheit von Mengen und Ope-
ratoren eingefiihrt werden. Da das Ziel dieser Arbeit der Beweis des Schauderschen
Fixpunktsatzes ist, werden zu Beginn der Arbeit eben diese Definitionen und damit
verbundenen Sétze dargestellt. Dabei wird teilweise auf einen expliziten Beweis ver-
zichtet, da dieses den Umfang der Arbeit zu stark vergroflern wiirde. Auf Grund der
enormen Bedeutung fiir die Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes wird in
besonderem Maf} auf die Charakterisierung von kompakten Operatoren eingegangen.
Im Anschluss an den Beweis wird schliefflich ein Teil des Anwendungsspektrums des
Schauderschen Fixpunktsatzes anhand von nichtlinearen Integralgleichungen und
dem Prinzip von Leray—Schauder aufgezeigt.

Tn dieser Arbeit wird der allgemeinen Konvention gefolgt und Az anstatt A(z) fiir lineare Ope-
ratoren geschrieben. Auch bei nichtlinearen Operatoren wird diese Schreibweise beibehalten.



2 Hinfiihrung zum Schauderschen
Fixpunktsatz

Der Beweis des Schauderschen Fixpunktsatzes erfordert einige Kenntnisse {iber grund-
legende Definitionen der linearen und auch nichtlinearen Funktionalanalysis, die
in dem folgenden Kapitel dem Beweis vorangestellt werden. Soweit nicht anders
erwahnt, behandeln wir zunéchst den linearen Fall.

Bevor jedoch das Grundlagenkapitel beginnt, werden wir eine Formulierung des
Schauderschen Fixpunktsatzes betrachten, um die folgenden Definitionen und Sétze
besser einordnen zu konnen. Der polnische Mathematiker Juliusz Pawel Schauder
bewies:

Ist M eine konvexe, kompakte und nichtleere Teilmenge eine Banachraumes X und
ist A: M — M stetig, so besitzt A wenigstens einen Fixpunkt T in M.

2.1 Grundlegende Definitionen

Der grundlegende Raum, auf dem der Schaudersche Fixpunktsatz formuliert wird,
ist ein Banachraum.

Definition 2.1 (Banachraum) FEin normierter, linearer Raum X mit Norm |||
heifst Banachraum, falls jede Cauchyfolge beziiglich der Norm gegen ein x € X in
dieser Norm konvergiert.

Dartiber hinaus miissen die Begriffe Konvexitéit, Kompaktheit und Beschrianktheit
von Mengen definiert werden. In den folgenden Definitionen und Lemmata ist, falls
nicht anders erwahnt, X ein linearer Raum. Die Menge M ist immer eine Teilmenge
von X.

Im linearen Raum spricht man von einer konvexen Menge, wenn zu zwei Punkten
der Menge deren Verbindungstrecke in der Menge enthalten ist. Dieses l&sst sich als
Definition folgendermafien formulieren:

Definition 2.2 (Konvexe Menge) Eine Teilmenge M eines linearen Raumes X
heifit konvez, falls aus x,y € M und 0 < X\ < 1 stetsx+Ay—z) = (1-N)z+A\y € M
folgt.

Beispiele fiir konvexe Mengen sind die abgeschlossene Kugel Bx (z;r) und die offene
Kugel Bx(x;r) um x mit dem Radius r.
Ausgehend von der Konvexitit einer Menge kann die konvexe Hiille definiert werden.
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Definition 2.3 (Konvexe Hiille) Sei X einen linearer Raum und M C X, so
nennt man die Menge

conv(M) := {Z Ak xp € X5 A €0, 1];2)% =1ine N} (2.1)

k=1 k=1

die konvexe Hiille von M.

Anschaulich entspricht der konvexen Hiille einer Menge M die kleinste konvexe Ober-
menge, die M enthilt. Es folgt, dass fiir zwei Punkte die konvexe Hiille gerade der
Verbindungstrecke der Punkte entspricht. Man spricht von einer konvexen Hiille end-
lich vieler Punkte in M, als dem kleinsten konvexen Polyeder, der die endlich vielen
Punkte aus M enthilt. Fiir spitere Beweise sind folgende Bemerkungen wichtig:

e Durch Induktion kann gezeigt werden, dass conv(M) in M enthalten ist, falls
M konvex ist.

e Die konvexe Hiille von M ist die kleinste konvexe Obermenge von M.
e Resultierend gilt conv(M) = M, falls M konvex.

Die kleinste abgeschlossene konvexe Obermenge einer Menge M C X wird als ab-
geschlossene konvexe Hiille conv(M) bezeichnet. Dabei merken wir an, dass die
konvexe Hiille einer abgeschlossenen Menge M nicht zwangsldufig abgeschlossen
ist. Betrachten wir zum Beispiel die abgeschlossene Menge
L:={(z,y)|lr € R,y =1/1+2%} CR% Die konvexe Hiille dieser Menge ist
conv(L) = {(z,y)||0 <y <1} J{(0,1)}. Diese ist aber offensichtlich nicht
abgeschlossen. Dariiber hinaus kann gezeigt werden, dass der Abschluss der kon-
vexen Hiille immer der abgeschlossenen konvexen Hiille entspricht.

Ist aber eine Menge abgeschlossen und konvex, so gilt convM = M.

Neben der Konvexitéit kommt dem Begriff der Kompaktheit eine besondere Bedeu-
tung zu. Zunichst werden kompakte und relativ kompakte Mengen definiert. Im
Anschluss daran werden wir fundamentale Lemmata zur Klassifikation von kompak-
ten Mengen beweisen.

In der folgenden Definition von Kompaktheit spielt der Begriff der Uberdeckung eine
bedeutende Rolle.

Definition 2.4 (Offene Uberdeckung) Sei X ein linearer Raum. Eine Uberdeckung
von M C X ist eine Familie (Uy)aer von Mengen Uy, C X mit

M C | Us (2.2)
acl

hierbei ist I eine beliebige Indexmenge. Die Uberdeckung heifst offen, falls alle Men-
gen U, offene Mengen in X sind.
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Definition 2.5 (kompakt) Fine Menge M C X heifit kompakt, falls man aus je-
der offenen Uberdeckung (Uy : o € I) von M eine endliche Teiliiberdeckung auswdihlen
kann; d. h. es gilt bereits

m
Mc | U, (2.3)
j=1
fiir geeignete Indizes oy, ...,y € 1.

Definition 2.6 (relativ kompakt) FEine Teilmenge M C X eines linearen Raum-
es X heifst relativ kompakt, falls ihr Abschluss M kompakt ist.

Es sei nochmals betont, dass in den folgenden Lemmata X stets ein linearer Raum
ist.

Lemma 2.1 FEine Menge M C X ist genau dann kompakt, wenn sie relativ kompakt
und abgeschlossen ist.

Beweis:

Fiir den Fall, dass M kompakt ist folgt die relative Kompaktheit sofort. Es bleibt
also die Abgeschlossenheit zu zeigen: Sei + € X\M. Fiir jedes y € M ist dann
r(y) := |z —y| /2 > 0, und die offene Kugel (Bx(y;r(y)) : y € X) ist bereits
eine offene Uberdeckung von M. Nun lassen sich wegen der Kompaktheit von M
Y1, ---, Ym € M finden, sodass

m
M C | Bx(yi (i)
i=1
Wir wéhlen nun r als das Minimum der Radien. Dann gilt Bx (z;7) € X\ M. Damit
ist = innerer Punkt von X\ M. Da jedoch das x beliebig gewihlt war, ist X\ M offen
in X. Schlief8lich ist eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement
offen ist. Damit ist M abgeschlossen.

Die Riickrichtung ist nun klar, da M relativ kompakt und abgeschlossen ist. Es gilt
damit M = M ist kompakt. O

Lemma 2.2 Fine relativ kompakte Menge M C X ist stets beschrdnkt.

Beweis:

Ist M relativ kompakt, dann ist die Menge M kompakt. Sie wird durch das Sys-
tem aller Kugeln {Bx(n) : n = 1,2,3,...}! iiberdeckt. Nun kénnen wir wegen der
Relativkompaktheit endlich viele Kugeln Bx(ny), ..., Bx(n,,) finden, die bereits M
iiberdecken. O. B. d. A gilt: n; < ... < n,,. Dies bedeutet, dass M in B(n,;,)
enthalten und daraus resultierend beschréinkt ist. 0

Nachdem die bedeutenden Eigenschaften Konvexitdt und Kompaktheit definiert
worden sind, wird das e-Netz definiert. Dieses wird sich zum Einem im Beweis

"Wenn wir die Kugel mit Mittelpunkt = = 0 betrachten, schreiben wir immer Bx(r) anstatt
Bx (0;7).
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des Schauderschen Fixpunktsatzes wiederfinden und zum Anderen die Moglichkeit
bieten den Begriff der prakompakten® Menge einzufithren. Anschaulich betrachtet
realisiert ein e Netz eine Uberdeckung einer Teilmenge von X durch endlich viele
Kugeln vom Radius e.

Definition 2.7 (endliches e-Netz) Sei ¢ > 0. Fine endliche Menge {z1,...,zm}
in X heifit endliches e-Netz fir M C X, falls

M C ] Bx(z€)

gilt.

Definition 2.8 (prikompakt) Fine Menge M C X heifit prikompakt bzw. total
beschrankt, wenn es zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir M gibt.

Besonders bedeutend ist der Zusammenhang zwischen relativ kompakten und priakom-
pakten Mengen, der im folgenden Satz von Hausdorff gegeben wird. Obwohl dieser
Satz grundlegend ist und in vielen Beweisen benotigt wird, wollen wir auf den Be-
weis aus Umfangsgriinden verzichten. Fiir den Beweis wird auf die Literatur zur
Funktionalanalysis [?] verwiesen.

Satz 2.1 (Hausdorff) Sei X ein Banachraum und M C X. Dann sind die folgen-
den vier Aussagen dquivalent:

1. M ist relativ kompakt.

2. Ist (Ap)n eine monoton fallende Folge nichtleerer, abgeschlossener Teilmengen
von M, so ist

ﬁ A, # @.
n=1

3. Jede Folge (xy,)y in M hat eine in X konvergente Teilfolge.

4. M st prikompakt.

2.2 Beschranktheit und Kompaktheit von Operatoren

Um spéter den Fixpunktsatz von Schauder auf die im Vorwort thematisierte Ope-
ratorgleichung (1.1) in den verschiedenen Situationen anwenden zu koénnen, fiithren
wir den Begriff des kompakten Operators ein. Wir verlassen nun die lineare Ana-
lysis. Im folgenden seien X,Y normierte Rdume und A : X — Y ein Operator.
Der Operator A heifit beschrinkt, wenn er beschrinkte Teilmengen von X in be-
schrankte Teilmengen von Y iiberfithrt. Aulerdem kénnen wir folgende Definition
der Kompaktheit eines Operators formulieren:

2In der Literatur lisst sich hiufig auch der Begriff der totalen Beschrinktheit finden.
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Definition 2.9 (Kompakte Operatoren) Sind X,Y normierte Riume, dann heifit
der Operator A : M C X — Y kompakt, wenn A stetig ist und beschrdinkte Mengen
i relativ kompakte Mengen tberfihrt.

Diese Definition gilt fiir alle Operatoren. In den folgenden Kapiteln wollen wir noch-
mals die Eigenschaften von linearen und nichtlinearen Operatoren differenziert be-
trachten.

2.2.1 Lineare Operatoren

Bekanntlich heifit ein Operator linear, wenn er homogen und additiv ist. Ist ein
linearer Operator beschriankt, so kann die Beschrianktheit folgendermaflen formuliert
werden. A : X — Y {iberfiihre als beschrinkter Operator beschrinkte Mengen in
beschrinkte Mengen. Das bedeutet, es existiert ein ¢ > 0 derart, dass

|Az|ly < clz| x fiir alle x € X (2.4)

gilt. Interessanter ist bei linearen Operatoren jedoch die Tatsache, dass Beschréanktheit
und Stetigkeit eines Operators gleichbedeutend sind, was wir nun beweisen werden.

Lemma 2.3 Sei A : X — Y ein linearer Operator. Dann sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent:

1. A ist beschrankt.
2. A ist stetig auf ganz X.
3. A ist stetig in xg € X.

Beweis:
Zunéchst zeigen wir, dass aus Beschrinktheit Stetigkeit folgt. Gilt z,, — = € X , so
folgert man mit (??) sofort

[Azn — Az = [|A(zn — 2)|| < ¢llzn — ]| =0,

d.h. A ist stetig in z € X.

Nach der Stetigkeitsdefinition folgt aus der Stetigkeit auf ganz X auch die Stetigkeit
inxy € X.

Schliefllich zeigt man ausgehend von der Stetigkeit in zg € X die Beschrénktheit.
Ist ndmlich A stetig in xq, so lasst sich zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 finden derart, dass
|Az — Azl < e fiir ||z — x| < 0 ist.

Sei also € = 1. Ist nun & € X ein beliebiges von nullverschiedenes Element, so erfiillt
gerade z:= xp + ”‘579"’” die Gleichheit ||z — z¢|| = ¢. Damit folgt jedoch

oz
Il

0 ||Az
)H: x|

Die Beschrianktheitsbedingung (?7?) ist also fiir ¢:=1/4 erfiillt.

e 2.

g

Schliellich wollen wir kompakte, lineare Operatoren durch Folgen charakterisieren.



2 Hinfiihrung zum Schauderschen Fixpunktsatz

Lemma 2.4 (Kompaktheit linearer Operatoren) Fin  linearer  Operator
A X = Y ist genau dann kompakt, wenn gilt: Ist (x,), eine beschrinkte Folge
in X, so enthdlt (Axy), eine in'Y konvergente Teilfolge.

Der Beweis ergibt sich als Folgerung aus Satz 2.1. Explizit soll dieser nicht gefiihrt
werden.

Damit haben wir bereits lineare, kompakte Operatoren klassifiziert. Vor allem stellt
die Kompaktheit linearer Operatoren einen wichtigen Begriff zur Einordnung der
Stetigkeit und der darausfolgenden Beschranktheit dar. Um Kompaktheit zu zei-
gen, wird in der Praxis haufig lediglich die Einheitskugel betrachtet. Wird diese
durch den Operator in eine relativ kompakte Teilmenge des Bildraumes iiberfiihrt,
so folgt aufgrund der Homogenitét der linearen Operatoren die Kompaktheit. Im
Folgenden werden wir sehen, dass bei nichtlinearen Operatoren die eben gefundenen
Zusammenhinge wieder verloren gehen.

2.2.2 Nichtlineare Operatoren

Die bekannten Definitionen fiir beschrankte und stetige Operatoren bleiben auch
im nichtlinearen Fall erhalten. Wir wollen nun den konkreten Fall X =Y =R
betrachten. Hier gibt es im nichtlinearen Fall Funktionen, die nirgends stetig, aber
beschrankt sind. Damit ist das Lemma 2.3 nicht mehr giiltig.

Die Kompaktheit eines solchen Operators impliziert nach Definition 2.9 immer noch
die Beschrinktheit desjenigen. In Lemma 2.4 wurde Kompaktheit im linearen Fall
charakterisiert. In dhnlicher Form kann dies auch fiir den nichtlinearen Fall gesche-
hen. Teile des Beweises des folgenden Lemmas lassen sich auf den Beweis von 2.4
zuriickfithren. Auch hier wird wieder auf die Literatur von Appel und Véth [?]
verwiesen, da der Beweis keine fundamentalen Aussagen fiir den Schauderschen Fix-
punktsatz enthélt.

Lemma 2.5 (Kompaktheit nichtlinearer Operatoren)

Ein Operator A : X — Y ist genau dann kompakt, wenn dieser stetig ist und folgende
Bedingung erfillt ist: Ist (x,,)n eine beschrinkte Folge in X, so enthdlt (Axy,), eine
i Y konvergente Teilfolge.

Weiterhin gilt: Ist A : X — 'Y kompakt und B : Y — Z stetig , so ist BA: X — Z
kompakt. Ist A : X —'Y beschrinkt und B : Y — Z kompakt, dann ist BA : X — Z
kompakt.

2.3 Hilfssatze

Nun sind alle wichtigen Definitionen fiir den Schauderschen Fixpunktsatz geklért.
Bevor mit der Formulierung des Satzes und dessen Beweis begonnen wird, kon-
struieren wir noch einen Hilfssatz, der den Beweis des Schauderschen Fixpunksat-
zes strukturiert. In der Literatur kann man diesen Satz auch unter dem Namen
Schauder—Projektion finden. Zuvor jedoch wird noch der Brouwersche Fixpunktsatz
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und eine Erweiterung dargestellt, die in dieser Arbeit ohne Beweis formuliert wer-
den. Spiter werden wir sehen, dass sich der Brouwersche Fixpunktsatz direkt aus
dem Satz von Schauder folgern lasst.

2.3.1 Brouwerscher Fixpunktsatz

Satz 2.2 (Brouwerscher Fixpunktsatz fiir Kugeln) Ist K eine abgeschlossene
Kugel des X = R"™ , so besitzt jede stetige Selbstabbildung f von K wenigstens einen
Fizpunkt.

Daraus ergibt sich als Folgerung der fiir unseren Beweis viel aussagekréftigere Satz:

Satz 2.3 Sei X ein normierter Raum und M C X ein nichtleerer, kompakter und
konvezer Unterraum. Dann hat jede nichtleere, konvere und kompakte Teilmenge
von X = R"™ mindestens einen Firxpunkt.

Fiir die Beweise der beiden Sétze 2.2 und 2.3 wird auf die Biicher [?] und [?] ver-

wiesen.

2.3.2 Schauder—Projektionsabbildung

Im folgenden sei X wieder ein Banachraum und M C X kompakt. Mit der obi-
gen Vorbereitung (Lemma 2.1 und Satz 2.1) folgt, dass M auch relativ kompakt
und prakompakt ist. Damit gibt es ein € > 0 derart, dass wir ein endliches e-Netz
{#1,...2m} mit z; € X fiir alle j = 1,...,m erhalten. Definiere nun fiir j = 1,...,m
ein pj : M — [0, 00) durch

€- ||z — 2|, fallsxz e Bx(zj,¢€)

pj = () = {

0, sonst.

Man sieht leicht, dass p; > 0 fiir wenigstens ein j = 1,...,m ist. Dann ist aber auch
Z;nzl p; > 0 fiir alle x € X. Schliefllich kénnen wir den sogenannten Schauderope-
rator P, : M — X mit

Do M7

Z;nﬂ Hj

konstruieren. Er ist offensichtlich wohldefiniert. Die Abhingigkeit des Operators

(2.5)

von z spiegelt sich in derer von p; wider. Der Zweck dieses Operators wird erst im
néichsten Kapitel offenbar. Um ihn fiir den Beweis des Schauderschen Fixpunktsatzes
nutzen zu kénnen, wollen wir seine Eigenschaften im folgenden Satz klassifizieren,
bevor wir zum néchten Kapitel iibergehen kénnen.

Satz 2.4 Sei M C X prikompakt und sei P. durch (??) definiert. Dann ist P. ein
stetiger Operator von M nach conv(M), und es gilt

|l — P <€ (2.6)

fir alle x € X.



2 Hinfiihrung zum Schauderschen Fixpunktsatz

Beweis:

e Zeige zunichst: Der Operator bildet stetig in conv(M) ab.
Die Stetigkeit des Operators ergibt sich sofort, da dieser aus dem Kompositum
stetiger Abbildungen p; erzeugt wird. Nun bleibt

3 ) = un M
;(E}’;M) ! d (Z;n:lﬂj)G[O,l]

zu zeigen. Dieses ergibt sich jedoch leicht wegen

Z(Zuj ):ijl'ujzl und 0<,uj<Zuj.

FER A ST

Damit gilt P, : M — conv(M).

j=1 j=1

e Es bleibt nur noch Abschétzung (2.6) zu zeigen:

(77) “ Do iz

e I DO s
J= J

=1 j=1Hj

2 g My (T — 7))
Do K
AongL 27:1 i |l — 2l

- D e My

10
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Da wir alle notwendigen Eigenschaften definiert haben, kann in dem folgenden Ka-
pitel der Schaudersche Fixpunktsatz formuliert und bewiesen werden. In Erinnerung
an das vorausgestellte Probelm, dem Losen einer Gleichung x = Az, werden wir sehr
schnell feststellen, dass die zundchst formulierte Form des Schauderschen Fixpunkt-
satzes fiir die Praxis eher ungeeignet ist. Ziel ist es jedoch, einen allgemein giiltigen
und auch nutzbaren Satz zu formulieren. Aus diesem Grund wird im Anschluss an
den ersten Beweis eine zweite, anwendungsorientierte Version des Satzes mit Hilfe
des Lemmas von Mazur bewiesen. Schliefilich werden wir unter Beriicksichtigung
kompakter Operatoren eine dritte Version folgern.

3.1 Fixpunktsatz von Schauder, 1. Version

Satz 3.1 (Fixpunktsatz von Schauder, 1. Version) Ist M eine konveze, kom-
pakte und nichtleere Teilmenge eines Banachraumes X und ist A : M — M stetig,
so besitzt A wenigstens einen Fizpunkt T in M.

Der Beweis dieses Satzes kann in drei wesentliche Schritte gegliedert werden:

1. Die Abbildung A wird durch den Schauderoperator in eine Niherungsabbil-
dung tiberfiihrt.

2. Die Existenz von Fixpunkten in der Ndherungsabbildung wird mit Hilfe des

Fixpunktsatzes von Brouwer bewiesen.

3. Die Fixpunkte der Abbildung A werden aus den Fixpunkten der Ndherungs-
funktion konstruiert.

Beweis:

1. Konstruktion der Ndiherungsabbildung
Die Bildmenge der Abbildung A liegt wieder in M. Da M kompakt ist, ist M
auch prikompakt. Definiere nun den Operator

A, == P.(A(2)). (3.1)

Dann folgt aus Satz 2.4, dass durch A, aufgrund der Eigenschaft des Schau-
deroperators eine Ndherungsabbildung definiert wird, die den Bildpunkt A(x)
hochstens um e verschiebt. Es gilt

[A(z) — Ac(@)|| < (3-2)

11
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2. FExistenz von Fizpunkten der Naherungsabbildung

Im Beweis zu Satz 2.4 ist gezeigt worden, dass der Schauderoperator eine
Menge M in ihre konvexe Hiille abbildet. Somit liegen fiir alle x € M die
Bildpunkte A¢(x) in der konvexen Hiille. Wie in Kapitel 1 erldutert, gilt ins-
besondere conv(M) = M, da M konvex ist. Damit bildet A, sogar von der
konvexen in die konvexe Hiille von M ab. Da die konvexe Hiille jedoch wegen
der Prikompaktheit von M aus den endlich vielen Punkten 21, ..., 2z, gebildet
wird, kann die konvexe Hiille als konvexe Punktmenge in einem euklidischen
Raum interpretiert werden. Damit ergibt sich bereits die Existenz eines Fix-
punktes z, mit Hilfe des Fixpunksatzes von Brouwer und dessen Erweiterung
(vgl. Kapitel 2.3.2), je nach Wahl von e.

3. Konstruktion eines Fixpunktes

Um den Fixpunkt der Abbildung A zu konstruieren wird ein konkretes ¢ = %
gewdhlt, zu dem sich ein Fixpunkt der Néherungsfunktion A, ergibt. Dieser
wird mit Iy bezeichnet. Epsilon ist dabei so gewéhlt worden, dass fiir grofle k
der Radius der iiberdeckenden Kugeln immer kleiner wird. Es werden immer
mehr Kugeln zur Uberdeckung benétigt.

Mit der Gleichung (3.2) des ersten Beweisschrittes folgt sofort

[A(ZK) = Ac(@p)l| = [|A(@R) = Zil| < % (3.3)

Interpretiert man den Fixpunkt als Folge (Zx)g, so besitzt diese wegen der
Kompaktheit von M (vgl. Satz 2.1) eine konvergente Teilfolge (Zk,);. Der
Grenzwert dieser Folge sei mit & bezeichnet. Dann folgt wegen der Stetigkeit
von A

A(Zy,) — A(Z), fiir i — oo. (3.4)

Es muss aber mit (3.3) gelten

1
lim [|A(@y,) — ]l < lim (=), (3.5)

1—00 1—00  Kj

Damit ist & der gesuchte Fixpunkt, denn aus (3.5) und (3.4) folgt aufgrund
der Stetigkeit und Nichtnegativitit einer Norm 0 = ||A(Z) — Z|| und schlieBlich
0=A(z) —z.

O

Leider fordert die erste Version des Satzes, dass die zugrundeliegende Menge M kom-
pakt ist. Dies stellt eine bedeutende Einschrankung dar und ist in der Anwendung
h#ufig nicht gegeben. Die oben bewiesene Version des Schauderschen Fixpunktsatzes
kann dem Anspruch einer universellen Losungsmethode der Gleichung (1.1) folglich
nicht gerecht werden. Als Konsequenz wird nun eine zweite Version und schlieBlich
eine dritte Version bewiesen.

12



3 Fixpunktsatz von Schauder

3.2 Fixpunktsatz von Schauder, 2. Version

Satz 3.2 (Fixpunktsatz von Schauder, 2. Version) Sei M eine nichtleere, ab-
geschlossene und konvexe Teilmenge eines Banachraums X und A: M — M stetig.
Dann besitzt A wenigstens einen Fizpunkt X, sofern die Bildmenge A(M) relativ

kompakt ist.

Bevor mit dem Beweis des Satzes begonnen werden kann, muss das Lemma von
Mazur bewiesen werden, welches eine zentrale Rolle im Beweis von Satz 3.2 spielt.
Fiir dieses Lemma gelten dieselben Voraussetzungen wie im vorherigen Satz.

Lemma 3.1 (Mazur) Die abgeschlossene konvexe Hiille einer relativ kompakten
Menge M st stets kompakt.

Beweis:
Sei € > 0. Da M relativ kompakt nach Vorausetzung ist, folgt aus Satz 2.1 die
Prikompaktheit von M. Damit gibt es ein €/2-Netz. Es existieren folglich z1, ..., 2, €
X, sodass es fiir alle z € M ein j € {1,...,m} gibt mit
€

: (3.6)

[ =zl <

Damit kénnen wir eine Funktion f : M — {1,...,m} definieren, sodass jedem
x € M der kleinste Index j zugeordnet wird, fiir den (3.8) erfiillt ist. Es gelte

f(@) =7

Nach Definition der konvexen Hiille conv(M) lassen sich alle y € conv(M) durch
y = > p_y Ay darstellen. Dabei ist A\, € [0,1], yp € M fiir alle k = 1,...,n,
Y p—1 M =1 und n = n(y) € N. Damit erhalten wir

n n n
€
Iy = 23ll = [l = D Az || = |[ D2 Mk = 2p) || < D A llw = 2p |l < 5
k=1 k=1 k=1
Da nun aber
n
{Z )\sz(yk)} €conv({z1,...,2m}) = L
k=1
finden wir €¢/2- Kugeln derart, dass
conv(M) C | ) Bx(x,€/2). (3.7)
€L
Wir iiberlegen nun, dass es endlich viele Elemente 1, ...,Iy gibt, so dass
N
L JBe/2) (33)
i=1
gilt. Dazu miissen wir zeigen, dass L := conv({z1,...,2n,}) relativ kompakt ist.

Dies ist aber offensichtlich, da K als Teilmenge eines endlich dimensionalen Raumes

13



3 Fixpunktsatz von Schauder

beschrankt ist.
Dann gilt aber mit (3.7) und (3.8)

N
conv(M) C ) B(li, e).
=1

Damit haben wir zur konvexe Hiille ein endliches e-Netz gefunden. Nach Defini-
tion 2.7 ist die konvexe Hiille damit prikompakt und mit dem Satz von Hausdorff
auch relativ kompakt. Wir erhalten also, dass die konvexe Hiille einer relativ kom-
pakten Menge stets relativ kompakt ist. Nach Vorausetzung ist die konvexe Hiille
sogar abgeschlossen. Damit ist die abgeschlossene konvexe Hiille stets kompakt nach
Lemma 2.1. U

Kommen wir nun zum Beweis, der 2. Version des Schauderschen Fixpunktsatzes.

Beweis:
Wir wissen, dass M eine abgeschlossene, konvexe Menge eines Banachraumes X ist.
Es gilt also mit der Bemerkung zur konvexen Hiille (Kapitel 2.1) conv(M) = M.
Die Abbildung A bildet M stetig in sich ab. Somit muss fiir die Bildmenge A(M) C
M = conv(M) und folglich

conv(A(M)) € M (3.9)

gelten. Dann ist die Abbildung A : M — M nach (??) insbesondere auf conv(M)
definiert. Das Bild A(M) ist sicherlich in der abgeschlossenen konvexen Hiille des
Bildes enthalten, da diese stets die kleinste abgeschlossene konvexe Obermenge ist.
Somit haben wir eine Abbildung Ajssrva(ar) : CONV(A(M)) — conv(A(M)) erhalten.

Wir wissen, dass die Bildmenge A(M) nach Voraussetzung relativ kompakt ist. Mit
dem Lemma von Mazur folgt, dass die abgeschlossene konvexe Hiille kompakt ist.
Damit kann auf die Abbildung Ajesnva(ar) : €Onv(A(M)) — conv(A(M)) der Schau-
dersche Fixpunktsatz in der ersten Version angewendet werden. Die Existenz eines
Fixpunktes ist bewiesen. O

3.3 Fixpunktsatz von Schauder, 3. Version

Wir haben nun zwei Versionen des Schauderschen Fixpunktsatzes gegeben. Es sei
nochmals darauf hingewiesen, dass im endlichdimensionalen Fall der Schaudersche
Fixpunktsatz gerade dem Brouwerschen Fixpunktsatz entspricht.

Dariiber hinaus sind wir in der Lage mit nur wenig Aufwand eine dritte Version des
Schauderschen Fixpunktsatzes zu beweisen, die sich von dem Begriff der Stetigkeit
der Abbildung A 16st und den Begriff des kompakten Operators beriicksichtigt.

Satz 3.3 (Fixpunktsatz von Schauder, 3. Version) Sei M eine nichtleere, ab-
geschlossene, beschrinkte und konvexe Teilmenge eines Banachraums X. Dann be-
sitzt A : M — M einen Fizpunkt in M, wenn A ein kompakter Operator ist.

14



3 Fixpunktsatz von Schauder

Beweis:

Nach Definition 2.9 folgt aus der Kompaktheit des Operators A, dass A stetig ist und
beschrinkte Mengen in relativ kompakte Mengen abbildet. Damit ist die Bildmenge
A(M) relativ kompakt und der Fixpunktsatz von Schauder in der 2. Version liefert
den Fixpunkt. U
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4 Prinzip von Leray—Schauder

Im Prinzip sind wir in der Lage mit den drei Versionen des Fixpunktsatzes die im
Vorwort thematisierten mathematischen Problemstellungen zu l6sen. Ob ein mathe-
matisches Problem die an den Schauderschen Fixpunktsatz gekniipften Bedingungen
erfiillt, muss individuell betrachtet werden. Nicht immer kénnen die Bedingungen
des Schauderschen Fixpunktsatzes erfiillt werden. Aus diesem Grund entwickelten
sich fiir verschiedene Problemstellungen zahlreiche Erweiterungen des Schauderschen
Fixpunktsatzes. Eine bedeutende Weiterentwicklung ist das Prinzip von Leray-
Schauder. In  der Literatur findet man auch die Bezeichnung
Leray—Schauder—Alternative. Diese Benennung suggeriert bereits die Anwendbar-
keit des folgenden Satzes als Alternative zum Schauderschen Fixpunktsatz. Die
Leray—Schauder—Alternative sichert die Existenz eines Fixpunktes der Gleichung
(1.1), stellt jedoch auch andere Bedingungen an das mathematische Problem.

In diesem Kapitel werden wird das Prinzip von Leray—Schauder analog zum Fix-
punktsatz von Schauder in zwei Versionen kennenlernen. Dariiber hinaus wollen wir
in diesem Zusammenhang einen weiteren Satz formulieren. Im Anschluss werden wir
durch ein Beispiel aus der Integralrechnung die Bedeutung des Prinzips untermau-
ern.

In den nun formulierten Sdtzen geniigt, wie schon beim Schauderschen Fixpunkt-
satz, als zugrundeliegender Raum X ein normierter Raum. Wir werden aber vor-
aussetzen, dass X wieder ein Banachraum ist, um der Tradition der vorhergehenden
Fixpunktséitze zu folgen.

4.1 Prinzip von Leray—Schauder, 1. Version

Wie in Kapitel 3 sei X als Banachraum und eine Abbildung A : X — X gegeben.
Wir suchen wieder einen Fixpunkt Z mit

Ax =1T. (4.1)
Dazu wollen wir die parametrisierte Gleichung
x = tAz; fir 0<t<«1 (4.2)

betrachten. Es existiere ein r > 0, sodass fiir alle Lésungen der nichtlinearen Eigen-
wertgleichung (4.2) irgendein ¢ € [0,1) die A—priori-Abschétzung

2| <7 (4.3)

16



4 Prinzip von Leray—Schauder

erfiillt. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Abschétzung (4.3) nicht die Losbarkeit
der Gleichung (4.2) impliziert. Wir verlangen von unserer Losung also gewisse Ei-
genschaften, ohne uns um die Existenz der Losung gekiimmert zu haben.

Nun kénnen wir die Leray—Schauder—Alternative in erster Version formulieren.

Satz 4.1 (Leray—Schauder, 1. Version) Sei A : X — X eine kompakte Abbil-
dung eines Banachraums X . Die Fizpunktgleichung x = Ax besitzt mindestens eine
Lésung, wenn ein r > 0 existiert, so dass fiir alle Losungen x; von (4.2) fir ein
t € [0,1] die A-priori-Abschitzung (4.3) erfillt ist.

Zur besseren Strukturierung des Beweises sollen zunéchst die wesentlichen Beweis-
schritte aufgefiirht werden. Wir werden sehen, dass diese Beweisschritte mit der
Beweisidee des Schauderschen Fixpunktsatzes in seiner ersten Version korrespondie-
ren. Der Nachweis von Satz 4.1 lisst sich wie folgt gliedern:

1. Wir betrachten eine Einschréinkung der Abbildung A.
2. Die Stetigkeit der neuen Abbildung wird nachgewiesen.
3. Die Kompaktheit dieser Abbildung wird bewiesen.

4. Nach dem Schauderschen Fixpunktsatz ergibt sich ein Fixpunkt der neuen
Abbildung. Dies liefert uns schliefllich einen Fixpunkt von A.

Beweis:

1. Auch in diesem Beweis wollen wir eine Einschriankung von A, also eine Re-
traktionsabbildung betrachten

2rAzx, (44)

Azl

{Ax; falls ||Az| < 2r
Ayx =

sonst.

Dabei gelte x € X und r > 0. Wir erinnern, dass A : X — X wohldefiniert
ist. Dann bildet auch A,z wohldefiniert von X in sich ab. Betrachtet man
A,z so sieht man leicht, dass sogar [|A,z| < 2r. Damit erhalten wir eine
Abbildung A, : B(0;2r) —s B(0;2r). Diese Abbildung ist beschrinkt, da eine
beschrinkte Menge in eine beschrinkte Menge iiberfithrt wird (vgl. Kapitel
2.2).

2. Nun wollen wir zeigen, dass A, : X — X auch stetig ist. Wir wissen, dass
A stetig ist, da A kompakt ist. Dies bedeutet, dass zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, sodass fiir alle z,y € X ||z — y|| < 0 und [[Az — Ay|| < e. Nun miissen
fiir die Stetigkeit von A, vier Félle unterschieden werden, bei denen x,y € X
mit ||z — y|| < 0 gilt. Bei den nun folgenden Umformungen und Abschétzungen
werden vor allem 0-Ergéanzung, Dreiecksungleichung und die Stetigkeit von A

ausgenutzt.
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4 Prinzip von Leray—Schauder

e Sei ||Az| < 2r und ||Ay|| < 2r. Dann folgt:

[Arz = Ary| = [[Az — Ay[| <€

e Sei ||Az| > 2r und ||Ay|| > 2r. Dann folgt:

P H
HA33|| HA?JH
o |t~ |
HA H HAQCH | Ay
2r || Ay]|
< Az — Ayl + = [ Ayl — [| Azl
HA I [ Az|| || Ay
- 2re n 2r || Az — Ay|| -
| Az || Az]| | Az]|
o Sei ||Az| < 2r und ||Ay|| > 2r. Dann folgt:
27“Ay
40— Al = |4z -T2
[[Ay]l
”
< oyl + Ll 1 -
[ Ayll
< €+ ||Ay| —2r
< e+ ||Az|| + || Ay — Az|| — 2r
< 2
e Sei ||Az| > 2r und ||Ay|| < 2r. Dann folgt:
2rAx
40— Al = [T -y
[ Az
r
= ||( —1)Aw+Ax—AyH
|
—2r
< ( + 1) ||Az|| + €
| Az|
= ||Azx| —2r+e
= [lAz|| = 2r + e+ || Ay| — || Ay
< Ayl = 2r + [|Az — Ayl + €
< 2

Insgesamt haben wir also die Stetigkeit von A, (z) gezeigt.

3. Nun soll die Kompaktheit der Abbildung A, : B(0,2r) — B(0,2r) gezeigt
werden. Dazu wollen wir eine Folge (zy)r aus B(0,2r) betrachten. Diese ist
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4 Prinzip von Leray—Schauder

offensichtlich beschrinkt. Nach Kapitel 2.2 miissen wir die Konvergenz von
Teilfolgen untersuchen, um die Kompaktheit nachzuweisen. Aufgrund der De-
finition von A, miissen zwei Fille betrachtet werden:

e Annahme: Es existiert eine Teilfolge (xy,); von (zk)g, so dass
| A(xg, )il < 2r fiir alle i.
Dann gilt A, (zk,)i = A(xyg,)i. Da aber A kompakt ist, existiert eine Teil-
folge (w,, )i der Teilfolge (xy, )i, sodass Ar(z, )i konvergiert. Insbesondere
muss der Grenzwert in der abgeschlossen Kugel liegen.

e Annahme: Es existiert keine Teilfolge (xr,); von (xg)k,
so dass ||A(zy,)i|| < 2r fiir alle i.

Es muss dann eine Teilfolge (z,); von (xg )k geben, fir die ||A(zg,)i|| > 2r
2r Az, )

gilt. Dann liefert die Retraktionsabbildung A, (zy,); = Ao Wieder
k; )i
erhalten wir wegen Kompaktheit von A eine Teilfolge der Teilfolge fiir die
1
S o und A(mkil)l e Ié]

gilt. Diese Folgen sind aber unter der obigen Voraussetzung beide be-
schriankt. Sie konnen so gewahlt werden, da die Teilfolge (x, ); beschrénkt
und die Abbildung kompakt ist. Damit gilt

2r A(@e, 1 1500

Ar(zg, )= —— = 2rap.
O

Nach dem Lemma 2.4 folgt die Kompaktheit von A, : B(0,2r) — B(0, 2r).

4. Nun erfiillt die Abbildung A, alle Bedingungen des Schauderschen Fixpunkt-
satzes. Dieser liefert folglich die Existenz eins Fixpunktes Z in der abgeschlos-
senen Kugel B(0, 2r). SchlieSlich wollen wir herausfinden, ob dieser auch Fix-
punkt der Abbildung A : X — X ist. Hierfiir betrachten wir auch beide
Moglichkeiten der Retraktionsabbildung:

e Die Retraktion ist fiir den Fall ||Az|| < 2r eben so definiert, dass A,z =
Az. Damit ist in diesem Fall der Fixpunkt von A, auch Fixpunkt von A.

o Gilt jedoch ||Az| > 2r so werden wir sehen, dass dieser Fall nicht exis-
tieren kann. Unter dieser Annahme ergibt sich ein Widerspruch. Es gilt
fiir den Fixpunkt

2rAx
T=A0=—1o.
Az
Durch Umstellen folgt
z || Al
Ar = ————
o 2r
und damit auch 12 Az
x x
Az|| = ——.
s = L
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4 Prinzip von Leray—Schauder

Durch Umstellen und Division ergibt sich folgende Aussage
|Z]| = 2r.

Damit ist & Losung der nichtlinearen Eigenwertgleichung (4.2) fiir

t= ”f‘;”. Nach Voraussetzung (4.3) gilt aber

1Z] <.

Wir erhalten einen Widerspruch!

4.2 Prinzip von Leray—Schauder, 2. Version

Fiir einige Probleme ist es hilfreich, das Prinzip von Leray—Schauder ein wenig anders
zu formulieren. Wieder suchen wir Fixpunkte der Gleichung (4.1).

Satz 4.2 (Leray — Schauder, 2. Version) Sei X ein  Banachraum  und
A : Bx(zo;7) — X kompakt. Es gelte die Bedingung:

Az — o #&(x —x0)  fir &€>0und ||z — xo| =1 (4.5)
Dann hat A einen Fizpunkt.

Im Vergleich zur ersten Version des Leray—Schauder—Prinzip ist diese Version etwas
allgemeiner gefasst. Im Prinzip kann unsere erste Version aus der zweiten Version
gefolgert werden. Aus diesem Grund sind die Beweise sehr dhnlich und auch die
Beweisidee ist analog zur Vorgehensweise beim Beweis von Satz 4.1. Deshalb wird
bei einigen Beweisschritten auf den obigen Beweis verwiesen.

Beweis:

1. Wir betrachten wieder eine Einschrinkung von A derart, dass fiir ein
x € Bx(wo;7)

Ao — {Aw; falls Az € Bx(zo;7) (4.6)

xo + %; falls ||Az — zo|| > r
gilt. Analog zum obigen Beweis ergibt sich, dass A, : Bx(xo;7) — Bx (zo;7).

2. Auch die Stetigkeit von A, lisst sich analog zum obigen Beweis zeigen.

3. Dariiber hinaus kann wie oben unter Zuhilfenahme von Folgen (z); bewiesen
werden, dass A, kompakt ist.

4. Nun erfiillt die Abbildung A, alle Bedingungen des Schauderschen Fixpunkt-
satzes . Dieser liefert folglich die Existenz eines Fixpunktes Z. Schliellich zeigen
wir auch hier durch eine Fallunterscheidung, dass T auch Fixpunkt A ist.
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4 Prinzip von Leray—Schauder

o Fiir Az € Bx(xo;r) sieht man leicht, dass der Fixpunkt der Abbildung
A, auch Fixpunkt von A ist, denn es gilt A,.x = Ax.

e Es sei angemerkt, dass wir die Situation ||Az — || = r bereits im ersten
Fall betrachtet haben. Wir wollen nun den Fall || Az — z¢|| > r betrachten

und dessen Existenz zum Widerspruch fithren. In diesem Fall liefert die
Abbildung (?7)

(AT — xg)
[AZ — o

Unter Beriicksichtigung, dass T Fixpunkt von A, ist, fiihrt das Umstellen

AT =x0 +

der Gleichung zu

(% — o) [|AZ — ol

r

Af—x():

)

wobei A5 " |
— r—x0||>T
¢ _ 143 — a0l baosl>r
r
gelten muss. Dabei gilt || — zo|| =7

Dies ist ein Widerspruch zur Bedingung (?7?).

Wir kénnen nun mit geringem Aufwand den folgenden Satz beweisen.

Satz 4.3 Sei X ein Banachraum und A : X — X kompakt. Dann gibt es ein
A > 1, so dass die Gleichung Ax = Ax eine Ldsung besitzt.

Betrachten wir den Satz, so stellen wir fest, dass dieser nicht zwangslédufig die Exis-
tenz einer Losung des im Vorwort formulierten Problems (1.1) x = Ax sichert. Folg-
lich erscheint der Satz wenig aussagekriftig. Dennoch sollte unser Interesse geweckt
werden. Es ist bemerkenswert, dass nur die Kompaktheit des Operators A gefordert
wird. Erinnern wir uns an die Formulierungen vom Schauderschen Fixpunktsatz
oder vom Prinzip von Leray—Schauder, so fordern diese weitere Bedingungen an die
Selbstabbildung A. Bei vielen im Vorwort thematisierten Problemstellungen kann
die Kenntnis iiber eine Losung der Form Az = Az mit A > 1 bereits zufriedenstel-
lend sein. Wir wollen nun noch den Beweis von Satz 4.3 fiihren.

Beweis:

Wir nehmen an, dass kein A > 1 existiert, fiir das die Gleichung Az = Az eine Losung
besitzt. Dann gibt es auch keine Lésung von x = %A:p. Anders formuliert bedeutet
dies, dass die parametrisierte Eigenwertgleichung x; = tAz mit ¢t = 1/A € (0,1)
insbesondere keine Losung besitzt. Dann existiert nach Satz 4.1 mindestens eine
Losung fiir A = 1. O

21



4 Prinzip von Leray—Schauder

4.3 Prinzip von Leray—Schauder in der Anwendung

Ein bedeutendes Anwendungsgebiet der Leray—Schauder—Alternative sind nichtli-
neare Integralgleichungen. So konnen z. B. nichtlineare partielle Differentialglei-
chungen in eine Integralgleichung tiberfithrt werden. Bei diesen ist die Existenz von
Losungen der Intergralgleichung von besonderem Intresse. Wir wollen einmal eine
konkrete nichtlineare Fredholmsche Integralgleichung 2. Art betrachten. Es sei

b
wm:ﬂm+a/smm@wy (4.7)

mit z € [a,b], « € Rund f € C([a,b]). f ist somit eine reellwertige, stetige Funktion
versehen mit der Maximumsnorm.

Wir wollen die Existenz der Losungen u € C([a, b]) bestitigen.

Dafiir sei angemerkt, dass C([a,b]) mit der Maximumsnorm ein Banachraum ist.
Nun sei

b
(Au)(a) = f(2) +a [ sinCuly))dy (48)
mit obigen Bedingungen gegeben. Wir wollen zunédchst annehmen, dass
A : C([a,b]) — C([a,b]) kompakt ist. Weiterhin sei ¢ € [0, 1] beliebig aber fest.
Dann gilt fiir jede Losung u; von u; = tAuy

g tf(z) + ot /ab sin(u(y))dy’ .

|ut]] = |[tAus|| = max
z€[a,

Wir wissen aber, dass der Wertebereich des Betrags der Sinusfunktion stetig zwi-
schen [0, 1] liegt. Dann gilt aber

max

b .
o tf($) + Oét/a Sln(u(y))dy' <t ’a’ (b — a) -1+t max ‘f(.%')‘ )

z€la,b]

Das Maximum der stetigen Funktion f auf dem Intervall [a,b] ist begrenzt. Damit
ldsst sich eine Konstante r > 0 finden, so dass

t|lal (b—a)+tmax |f(x)] <7
z€[a,b]

gilt. Es sind alle Bedingungen des Prinzips von Leray—Schauder in der ersten Version
erfiillt. Die Existenz einer Losung des Integrals (4.7) ist bewiesen.

Abschliefilend ist aber noch die Kompaktheit des Operators A : C([a, b]) — C(]a, b])
zu beweisen.

Dazu muss nach Definition 2.9 gezeigt werden, dass A stetig ist und beschrinkte
Mengen in relativ kompakte iiberfithrt. Wenn wir uns daran erinnern, dass
f € C([a,b]) gilt, so ist die Stetigkeit offensichtlich. Nun wissen wir mit den obigen
Ausfithrungen, dass jedes u der Ausgangsmenge beschrinkt ist. Es bleibt also zu
zeigen, dass A(C([a, b])) relativ kompakt ist. Nach dem Satz von Arzela—Ascoli (vgl.
[?]) ist dies gleichbedeutend damit, dass

22
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e A(C([a,b])) beschrinkt ist und

o A(C([a,b])) gleichgradig stetig ist, d. h. fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, so
dass fiir z, z € [a,b] mit |x — z| < 0 |(Au)(z) — (Au)(2)| < € folgt.

Die Beschrinkheit der Bildmenge ist aber nach obigen Ausfithrungen ebenfalls of-
fensichtlich. Sei also z,z € [a,b] und |z — 2| < 6. Dann gilt aber auf Grund der
Stetigkeit von f

b b
(Au)(@) — (Au)(=)| = \f(x)—f<z>+a [ smtatiy o [ sin(u(y))dy\
@)= F(2)] <€

Damit ist die Kompakheit des Operators A bewiesen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn dieser Arbeit wurde der Fixpunktsatz von Schauder und alle damit ver-
wandten Sitze durch das Ziel einer allgemeinen Losungsstrategie der Gleichung (1.1)

Tz = Az

motiviert. Dabei wird diese Fixpunktgleichung zunéchst als Repridsentant fiir Pro-
blemstellungen aus allen Bereichen der universitdren Mathematik aufgefasst. Letzt-
endlich finden sich die Sdtze von Schauder jedoch hauptséichlich in einem Gebiet
der Mathematik, dem Losen von Differentialgleichungen, wieder. Daraus resultiert
aber keineswegs ein Verlust an Bedeutung der von Juliusz Schauder im frithen
zwanzigsten Jahrhundert formulierten Sétze, denn dem Anspruch einer allgemei-
nen Losungsmethode der Anfangsgleichung (1.1) werden diese immer noch gerecht.

Das Beispiel zur Anwendung der Leray—Schauder—Alternative kann, so wie viele
Veranschaulichungen, die Bedeutung der Schaudersétze in der Mathematik nur ex-
emplarisch zeigen. Anhand des Beispiels aber haben wir gesehen, dass die Sétze
rund um den Fixpunktsatz von Schauder mit fundamentalen Umformungen die
Existenz von Losungen einer nichtlinearen Integralgleichung beweisen kénnen, so-
fern die Kompaktheit eines Operators A gegeben ist. Dies zeigt die Verbindung der
Schauder—Theorie mit der Theorie der kompakten Operatoren.

Die Thematik der kompakten Operatoren konnte in dieser Bachelorarbeit auf Grund
ihres Umfangs nur tangiert werden. Lediglich die fiir die Beweise fundamentalen
Sétze wurden thematisiert. Die im Literaturverzeichnis angefithrten Quellen liefern
dem interessiertem Leser weitere Einblicke in die Theorie der kompakten Operatoren.
Diese Bachelorarbeit stellt eine konkrete Aufgabenstellungen als Anwendungs-
moglichkeit der Schaudersétze in der Vordergrund, so dass der Eindruck entste-
hen konnte, diese seien nur fiir anwendungsorientierte Aufgabenstellungen hilfreich.
So scheint die Losungsmethode der in Kapitel 4.3 thematisierten Integralgleichung
zwar interessant, aber zunéchst bedeutungslos. Es ist jedoch méglich sich von der
speziellen Integralgleichung zu l6sen und allgemeine nichtlineare Integralgleichungen
zu betrachten. Im Hinblick auf das Losen von Differentialgleichungen ist es durch-
aus hilfreich die Existenz von Losungen zunéchst allgemein zu betrachten, um diese
Aussagen schlielich auf spezielle Probleme anwenden zu kénnen.

Die in dieser Arbeit formulierten Sitze von Schauder konnen aber auch genutzt
werden, um innermathematische Problemstellungen zu l6sen. So kann beispielsweise
der Satz von Peano auch mit dem Schauderschen Fixpunktsatz bewiesen werden.
Dieser sichert die Existenz von Losungen bei gewohnlichen Differentialgleichungen.
Dariiber hinaus lassen sich zahlreiche Beispiele gewohnlicher und partieller Diffe-
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5 Zusammenfassung und Ausblick

rentialgleichungen finden, bei denen die in dieser Arbeit formulierten Sétze ein pro-
bartes Mittel und eine Alternative zum Banachschen Fixpunktsatz darstellen, um
allgemeine Existenzaussagen zu treffen.
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