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1 Das mathematische Modell

Beim Navier-Stokes-Problem geht es um die mathematische Beschreibung der
Bewegung zdher, in unserem Fall inkompressibler Fliissigkeiten. In diesem Ab-
schnitt werden wir uns mit der physikalischen Herleitung dieser Gleichung be-
fassen. Dieser Abschnitt ist in Anlehnung an [1] verfasst.

Dazu betrachten wir zunéchst zwei verschiedene Darstellungen des Geschwin-
digkeitsvektors u.

1.1 Die Eulerschen und Lagrangeschen Koordinaten

Seien dazu z = (21, ...,24) die Orts-Koordinaten in einem festen, kartesischen
System und ¢ die Zeit. Wir betrachten den Geschwindigkeitsvektor u = (ug, ..., uq)-
Verstehen wir u nun als Funktion, die einem Partikel im Ort z und zur Zeit ¢
seine Geschwindigkeit u zuordnet, so sprechen wir von Eulerschen Koordinaten.
Wir schreiben
u=u(z,t) .

Man kann jedoch auch ein festes Fliissigkeitselement (hier ist nicht ein ein-
ziges Molekiil, sondern ein im Vergleich zum Volumen des betrachteten Korpers
kleines, jedoch im Vergleich zu zwischenmolekularen Absténden grofies Volu-
menelement gemeint) betrachten, welches sich zur Zeit t = 0 im Ort X, befand.
Dieses wird nun verfolgt, sodass es sich zum Zeitpunkt ¢ im Ort

X = X(t) = ®(Xo, )

befindet. In diesem Zusammenhang spricht man von Lagrangeschen Koordina-
ten.
Fiir den Geschwindigkeitsvektor erhalten wir dann

u(X, 1) = 58X, 1) = %X (1)

Wir nehmen an, dass ® invertierbar ist, d. h. zwei am Anfang unterschied-
liche Teilchen bleiben unterscheidbar.

Die Substantielle Ableitung. Fiir eine skalare Funktion f, die von Ort und
Zeit in Eulerschen Koordinaten abhéngt, konstruieren wir fiir ein gegebenes Xo

in Lagrangeschen Koordinaten die zugehorige Funktion f . Es gilt dann

f(t) = f(X(2), 1) = f(®(Xo, 1), 1)

Nun wollen wir die Ableitung dieser Funktion f betrachten. Wir erhalten mit
der Kettenregel

0 = 5 @00 0.0) = D) (¥ ) =97 w00+ G
und somit _ 5

af f

Y=Y wnrwwyr.

Diesen Zusammenhang von Eulerschen und Lagrangeschen Koordinaten nennt
man die substantielle Ableitung.



1.2 Die Kontinuitidtsgleichung

Die Kontinuitatsgleichung geht aus dem Gesetz der Massenerhaltung hervor.
Sie fithrt in unserem Falle inkompressibler Fluide zu einer Bedingung, die wir
an das gesuchte Geschwindigkeitsvektorfeld stellen werden.

Sei V' ein Kontrollvolumen einer Fliissigkeitsmenge mit der Dichte o =
o(z,t). Die Masse erhalten wir nun durch Integration

m(t) = /ngV .

Durch ein infinitesimales Oberflichenelement dA flieit pro Zeiteinheit die
Fluidmenge pudA. Der Betrag des Vektors dA ist daher gleich der Flidche des
Elements und dA zeigt in Richtung der dufleren Normalen. Man kann also auch
schreiben

oudA=ou-ndA.

mit der duleren Normalen n.

Nun gilt nach dem Gesetz der Massenerhaltung, dass die iiber die Oberflache
von V austretende Masse gleich der gesamten Massendnderung in dem Volumen
ist

d d d
—m((t) = — dV = [ —pdV = — ‘ndA .
7" dt/vg L /avwn

Mit dem Satz von Gaufl erhalten wir dann

d

— | odV +/ div(ou)dV =0.
dt Jy v

Falls ¢ hinreichend glatt ist (z.B. sei die Ableitung bzgl. ¢ beschrénkt) erhalten

wir mit dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz

/V (gf 0 div(gu)) v =0.

Da dieser Zusammenhang fiir beliebige Kontrollvolumina V' gilt, muss der Inte-
grand gleich Null sein. Es ergibt sich die sogenannte konservative oder Erhal-
tungsform der Kontinuitdtsgleichung

0

875 +div(ou) =0 .

Unter Verwendung der substantiellen Ableitung und der Kettenregel folgt in

Lagrangeschen Koordinaten:
d d
(df — (u- V)Q) +div(ou) = d—f +odivu=0
Wir wollen speziell die inkompressiblen Fluide néher untersuchen, also jene, fiir
die o(z,t) = const gilt.

Hier ist zu beachten, dass manche Autoren unter inkompressiblen Fluiden
solche verstehen, die nur konstant in der Zeit sind, also o(z,t) = o(z). Wir
miissten also dann noch zusétzlich die Homogenitét fordern. Es muss nun also
folgende Bedingung gelten:

divuy =0

Ein Vektorfeld v mit div u = 0 nennt man solenoidal.



1.3 Die Bewegungsgleichung

Wir gehen von einem Fliissigkeitselement mit infinitesimal kleinem Volumen dV/,
der Masse dm und der Oberflache dA aus, das sich mit dem Fluid mitbewegt.
Die Newtonsche Bewegungsgleichung ist also dargestellt beziiglich Lagrange-
Koordinaten.

Die Resultierende aller auf das Fluidelement wirkenden Kréfte ist gleich der
totalen zeitlichen Anderung des Impulses; im nicht-relativistischen Fall gleich
dem Produkt aus seiner Masse und der totalen Anderung der Geschwindigkeit,

du

du
dF = dm 2 = gdv e
=AM T

Die substantielle Ableitung liefert komponentenweise

dF; = odV e odV ( 5 + (u- V)uz>

beziehungsweise

o o)

Ist die Dichte ¢ # 0 konstant, so kénnen wir auf beiden Seiten durch diese
teilen und erhalten unsere gewiinschte Form. Im allgemeinen Fall kann man
diese Gleichung noch etwas umformen. Fiir den ersten Term bekommen wir
dann mit der Produktregel

Ou;  0(ouy) Do

ot ot ot 2)

Betrachten wir nun den zweiten Term.
Es gilt

d
div(ouu) = ZM

= Ox;

d Ou; d(ouy)
= Z(Qu-ja iy )

j=1 x] J

. ¢ Ou; d 8(9'&;‘) _ v di
= QZujaxj +uiz ‘ = o(u- V)u; + u; div(ou) , (3)

j=1 = 0
also
o(u - Vu; = div(pu;u) — u; div(ou) . (4)
Setzen wir nun (2) und (4) in (1) ein, so erhalten wir
dF; . du; N 8(gul) do . .
=0 ( 5 + (u- V)ul> =% Uiy + div(ou;u) — u; div(ou) . (5)
Aus der Kontinuitdtsgleichung wissen wir, dass %+div(gg) = 0. Damit verkiirzt
sich (5) zu
v < o+ (u- V)u1> =5 + div(ousu) .



Wir fithren jetzt die spezifische Kraft, also die Kraft je Masse ein,

ar
=
Dann ist JF J 3 ous)
i opom e OlOU : ,
= [ = ofi = S8+ div(eusy)

Wir mochten hier noch einmal bemerken, dass diese Differentialgleichung
nicht nur fiir inkompressible Fluide gilt.
Fiir inkompressible Fluide ist ¢ = const und divu = 0. Wir erhalten mit (3)

3Ui
ot

+(w-Vui = fi .
Dies ist die Grundlage fiir unsere Navier-Stokes-Gleichung.

Kréfte Nun stellt sich die Frage, wie sich f zusammensetzt. Wir unterscheiden
dazu

e spezifische dufere Krifte f¢, wie Gravitationsfelder oder elektromagneti-
sche Felder;

e die spezifische Druckkraft f7, die auf die Oberfliche des Fluidelements
wirkt;

e innere Krdifte ﬁ aus dissipativen Erscheinungen, wie Warmeleitung, in-
nere Reibung oder Zahigkeit.

Die Druckkraft Seip = p(z,t) der Druck. Die Kraft, die von aufien auf ein
beliebiges Volumen V mit Oberfliiche 9V wirkt, ist gegeben durch — [, pn dA.
Mit dem Satz von Gauf gilt

—/ p@dAz—/VpdV.
v v

Auf jedes Volumenelement dV wirkt also, verursacht von der Fliissigkeit in der
Umgebung, die Druckkraft —dV Vp. Das bedeutet, dass die spezifische Druck-
kraft durch

1
fr=—-Vp
0

gegeben ist.

Wiirde man die anderen Kraftkomponenten vernachlisigen, so bekdme man
die sogenannte inkompressible FEulersche Gleichung, die eine Grundgleichung der
Termodynamik bildet.

1
n +(u-V)u= —Evp



Innere Krifte Zu den rein reversiblen Impulsiibertragungen bei idealen
Gasen (Euler-Gleichung) kommen jetzt durch die Z&higkeit des Fluids irreversi-
ble Prozesse hinzu. Diese werden durch den sogenannten zihen Spannungstensor
(04)i,j=1...a beschrieben. Die auf ein Volumenelement V' wirkende Kraft ist dann

gegeben durch
/ ‘ndA = / divgdV .
ov

Auf ein infinitisimales Volumenelement dV' wirkt also die innere Kraft diva dV/,
also die spezifische innere Kraft B
f i = l dive .
L= 0 E
Nun werden wir uns den zdhen Spannungstensor etwas niher ansehen. Er
beschreibt die Prozesse der inneren Reibung. Diese treten jedoch nur auf, wenn
die Fliissigkeitsteile Relativbewegungen zueinander haben. Der Tensor muss also
von den Ortlichen Ableitungen der Geschwindigkeit abhéingen. Auflerdem soll
er verschwinden, wenn die Geschwindigkeit konstant ist. Also hat er die Form
o = o(Vu,Au,...). Man nimmt nun eine Niherung in Kauf, indem man alle
hoheren Ableitungen vernachlissigt. Wenn die Geschwindigkeitsgradienten nicht
besonders grof} sind, macht die Annahme Sinn, dass der Spannungstensor linear
ist.
Die allgemeine Form des Spannungstensors ist dann:

2
a=2ne+ ((— gn)gdivu

mit dem ersten und zweiten Zahigkeitskoeffizienten 1 und ¢. Man bezeichnet
den Tensor € = (€;5); j=1...a, der durch

1 6’&1 + Guj
€ii — <
J 2 6:Ej 6IZ
definiert wird, als Deformationstensor.

In unserem Fall fallt der zweite Teil des Spannungstensors weg, da das Ge-
schwingkeitsvektorfeld nach der Kontinuitédtsgleichung divergenzfrei ist,

o 8ul 4 87.Lj
n 8xj 8:@ ’
Die spezifische innere Kraft ist also komponentenweise gegeben durch
d
N 0 [0y 8uj
,d 8, =~ — .
B 0 g Oz <8xj Ox;

Man bezeichnet v = g als die kinematische Viskositit.
Mit dem Satz von Schwarz und der Divergenzfreiheit von u erhalten wir

d
1 ou;
—divg, =v E g | =vAu, .
0 Vi = 2 8331 = oz ; vau

H/—/
=0

h



Die kinematische Viskositét ist eine Stoffkonstante. Einige Werte sind (in
107 m?2s71):

e Wasser: 1,01,
e Luft: 14,

e Glycerin: 680,
e Alkohol: 2,2.

1.4 Die Navier-Stokes-Gleichung

Setzen wir die Krifte in unsere Bewegungsgleichung ein, so ergibt sich folgende
Gleichung;:
Komponentenweise

gui —vAu; + (u- V),

5 (Vp)i=(f"i,

1
%

oder vektorwertig

0 1
Zu—vA : vy = fo
vl u+ (u-V)u QVp f

mit den dufleren Kriften f¢.

Entdimensionalisierung Ist die Gestalt eines Korpers gegeben, so reicht
irgendeine seiner linearen Abmessungen (z.B. der Radius einer Kugel) aus, um
ihn vollstandig zu beschreiben. Somit lassen sich geometrisch dhnliche Korper
allein anhand dieser Grofle beschreiben.

Stationdren Strémungen Bei stationdren Stromungen, also zum Bei-
spiel Umstromungen eines festen Korpers, bei denen die anstromende Fliissigkeit
kleine konstante Geschwindigkeit hat, kann man die Gleichung dann noch etwas
abstrahieren.

Jeder Stromungstyp wird durch drei Parameter beschrieben. Das sind die
kinematische Viskositdt v, die Geschwindigkeit der anstromenden Fliissigkeit
Uso und eine beliebig gewihlte lineare Abmessung des umstromten Korpers [.
Die Groflen haben die Einheiten

m m
= — l = d o = — .
M="" W=m  wd ="
Aus diesen Groflen kann man nun nur eine dimensionslose Zahl bilden, die so-
genannte Reynoldszahl
Re=—. (6)

v

Jeder andere dimensionslose Parameter kann als Funktion von Re geschrieben
werden. Nun sagt das sogenannte Ahnlichkeitsgesetz (O. Reynolds, 1883), dass
geometrisch dhnliche Korper bei gleicher Reynoldszahl hydrodynamisch d&hnliche
Stromungen erzeugen.



|82
~II8

Uoo

Wir mochten nun mit entdimensionalisierten Gréfien rechnen, also z.B. mit
~ u
und 4 = —

—. Fiir den Laplace-Term bekommen wir beispielsweise

d d ~
A 0%u; Ol U UOOA~
v “Z’Zaﬁ’” oFzz  Up o
j=1 J j=1 J

Mit (6) erhalten wir

Uoso

12

Uool U w2 1
Aﬁ‘:lﬁ ~i:£7
2T Re 27T T Re

Hier ist ﬁ dimensionslos. Wir multiplizieren nun unsere Differentialgleichung

fiir stationédre Stromungen (bei zeitlich konstantem u) mit diesem Term
erhalten die stationdre Navier-Stokes-Gleichung

Aty .

%und
1A~+(~ V)Urlv~ f

—— AU u - u — = .

Re — ") p

Man kénnte zwar so skalieren, dass Re = 1, jedoch wiirde dann das Ahnlich-
keitsgesetz nicht mehr gelten.

Instationiren Stromungen Bei instationdren Stromungen kommt noch
eine fiir die Stromung charakteristische Zeit 7 hinzu, die die zeitliche Anderung

der Strémung festlegt. Aus diesen vier Gréfien kann man nun neben der Reynolds-
zahl noch eine weitere dimensionslose Zahl konstruieren. So nennt man

St:M

l

die Strouhal-Zahl. Im instationdren Fall sind zwei Stromungen &hnlich, wenn
sowohl Reynolds- als auch Strouhal-Zahl iibereinstimmen.

Fiir den instationdren Teil der Differentialgleichung erhalten wir dann mit
der Entdimensionalisierung

lﬁg_lu;.o@ 1 0u

w0t w7 ot

Die instationdre Navier-Stokes-Gleichung hat dann di Form
- I
(@- V)i + EVP: f

In der mathematischen Literatur wird stets ohne physikalische Rechtferti-
gung St =1, also 7 = ui gesetzt.



2 Das stationire Stokes-Problem

2.1 Die variationelle Formulierung des Problems

Ist Re klein, so kann der Term (u - V)u vernachléssigt werden. In diesem Fall
spricht man von dem Stokes-Problem. Wir betrachten den hydrodynamischen
Druck £ und setzen = =

Re
Sei 2 C R? offen, beschrénkt und 99 hinreichend glatt. Meistens wird aus-
reichen, dass der Rand lokal lipschitzstetig ist. Sei u = (uy,---,uq) die Ge-

schwindigkeit, p der hydrodynamische Druck und f die dufleren Kréfte.

Gesucht ist eine hinreichend glatte Funktion u : Q@ — R. Fir v > 0 und
gegebenes f ist
—vAu+Vp=f in

unter den Bedingungen
divu =0 in ©

und
u=0 auf 00 ,

wobei Au komponentenweise zu verstehen ist. Die Randbedingung lisst sich
physikalisch als Haftung des Fluids am Rand erkléren.
Dazu fithren wir den Raum

¥ ={ve ) dive =0}

ein.

Um zur variationellen Formulierung iiberzugehen, multiplizieren (Skalarpro-
dukt in R?) wir die Differentialgleichung mit einer Funktion v € ¥. Danach
integrieren wir iiber Q. Im Prinzip nehmen wir also auf beiden Seiten das L2-
Skalarprodukt (.,.) mit v,

(—vAu+ Vp,v) = (f,v) ,
oder anders geschrieben
—v(Au,v) + (Vp,v) = (f,v) .
Betrachten wir nun die beiden Terme etwas genauer:

1. Wir werden sehen, dass

(Au,v):/Auvdx:—/VuVde
Q Q

fiir Funktionen u, v € ¥". Damit wird es uns moglich sein, den Definitions-
bereich des Laplace-Operators auf Hg ()% zu erweitern.

Zunéchst jedoch die Herleitung der Formel mit Hilfe des Satzes von Gauf.

Fiir skalare Funktionen f, g gilt

d

Af-g=> (87 h)g -

i=1



Nach der Produktregel ist 9;((0;f)g) = (0?f)g + 0; f0;g. Somit folgt

d d d
Af-g=> (0:((0:)g) — 0ifdig) =>_ 0i((9if)g) =Y _ difoug ,
i=1 i=1 i=1
oder anders geschrieben
(01f)g
div —VfVg=div(Vf-g9)—VfVg.
(9af)g

Demnach ist fiir den betrachteten Term
—1// Au; - v dr = —y/ div(Vu; - v;) dx + 1// Vu;Vu; dx .
Q Q Q
Nun folgern wir mit dem Satz von Gauf}, dass
fy/ div(Vu; - v;)dz = 71// VujvindA =0,
Q o)

da v; auf 99 verschwindet.

Es gilt also

d d
—u/ Au-vdx = —VZ/ Aui-vidx:uZ/ Vu;Vu; dx =: V/ VuVudzr .
@ i=179 =179 @

. In der variationellen Formulierung kann der Druck aus der Gleichung eli-
miniert werden,

/Vp-vdac:O firve ¥ .
Q

Dies leiten wir wieder mit dem Satz von Gauf} her.

Mit der Produktregel folgt dhnlich wie oben

d
Vp-v = Z(aip)vi
z;1 ;
= > dpv) =Y _(dwi)p
=1 =1

= div(p-v) — (dive)p
= div(p-v)
da v € ¥. Daher gilt also nach dem Satz von Gauf

Vp-vdx = div(p~v)dx:/ pvndA=0.
Q Q ro)



Von der urspriinglichen Differentialgleichung bleibt also folgendes iiber:

V/Vqudx:/f'vdx.
Q Q

Betrachten wir das Hg (Q2)?-Skalarprodukt

d
((U,’U)) = Z/S]Vulvm dx

und das L?(2)4-Skalarprodukt

d
(u,v) == Z/ u; v da
=174
so vereinfacht sich die Gleichung zu

v((u,v)) = (f,0) -

Da beide Seiten stetig von v in H} ()¢ abhiingen, macht es Sinn, statt #

den Abschluss V = 7t beziiglich der H{(2)4-Norm ||.||1.2 zu betrachten.
Weil L?(Q)? 9 V* lassen wir f € V* zu, indem wir das L2-Skalarprodukt
stetig auf V* fortsetzen. Im Dualraum haben wir wie gewohnlich

1= sup SV

veV\{0} [|v]l

mit der dualen Paarung
(o) = [ £va.
Q

Wir kommen somit zu unserer variationellen Formulierung des stationéren
Stokes-Problems:

Problem. Zu gegebenem f € V* finde u € V' so, dass fiir alle v € V gilt
v((w,v) = (f,0) -

2.2 Der Funktionenraum V'
Um VHS(Q)d besser verstehen zu konnen, betrachten wir folgenden
Satz. Wenn Q ein Lipschitz-Gebiet ist, gilt

V ={ve H}y():divv=0}.

Beweis. Der Beweis ist gut in [2] nachzulesen. O

10



2.3 Der Stokes-Operator A

Die Abbildung u,v € V +— ((u,v)) € R ist bilinear und beschrénkt. Also gibt

es fiir jedes u € V ein Element Au € V* mit (u,v)) = (Au,v) fiir alle v € V.
Natiirlich ist auch die Abbildung v — Au von V nach V* linear und be-

schrinkt. Es gibt also einen linearen, beschrinkten Operator A : V. — V*

mit
(Au,v) = ((u,v)) Yu,v eV .

Lemma. Fir den Operator A:V — V* gilt
A« = ||ul| YueV .

Bewers. Es ist

U, v ul|l|v
e sp ) el
veV\{0} o]l veV\{0} vl
o () - ()
u, v U, U
JAull. = sup > @)y

veV\{0} o]l
O
Der Operator A : V. — V* wird energetische Erweiterung des klassischen

Stokes-Operators genannt.

2.4 Existenz und Einzigkeit

Satz. Zu jedem f € V* gibt es genau eine Lésung u € V des stationdren
Stokes-Problems.

Beweis. Fiir die Existenz einer Losung und deren Einzigkeit wenden wir das
Lemma von Lax-Milgram (siehe auch [4]) an. Dazu ist zu zeigen, dass ((.,.))
bilinear, beschréankt und stark positiv ist.

i) Nach Definition eines Skalarproduktes ist ((.,.)) bilinear.

ii) Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist ((.,.)) beschrinkt,
|(w, )] < lullllo] -

iii) Nach der Definition der induzierten Norm ist ((.,.)) stark positiv,

(v, 0) = [lul® .

11



2.5 Stabilitat
Satz. Fir Losungen uy,us € V des stationdren Stokes-Problems zu den rechten
Seiten f1, fo € V* gilt
1
lur =zl < 1 fs = fall -

Beweis. Nach Testen der Differentialgleichungen mit v = u; — us bekommen
wir

v((ug — ug,ur — us))

v((uy,ur — u2)) — v((ug, uy — uz))
(frsur —u2) — (fo,u1 — u2)

<f1 — fo,ur — U2>

1f1 = fallsllur — uz]| -

v[lur — usl|?

IA

Teilen durch v und ||u; — usg|| ergibt die Behauptung. O

12



3 Das stationire Navier-Stokes-Problem
Kommen wir nun zum nichtlinearen Problem
—vAu+(u-Viu+Vp=f inQ

unter den Bedingungen
divu =0 in Q

und
u=20 auf 00

Wir betrachten also zusétzlich die Nichtlinearitdt (u - V)u. In der variatio-
nellen Formulierung erhalten wir dafiir

d
/(u Vu-vdx = Z / u; (O;uj)v; do
Q =179
oder allgemeiner
d
/(u Vv wdx = Z / u; (0;v5)w; de =: b(u, v, w)
Q =179

Insgesamt ergibt sich die variationelle Formulierung;:

Problem. Zu gegebenem f € V* finde u € V so, dass fiir allev € V gilt
v((u,v)) + b(u,u,v) = (f,v)

3.1 Die Nichtlinearitat b

Wir wollen nun die Nichtlinearitdt b genauer untersuchen. Hierbei stellt sich
zunéchst das Problem, dass b fiir w,v,w € V nicht unbedingt wohldefiniert ist.
Klarheit liefert uns folgendes

Lemma. Die Abbildungb:V x V x V — R? hat folgende Eigenschaften:
i) b:V xV xV — R ist trilinear
i) b(u,v,w) = —b(u,w,v) VYu €V, v,w € H}(Q)? und daher b(u,v,v) =0
iti) Es existiert ein 3 > 0 so, dass fir alle uw € LP(Q), v € HL(Q)?, w €
L) und p,q € (0,00) gilt:

.1 1
b(w, v, W)l < Bllullpr@elolllwlzoe  fir Z+o=5. (0

Beweis. zu i) trivial

zu ii) Seiu € ¥, v,w € C3(Q)?. Dann gilt, #hnlich wie oben, mit dem Satz von
GauB

d d
b(u,v,w) = Z /Qul-(aivj)wj dr = — Z A((@iui)vjwj—&—uivjaiwj)dx.

i,j=1 i,j=1

13



Nun erhalten wir nach Aufteilen der Summe und wegen der Divergenzfrei-
heit von u

d
—Z/(divu)vjwj dx —
j=1"9

Weil ¥ <2V und C} ()% <9 H}(Q)? folgt nach iii) die Behauptung.

d
Z / uv;0;w; de = —b(u, v, w) .
Q

ij=1

zu iii) Es gilt
d
b, v, w)] < /Q S Jusl |50y do .
ij=1

Nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz im R? (fiir Summen) rechnet
man leicht nach, dass dies kleiner oder gleich

2

d d
/Q S (il 2| [ S 02| da

,j=1 i,5=1

1
2

ist. Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im L2?()? (fiir
Integrale) erhalten wir so die obere Schranke

2

d % d
3 / wlPlwsl2dz | [ S0 / By da
Q Q

4,j=1 ,j=1

Nun ist der rechte Term gleich der Hg(92)%-Norm von v. Mit der Holder-
Ungleichung ergibt sich fiir p,q € (1,00) und % + % =1

d 2 2 %
pvc < | ([ rae)” ([ pusirac) ") el
= Ve Q
und also
d 3[4 2
|b(u, v, w)| < (leuz'llip(m> > llwil ey | 0l
i=1 j=1

5||U||Lp(sz)d vl ||w||L<z(sz)d .
O

In dem Navier-Stokes-Problem ist ein u € V' gesucht. Das heif}t, dass u nicht
unbedingt in LP(2)¢ sein muss. Die Frage ist nun, unter welchen Bedingungen
der Raum H'(Q)? D V in einen LP-Raum eingebettet ist.

Aufschluss dariiber geben uns die Sobolevschen Finbettungssditze. Fiir ein
beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand gilt

Wh? (@) — Wwmd ()

wenn 0 < m < k und &5 — g <i_ %. Uns interessiert speziell k = 1, p’ = 2

und m = 0.

1
P



1. Fiir die Falle d < 4 gilt
Hg ()" — LY(Q)?
und somit fir p=q¢=4
[b(u, v, w)| < Bllull[lv]l[|wl]
b ist also stetig auf V x V x V.

2. Der Fall d > 4 ist jedoch etwas problematisch. Man rechnet nach, dass
HY Q) — LT3 (Q)¢

Fir p = dQTdQ ist ¢ = d. Wir wiirden also folgende Abschétzung erhalten:

b v, w)| < [l ol awllogeye -

Die Abbildung b wire dann stetig auf V x V x (V. N L4(Q)9). Das wiirde
bedeuten, dass die Differentialgleichung mit Funktionen getestet wiirde,
die nicht aus dem Raum stammen, in dem wir die Losung suchen. Damit
wollen wir uns in dieser Arbeit nicht befassen.

3.2 Existenz und Einzigkeit

Wir werden sehen, dass wir die Existenz von Losungen fiir d < 3 beweisen
konnen. Tatséchlich kann man dies sogar fiir alle Dimensionen d zeigen. Wir
verwenden dazu den Satz iiber monotone Operatoren mit verstirkt stetiger
Storung.

Eindeutigkeit werden wir fiir d < 4 und vor allem nur unter bestimmten
Bedingungen an die Daten zeigen kénnen.

Satz. Zu jedem f € V* gibt es eine Losung u € V des stationdren Navier-
Stokes-Problems fiir d < 3.

Beweis. Sei d < 3. Wir benutzen den Satz iiber monotone Operatoren mit
verstirkt stetiger Stérung (siehe auch [4]). Dazu betrachten wir

AV — V™ ur— Au;  (Au,v) = v((u,v))

und
B:V—V*, u+— Bu; (Bu,v) := b(u,u,v)

Diese Operatoren sind wohldefiniert, weil ({u, -)) und b(u, u, -) stetig und linear
auf V sind.

Nun ist zu zeigen, dass A monoton i) und radialstetig ii), B verstirkt stetig
iii) und A 4+ B koerzitiv iv) ist.

i) Es gilt
(Au — Av,u—v) = (A(u—v),u—v)
= v(u—v,u—w)

= vfu-v[*>0

und somit ist A sogar stark monoton.
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ii) A ist stetig und somit ist A auch radialstetig.
iii) Sei (uyn)n eine in V' schwach gegen u € V konvergente Folge. Dann gilt
|Buy, — Bull. = sup |b(un,tn,v) — b(u,u,v)]
Il <1
= sup |b(un — U, Unp, ’U) + b(u, Un s U) - b(uv U, ’U)|
llvll<1
= sup |b(up — u,tp,v) + blu, u, — u,v)]
<1

< sup (|b(un — w,up,v)| + [6(u, uy — u,v)])
[lvlI<1

= sup (|6(un — u,tn, )| + [b(u, v, uyp, — u)|)
[lvlI<1

IN

sup (5||Un - UHL4(Q)dHunH||'UHL4(Q)d
lloll<1

+Blull sy llvllllun — wllpageye) -

Da u, — u in V, gibt es ein M > 0 so, dass |u,| < M fir alle u,
gilt. Auflerdem wissen wir nach den Sobolevschen Einbettungssitzen, dass
H(Q)? —< LA(Q)? fiir d < 3. Daher folgt aus der schwachen Konvergenz
von u, in V die starke Konvergenz in L*(Q2)¢. Damit bekommen wir die
verstirkte Stetigkeit von B:

n—oo

sup (Bllun — ullpagya lunlllvliza)e + BllullLa@allvlllun — wllps(@)e) =0

lloll<1
iv)
((A+ Bv,v) = (Av,v) + (Bv,v) = [[v]|* + b(v, v, 0) = [[v]]* ,
denn b(v,v,v) = 0. Also ist

((A+ B)v,v)
[[v]]

BT Dy e
—HUH - o0,

und A + B ist koerzitiv.
O

Einzigkeit der Losung werden wir nur fiir , kleine Daten“finden. Doch zunéchst
benétigen wir eine fiir den Beweis der Einzigkeit hilfreiche A-priori-Abschétzung:

Lemma. Fliir eine Lisung u € V' des stationdren Navier-Stokes-Problems gilt

1
lull < S 1Lf1 - (®)

Beweis. Wir testen die Differentialgleichung mit v = u (Energiemethode), ver-
wenden b(u,v,v) = 0 und erhalten

vlul® = v((u,w) + blu, u,u) = (f,u) < [ f]lJull -
Teilen durch v und ||u|| ergibt die Behauptung. O

Satz. Fir :%HfH* < 1 ist eine Lisung u € V des stationdren Navier-Stokes-
Problems eindeutig bestimmd.
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Beweis. Seien uj,us € V zwei Losungen des Navier-Stokes-Problems. Es gilt
v((ug,v)) + blug,ur,v) = (f,v) = v((ug,v)) + b(usg, ug, v) .
Dies ist dquivalent zu
v((ug—ug,v)) = =b(ur,u1,v)+b(u, ug,v) = —b(u1 —usa, u1,v) —b(ug, ug —us,v) .
Testen wir nun mit v = u; — us, so erhalten wir
vljur — uzl|® = —b(ug — ug, ur, ur — ug) + b(ug, uy — ug, uy — uz) .

Da der zweite Term der rechten Seite verschwindet, ergibt sich mit der Be-
schranktheit von b

vifug — usl® < Bllur — ug||lual -
Gemif} der obigen a-priori-Abschitzung (8) gilt
1
< — % -
lusll < —II7]
Zusammen ist also
2 2 1
vlur = ual” < Bllus — wal Pl Il -
Dies ist dquivalent zu

&
(1= Sl ~ uz[* < 0.

Damit gilt nach der Voraussetzung, dass u; = us in V. O

3.3 Stabilitat

Satz. Fir zwei Losungen ui,ups € V des stationdren Navier-Stokes-Problems
zu rechten Seiten fi, fo € V* gilt, sofern 85| fi]s <1,

fi—f
||U17U2H < || 15 2” )
v— Al
Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich wie der Eindeutigkeitsbeweis. O

Auffillig ist hierbei der Term im Nenner. Wir erhalten durch ihn Stabilitét
nur im Fall kleiner Daten. Dies ist aber sinnvoll, da nur dann die eindeutige
Losbarkeit gesichert ist. Andernfalls konnte zwischen Losungsésten gesprungen
werden.

17



4 Das instationire Stokes-Problem

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

%—VAquVp:f in Q x (0,7T)

mit den Bedingungen

divu = 0 in Qx(0,7T)
u = 0 auf 90 x (0,7T)
u(-,0) U in Q.

Wir fassen die Funktion u als abstrakte Funktion u = u(t) in einem Funk-
tionenraum (z.B. L?(0,7T;V)) auf. Das heifit, dass u(t) fiir jedes t € [0,7] eine
Funktion in x ist. Weiterhin werden wir wie im stationéren Fall den Hilbertraum

V={veHj(Q)":dive =0}
mit Norm || - || und Skalarprodukt ((-,-)) verwenden. Nun kommt jedoch ein
weiterer Raum hinzu:
4.1 Der Raum H
Uns interessiert der Hilbertraum
H— 7“”0,2
Wie V konnen wir auch diesen Raum etwas anschaulicher beschreiben.
Satz. Sei Q) ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand. Dann gilt
H={ve LX) dive =0, (v-n)|an = 0} .

Die Beziehung divv = 0 ist zunichst im H ~!-Sinne zu verstehen. Ist aber
divw = 0, so gilt auch divv € L2(Q)?. Wir betrachten dann vorerst den Raum

E(Q) ={ve L*(Q)?:divv € L*(Q)?} .

Die Definition von (v - n)|sq = 0 geschieht, mathematisch korrekt, durch einen
Spuroperator auf E(2). Dazu bendtigen wir einen Spursatz

Satz. Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit 02 € C?. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten linearen Operator v, : E(Q) — H~2(9Q) mit

T = (u-n)|oq vu € C1(Q)¢

wobei n die duflere Normale auf Q bezeichnet. Ferner gilt

ker v, = C(‘)’o(ﬂ)dE(Q) .

Genaueres dazu ist in [2] nachzulesen. Wir bekommen nun einen Gelfand-
Dreier mit sogar kompakten Einbettungen

Vv (_>c,d H =~ H* ;)c,d v*

18



4.2 Die Variationelle Formulierung des Problems

Wir testen unsere Differentialgleichung mit v € V' und erhalten fiir die zeitliche

Ableitung
/ o (t)vdz .
Q

Nun gilt fiir differenzierbare v € V'

’ /Q o (tvdz

und wir kénnen die zeitliche Ableitung v’(t) € V* im schwachen Sinne verstehen.
Ein Dichteschluss rechtfertigt also die Betrachtung von

(u'(t),v) .

Die anderen Terme erhalten wir analog zum stationédren Fall.
Es sei

< 'l ol

W(0,T) := {u € L*(0,T; V) mit v’ € L*(0,T;V*)} .

Fiir u € W(0,T) gilt fast tiberall

(siehe auch [4]).

Warum aber kénnen wir v’ € L?(0,T;V*) voraussetzen? Wir schreiben
die Differentialgleichung dazu in Operatorform.

v =f—Au

Der zunéchst auf V' definierte Operator A : V' — V* kann zu einem Operator auf
L?(0,T;V) fortgesetzt werden. Wir definieren fiir abstrakte Funktionen v = v(t)

(Av)(t) = Av(t) ,
und erhalten so den Operator
A L*0,T;V) — L*(0,T;V*) ,

weil ||Aull« = ||u|| und damit

T T
/ | Au||2dz :/ ul|2d < oo .
0 0

Bei der exakten Formulierung des Problems werden wir f € L%(0,7;V*) vor-
aussetzen. Damit ist
u' = f— Au € L*(0,T;V*)

Wir kommen so zur variationellen Formulierung des instationédren Stokes-
Problems:
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Problem. Zu uy € H, f € L*(0,T;V*) finde uw € W(0,T) so, dass fiir alle
v €V fast dberall in [0,T] gilt

d
7 (), 0) + v((u(t), v) = (f(2),v)

mit u(0) = ug.

Wir wissen, dass u € W(0,T). Damit ist u fast iiberall gleich einer stetigen
Funktion in C([0,T], H). Damit ist die Konvergenz der Losung fiir t — 0 gegen
den Anfangswert in H gesichert.

4.3 Existenz und Einzigkeit

Satz. Das instationdre Stokes-Problem hat genau eine Ldsung.

Beweis. Wir wenden den Satz von Lions an (siehe auch [4]). Fiir dessen Vor-
aussetzungen ist zu zeigen, dass die Abbildung a : [0,7] x V x V — R,
a(t,v,w) = v(v,w)), beziiglich t Lebesgue-messbar, gleichméBig beschrinkt ist
und gleichméfig in t einer Gardingschen Ungleichung geniigt.

Dies ist aber trivial, da a beziiglich ¢ konstant ist. Die gleichméflige Be-
schrianktheit haben wir also schon im stationéren Fall gezeigt und aus der star-
ken Positivitit folgt sofort die Gardingsche Ungleichung. O

Wir erinnern uns an die Gardingschen Ungleichung:

Definition. Eine Abbildung a : [0,7] x V x V. — R geniigt beziiglich ¢
gleichméBig einer Gardingschen Ungleichung, falls es Zahlen p > 0 und x > 0
gibt so, dass fiir alle ¢t € [0,T],v € V gilt

a(t,v,v) > pllvll, — klvf3 -
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5 Das instationidre Navier-Stokes-Problem

Wir werden uns im Folgenden, wie teilweise auch schon beim stationéren Navier-
Stokes-Problem, auf die Dimensionen d = 2,3 beschrianken. Es gilt, folgendes
Problem zu analysieren:

Problem. Fiir gegebenes ug € H und f € L*(0,T;V*) finde u € L*(0,T;V)
so, dass fir alle v € V fast diberall in (0,T) gilt

('(t),v) + v((ut),v)) + b(u(t), u(t),v) = (f,v)

mit w(0) = wug gilt. Dabei ist die Zeitableitung als verallgemeinerte Ableitung aus
Li, (0, T;V*) zu verstehen.

loc

5.1 Abschitzungen und Hilfsresultate

In welchem Sinne die Anfangsbedingung angenommen wird ist noch unklar, da
wir noch nicht genug iiber b wissen. Wir werden also noch ein paar weitere Ei-
genschaften aufkldren miissen. Dazu werden wir die wichtigen interpolatorischen
Ungleichungen bendtigen.

Lemma. Es gilt fir p > q und u € LP(Q2)?

ey < lullgagayelul oo

fﬁr}%Jr%:% und s € [0,1].

Beweis. Die Ungleichung folgt aus der Holder-Ungleichung mit |u|” = [u|"|u|"('=2).

O

Wir erhalten nun mit der Einbettung H} (Q)? — LP(Q)? fiir p < %2 leicht

[l Lr(aye < elul'=*[lul®
fiir % +5= % und s € [0,1],r € [2,00), und speziell
. lu|3|jul|3  fir d =2
lu|2|ju|z fird=3
. lulz ||lul|z fiir d =2
lu|3|jul|3 fird=3

[ullLoye < cllull - (11)

llull L3y <

lull L2y <

A

Lemma. Fir den zu b gehdrigen Operator B(+), definiert durch

((Bu)(t),v) := b(u(t), u(t),v) ,
gilt
i) B(-): L*(0,T;V) — L'(0,T; V*),

L2(0,T;V*)  fird=2

i) B(-): L*(0,T;V)N L*>®(0,T; H) — { LA(0,T;V*) fird=3
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Beweis. Zu i) Sei v € L?(0,T;V). Dann gilt aufgrund der Stetigkeit von b

T T
/ Bu)Ollde < [ BlulPat < oo

0

zu ii) Sei nun d = 2. Wir wihlen in (7) p = ¢ = 4 und erhalten mit der interpo-
latorischen Ungleichung

T T T
/0 IBu @2t < / B2la(t)| 1 yalt < B / ()2 () 2t
< ﬂz||u||2Loo(o,T;H)HU”%z(o,T;v) <00

Fiir d = 3 wahlen wir p = 3 und ¢ = 6,

T 4 T 4
/0 [(Bu)(@)[|2dt < A(/GHU(t)||L3(Q)d”u(t)”LG(Q)d)gdt

IN

88 / ()] ()2

IN

4 2
B4 Nl e o 30,2001 < 00
O

Nun wissen wir, dass fiir eine Losung u € L*(0,T;V) C LY(0,T;V*) zur
rechten Seite f € L?(0,T;V*) gilt

u' = f —vAu+ B(u) € L*(0,T;V*) + L*(0,T;V*) c L*(0,T;V*)

Damit ist u € WH1(0,T; V*) und somit fast iiberall gleich einer stetigen Funk-
tion mit Werten in V*. Somit ist die Konvergenz gegen den Anfangswert in V'*
gesichert.

Auflerdem gilt fast iiberall folgende Gleichung:

d

7 (u(t),v) = (u'(1),v) € L1(0,T)

Somit kénnen wir das Problem auch mit % (u(t),v) formulieren.

5.2 [Existenz und Eindeutigkeit
Existenz

Satz. FEs gibt mindestens eine schwache Lésung u des instationdren Navier-
Stokes-Problems. Fiir diese gilt u € L*(0,T;V) N L*(0,T; H).

Beweis. Wir werden den Beweis nur skizzieren. Man findet den Beweis genau-
er in [5]. Er verlduft in vielerlei Hinsicht dhnlich zum Beweis des Satzes von
Lions fiir ein lineares Problem (siehe [4]). Es wird mit dem impliziten Euler-
Verfahren beziiglich der Zeit diskretisiert. Die Existenz der diskreten Lésungen
erhalten wir mit dem Satz iiber monotone Operatoren mit verstirkt stetiger
Storung (siehe auch [4]). Es wird dann eine kontinuierliche Losung konstruiert
und mit Hilfe einiger Abschétzungen kann unter bestimmten Voraussetzungen
deren Konvergenz gezeigt werden.
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Diskretisierung Zuniichst erhalten wir mit dem impliziten Euler-Verfahren
die diskrete Ersatzaufgabe

Problem. Zuug € H, f € L*(0,T;V*) finde {u"}"' CV, At =% so, dass
fir allev eV gilt

un-l—l —un
(o) vl ) o a0 = ) (12)

und u® = ug, wobei fr =L ft"“ f(t)dt.

Eine Losung dieses Problems erhalten wir mit dem Satz iiber monotone
Operatoren mit verstéirkt stetiger Storung (siehe auch [4]), dhnlich zum Beweis
im stationéren Fall. Dazu betrachte man statt A den Operator C : V — V*
mit

(Cu,v) = u,v) + v((u,v)) .

1
Al
Abschitzungen Nun folgen einige Abschitzungen, die fiir die Konvergenz
der konstruierten Losung benétigt werden (hierbei ist die Konstante ¢ jeweils
unabhiingig von At):

1. Testen wir (12) mit v = u™!, verwenden, dass fiir ein Skalarprodukt (., .)
(a—b,a) = 1(|a|?—|b]*+|a—b|?) gilt, so erhalten wir durch aufsummieren

von (12)
n—1
P+ T =l 4 VAtZHuJ”? <c,
7=0 Jj=1

wobei {u"} € 1°°(0,T; H) N12(0,T; V) und

n—1
“J+1 — Uy

2. Mit dem vorangegangenen Lemma und der Definition der dualen Paarung
ergibt sich fiir d = 2

u]+1

Atz

undfir d = 3

ol

*

womit wir zusétzliche Regularltaten der Losung erhalten werden.

An dieser Stelle bemerken wir, dass in numerischen Betrachtungen bei Sum-
men von Normen héufig noch mit A¢ multipliziert wird. Ohne diesen Faktor wire
oft die Konvergenz in den Funktionenrdumen nicht zu zeigen. Er reprisentiert
ein Analogon zu der Intervallbreite bei Integralnormen.
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Konstruktion von Niherungslésungen Wir konstruieren eine stiickweise
konstante und eine stetige, stiickweise lineare Interpolation. Die stiickweise li-
neare Funktion besitzt dann eine verallgemeinerte Ableitung. Diese Funktion
werden wir in dem Ableitungsterm der Differentialgleichung verwenden.

1.
Uae(t) = u" fiirt € (ty,tni),n=0,...,N—1
UAt(O) = ul
2.
un—i—l —u
Var(t) = T”(t —tn) +u" fiir t € (tn,tny1],n=0,...,N—1
VAt(O) =  Up

Setzen wir dies in unser diskretes Problem ein, so ist (12) dquivalent zu
(VA (), ) + v(Uae(t),v) + b(Uat(t), Uat(t),v) = (Fa(t),v) fii in (0,7

mit Fa; stiickweise konstant gleich f7*1.

Uy |

\J

o~
—
o~
no
~
w
~+
Ny
~

Eigenschaften der Niherungslosungen Aus den Abschétzungen erhalten
wir nun folgende Eigenschaften von Ua; und Vay:

1. Fiir jede Folge {At} sind {Uat}, {Va:} gleichméBig beschréinkt in L°°(0,7; H)
und L%(0,T; V).

2. {V4,}ist fiir d = 2in L2(0, T; V*) und fiir d = 3in L3 (0, T; V*) gleichmiiBig
beschrénkt.
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T
Vst =Varlsoran = [ Uad®) = VarPar
N-1 tit1 ” ) 2
j+1 — U
= ST 55— )| dt
Z/t At (t=1))
Jj=0 """
N-1 W —u 2
< Atconst(At)QZ JHAt ?
j=0

— 0 fir At—0

Konvergenz Wir erhalten nun sukzessive Teilfolgen, die in bestimmten Rdumen
konvergieren:
Da L2(0,7;V) und L?(0,T; V*) reflexiv sind, existiert eine Teilfolge {(At)'}
mit
Uy, Viagy = U in L*(0,T;V)

und
Viag: =W in L*(0,T;V¥)
Mit Hilfe der Definition der schwachen Ableitung kann man leicht zeigen, dass
dann auch W = U’ gilt.
LY(0,T; H) ist separabel und mit L>(0;T; H) = (L'(0,T; H))* kénnen wir
aus der Teilfolge eine schwach*-konvergente Teilfolge auswihlen:

Uary, Viary = U in L=(0,T; H)
Mit dem Satz von Lions-Aubin (siehe dazu [4]) erhalten wir
Uy Viayy — U stark in L*(0,T; H)
Weil U € L>(0,T; H), gilt wegen der Holder-Ungleichung sogar
Uarys Viayy — U stark in LP(0,T; H) fiir p < oo

Um die Konvergenz in der Differentialgleichung zu sehen, schauen wir uns einmal
die Konvergenzarten genauer an.

Schwache Konvergenz Es gilt Ua; — U in L?(0,T; V) genau dann, wenn
fiir alle g € L2(0,T;V*) gilt

T
At—0
(9, Unt = U) r2(0,13v+)x L2(0,15V) = / (g(t), Uns(t) = U1)) dt =70 .
0

Schwach*-Konvergenz FEs gilt Ux; — U in L>=(0,T; H) = (L'(0,T; H))*
genau dann, wenn fiir alle g € L'(0,T; H) gilt

T
(Unt — U, g) L (0.1:H)x L1 (0,T;H) = / (Unat(t) = U(t),g(t)) dt
0

At—0
—

/o (Uac(t) = U(t),g(t)) dt 0.
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Schwache Konvergenz der Ableitung Wegen der Reflexivitdt von V
gilt VA, — U’ schwach in L*(0,T; V*) genau dann, wenn fiir alle g € L(0,T; V)
gilt

T
At—0
(Var = U, g)r20mvoyx 2 (0.13v) = / (VA(t) = U (), g(t)) dt *="0 .
0

Nun fillt uns auf, dass fiir die Konvergenz in der Gleichung diese noch zu in-
tegrieren ist. Wir erinnern uns daran, dass die zeitliche Ableitung eine schwache
Ableitung ist. Mit der Definition der schwachen Ableitung erhalten wir dann
folgende Formulierung unserer Gleichung:

Fiir ¢ € C1[0,T], ¢(T) = 0, soll gelten

T T T
/ (VAo (), 0)olt) di / V(Une(t), 0) () dit+ / b(Une (), Ui (8), v)ip(2) dt
0 0 0
T
:/0 (Fai(t), v)p(t)dt .

Mit Hilfe der Konvergenzen und geeigneten Abschitzungen fiir b(., ., .) erhélt
man dann, dass U schwache Losung ist.

Wir hatten bei der Konstruktion der Interpolation verlangt, dass u” = ug in
V. Die Abschitzungen verlangen jedoch nur uy € H. Da aber V «—¢ H, reicht
es mit einem Dichteschluss aus, nur ug € H zu betrachten. O

0

Bemerkung. Fiir d = 2 ist nun v € L*(0,7;V) und v’ € L?(0,T;V*). Somit

ist w € W(0,T) — C([0,T], H). Also konvergiert die Losung fiir ¢ — 0 sogar in

H gegen den Anfangswert. Man kann sogar zeigen, dass u € L*(0,T; L*(Q)?).
Auflerdem gilt somit wieder

(o (1), u(0)) = 3 Ju(r)P

und wir erhalten damit die Energiegleichung

u(t)[? + 2 / ()]s = [uo? +2 / (f(s), u(s)) ds

fast iiberall in (0,7).
Fiir d = 3 kann man zeigen, dass die Losung

w € L*(0,T; L*()*) N L5 (0,7 L*(Q)*) N L (0, T; H) 1 Cyy ([0, T; H)
und o/ € L3 (0,T;V*) ist. Cy([0,T]; H) bezeichnet hier den Raum der beziiglich

der schwachen Topologie in H stetigen (oder auch demistetigen) Funktionen.
Man erhélt die analoge Energieungleichung

u(t)[? + 2 / ()]s < [uo[? +2 / (f(s), u(s)) ds
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Eindeutigkeit

Satz. Fird =2 sind Losungen des instationdren Navier-Stokes-Problems ein-
deutig.

Beweis. Seien uq,us € L?(0,T;V)NC([0, T]; H) zwei Losungen und w = uj —us.
Dann gilt

(w'(t),v) + v((w(t), v) + blua (t), ur (t), v) = bua(t), ua(t),v) =0 .

(t)
Testen wir mit v = w(t), so erhalten wir mit der im zweidimensionalen Fall
!
t

t),
geltenden Gleichung (v (), u(t)) = % 4 |u(t)[?
SO + A = b0, 0, w(e)) — bl (1) 2 (1), w(0)

—b(w(t), ur(t), w(t))

< Jolaeln @]
< Al lu )]
< Zhe@IP + Sl @)

Hier wurde aulerdem die binomische Ungleichung und eine Abschitzung (10)
verwendet.
Sei nun

2t
M(t) = 61//0 | (s)|[*ds < oo .

Damit ist

und es folgt

d —M(t) 2 —M(t) 2
7 { lw(t)] } +ve [[w(®)]]
= e MOM B)|w®))? +e ™MD |wt))? + ve ™MD |lw(t)|?
1d v B
= _M(t) R 2 — 2 - 2 2
27 LA + 5 Tl - ol @)
<0

Durch integrieren erhalten wir
t
MO () — MO w(0)[? + u/ MO |u(s) |2 ds < 0.
0

Weil [w(0)] =0, ist w =0 in L?(0,T; V) und C([0,T]; H). O

Satz. Fiir d = 3 gibt es héchstens eine Lisung u € L*(0,T;V) N L>(0,T; H)
derart, dass

2 d
u € L°(0,T; L™ (Q)%) mit;+;=1,r<d, s>2

Fine solche Lésung wére in W(0,T) — C([0,T]; H) und wiirde der Energieglei-
chung geniigen.
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Beweis. Siehe [6]. O
Bemerkung. Speziell fiir d = 3 wird oft s = 8 und r = 4 verwendet:
u e L80,T; LY(Q)%)

Damit kommen wir zu dem Problem, dass fiir d = 3 die Existenz von Losungen
nur in ”“groflen Rdumen”, Einzigkeit dagegen nur in "kleinen R&umen” be-
kommt. Anders formuliert:

In der Klasse der schwachen Losungen sind die starken Losungen
eindeutig.

Eine schwache Losung der Differentialgleichung, eine gewisse Regularitét
besitzt (z.B. u € C([0,T];V)) und der Energiegleichung geniigt, nennt man
starke Losungen.
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