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Vorwort

Die numerische Simulation ist in der heutigen Welt ein immer wichtigeres Mittel zur Vor-
hersage von Abldufen in der Realitdt. Es existieren Modelle zur Simulation des Wetters,
der Entwicklung von Erdbeben, dem Entstehen von Wellen in Kiistenregionen, oder den
auftretenden Spannungen in Festkorpern. Einerseits konnen aufwéndige und teure Tests
durch Simulationen reduziert werden, andererseits ermoglichen sie erst Messungen und
Aussagen iiber das Verhalten von Kenngréfsen der zu untersuchenden Objekte.

Die zu Grunde liegenden Modelle haben h&ufig die Form von Systemen nichtlinea-
rer partieller Differentialgleichungen, so z.B. die NAVIER-STOKES-Gleichungen zur Be-
schreibung von Fliissigkeiten oder die NAVIER-LAME-Gleichungen zur Beschreibung von
Festkorpern. Eine analytische Losung dieser Systeme von Gleichungen ist schwierig und
hdufig sogar unméglich. Mit Hilfe der numerischen Simulation ist jedoch eine Diskre-
tisierung der Gleichungen und die ndherungsweise Berechnung von Losungen mit dem
Computer moglich. Die folgenden Fragen sind bei der Betrachtung von Problemen mit
Differentialgleichungen und ihrer numerischen Approximation zu beachten. Existiert eine
Losung des gegebenen Problems? Wenn ja, ist die Lésung eindeutig? Koénnen Aussagen
iiber das Verhalten der Losung getroffen werden? Konvergiert das numerische Verfahren
fiir eine Ndherungslosung gegen die exakte Losung? Wenn ja, wie schnell konvergiert das
Verfahren?

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit einem Modell der nichtlokalen Elastizitéts-
theorie, der Peridynamik. Sie beschreibt das Verhalten von Festkorpern unter auftreten-
den Kréften. Die dabei entstehenden Verschiebungen und Geschwindigkeiten innerhalb
des Festkorpers werden durch eine Integro-Differentialgleichung modelliert. Die Gleichung
beruht wesentlich auf einer Kraftfunktion, die die Interaktion zwischen einzelnen Parti-
keln beschreibt. Wir betrachten eine spezielle lineare Kraftfunktion, fiir die Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen gezeigt wurde. Nach Diskretisierung des Integralterms mit
Hilfe der Quadraturformelmethode wird die Konvergenz des numerischen Verfahrens ge-
gen die Losung untersucht und eine Konvergenzordnung bestimmt. Die hier vorgestellten
Untersuchungen zur Konvergenzordnung sind neu und wurden in der Literatur bisher
nicht betrachtet.

Es zeigt sich, dass die Konvergenzordnung des Verfahrens von dem bei der Approxima-
tion des Integrals entstehenden Quadraturfehler abhéngt. Ein Schwerpunkt liegt auf der
Abschitzung dieses Fehlers und es wird eine Fehlerordnung von O(h?) bewiesen, wobei
d der Raumdimension entspricht. Im Folgenden sei ein Uberblick iiber den Aufbau der
vorliegenden Arbeit gegeben.

Im ersten Kapitel stellen wir zundchst Quadraturformeln auf Dreieck- und Rechteck-
gebieten vor. Diese dienen in einer summierten Quadraturformel zur Approximation des
Integralterms in der Peridynamik. Anschliefend beschreiben wir ein Verfahren zur Kon-
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struktion von Quadraturformeln beliebigen Grades auf Dreiecken. In Kapitel 2 beschéfti-
gen wir uns mit der Konvergenz von Quadraturformeln. Kapitel 3 stellt einige klassische
Resultate zur Abschétzung des Quadraturfehlers mit PEANO- und SARD-Kernen im Ein-
und Zweidimensionalen vor. Mit Hilfe des Lemmas von BRAMBLE und HILBERT gelan-
gen wir schlieflich zu Aussagen iiber den Quadraturfehler fiir Funktionen aus bestimmten
SOBOLEW-Ré&umen in beliebigen Dimensionen. Das vierte Kapitel gibt eine Einfiihrung
in die Peridynamik und beschéftigt sich mit einigen Eigenschaften des Modells, so z.B.
mit der Energieerhaltung. Fiir einen Spezialfall, in dem wir die Losung der Bewegungs-
gleichung explizit angeben kénnen, untersuchen wir verschiedene Moglichkeiten der Zeit-
diskretisierung.

Kapitel 5 geht genauer auf die Kraftfunktion der Peridynamik ein und behandelt in
einem ersten Abschnitt ihre Regularitéit unter Annahmen an die Regularitéit der Losung.
Anhand dieser Resultate ist dann eine Abschétzung des Quadraturfehlers, der bei der
Approximation des Integralterms entsteht, im néchsten Abschnitt mdglich. Hier befassen
wir uns auch kurz mit der Randapproximation eines Horizontes und beschreiben warum
eine Modifikation des Standardmodells fiir eine héhere Fehlerordnung notwendig ist. An-
schliefsend stellen wir die Quadraturformelmethode vor und geben mit ihrer Hilfe eine
Gesamtfehlerabschétzung fiir das lineare Modell an.

Den Abschluss der Arbeit bildet ein Kapitel iiber numerische Ergebnisse. Hier wird
das Verhalten der numerischen Lésungen fiir verschiedene Testbeispiele untersucht und
die Konvergenzordnung numerisch bestimmt.

Im Anhang finden sich einige Anmerkungen zur Notation und Uberlegungen zum nu-
merischen Modell der Peridynamik. Aufferdem werden in einem weiteren Abschnitt die
auftretenden Quadraturformeln als interpolatorische Quadraturformeln gedeutet.

Zum Abschluss mochte ich mich ganz herzlich bei meinem Betreuer Priv.-Doz. Dr.
Etienne Emmrich fiir die Moglichkeit der Erstellung dieser Arbeit bedanken. Stephan
Kusche danke ich fiir die gute Zusammenarbeit innerhalb des Projektes ,Numerical
Methods in the Peridynamic Theory*, ohne die das Kapitel {iber numerische Ergeb-
nisse so nicht moglich gewesen wire. Bei Christian Kreusler und Dario G&tz mochte ich
mich fiir die zahlreichen Diskussionen und das Interesse an dieser Arbeit bedanken. Auch
meiner Familie und meinen Freunden sei ein grofer Dank fiir die Unterstiitzung bei der
Erstellung dieser Arbeit ausgesprochen. Insbesondere bei Christina Puhl méchte ich mich
fiir ihren Riickhalt und ihr Verstdndnis mit mir gerade in den letzten Monaten bedanken.
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1 Einleitung

Im 15. Jahrhundert nahm der Handel, insbesondere mit dem heimischen Wein, in Siid-
deutschland zu. Fiir die Weinhéndler wurde es deswegen zunehmend wichtiger, den Inhalt
eines Fasses bestimmen zu kénnen. Im Jahre 1613 soll Johannes KEPLER einem Héndler
bei der Bestimmung des Inhalts seiner Weinfésser zugesehen haben. Er hatte Zweifel an
der Richtigkeit der Methode und verfasste ein Buch Nova stereometria doliorum vina-
riorum®, in dem er unter anderem die heute noch unter dem Namen KEPLERsche Fass-
regel bekannte Kubaturformel beschreibt. Unter Kubatur versteht man die Bestimmung
des Volumens eines Festkorpers. Kubaturformeln sind demnach Formeln, die eine Néhe-
rung an das Volumen ermoglichen. In dieser Diplomarbeit ist mit einer Kubaturformel
eine gewichtete Summe von Funktionsauswertungen zur Berechnung eines multivaria-
ten Integrals, d.h. der Integrand hangt von mehreren Variablen ab, gemeint. KEPLER’s
Fassformel hat im Eindimensionalen dann die Form

/abfm)dm S (v (M0 +w)).

Bezeichnet f(z) die Querschnittsfliche des Fasses in der Entfernung z zum Boden und
ist h die Hohe des Fasses so ist foh f(z)dz das Volumen des Fasses und die Fassformel
gibt eine Naherung. Fiir bestimmte Korper wie Kegel oder Zylinder ist das genéherte
Volumen exakt.

In den folgenden Abschnitten geben wir eine Ubersicht iiber Kubaturformeln auf Recht-
ecken und Dreiecken. Diese dienen spéater als Grundlage fiir summierte Kubaturformeln.
1.1 Ubersicht iiber die verwendeten Kubaturformeln

1.1.1 Notation und Begriffsbildung

Zu Beginn legen wir einige Schreibweisen und Begriffe fest. Sei f eine auf dem Gebiet
Q) C R? integrierbare Funktion. Dann ist das Integral I

11f] == /Qf(w) d (1.1.1)

mit @ = (21, x2,...,24) € Q ein lineares Funktional. Stammt die Funktion f aus LP(£2),
p € [1,00], so ist I:LP(Q)) — R aukerdem beschrankt und damit stetig.

!Neue Inhaltsberechnung von Weinfissern



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Das Integral I soll durch eine gewichtete Summe von Funktionsauswertungen appro-
ximiert werden

N-—1
I[f] = QU =Y wif(xy). (1.1.2)
=0

Ist I ein eindimensionales Integral, so ist Q[f] eine Quadraturformel, fiir hoherdimensio-
nale Integrale findet sich auch die Bezeichnung Kubaturformel. Wir verwenden den Begriff
Kubaturformel, wenn wir betonen wollen, dass es sich um eine Formel in zwei oder mehr
Dimensionen handelt. Der Begriff Quadraturformel sei aber fiir beliebige Dimensionen
giiltig. Die Zahlen w; € R nennen wir Gewichte und die x; Stiitzstellen. Bei der Approxi-
mation des Integrals einer Funktion durch eine Quadratur- bzw. Kubaturformel entsteht
ein Fehler. Dieser Quadratur- bzw. Kubaturfehler ist definiert als

E[f] = I[f] = Qlf]. (1.1.3)

Zur Verdeutlichung des Integrationsgebietes schreiben wir auch Ig und FEq.

Ein Kriterium zur Klassifikation von Quadraturformeln ist ihr Grad. Zur Definition
geben wir als erstes eine kurze Einfiihrung in Polynomriume. Mit P*(R?) bezeichnen
wir den Raum der Polynome vom Héchstgrade k in R?. Somit gilt

Pk(Rd) = span{x{’ - ... 25 mit a1 + ...+ ag < k}.

Beispiel 1.1.1. Haufig werden Probleme in dieser Arbeit im zweidimensionalen eukli-
dischen Raum betrachtet. Ein Beispiel fiir einen Polynomraum basierend auf dem R?
ist

P?(R?) = span{l, z,y, zy, 2, y*},
Die Dimension dieses Raumes betragt 6. JAN

Allgemein gilt:

Lemma 1.1.2. Die Dimension von P¥(R?) betrigt

dim P*(R%) — <d J}; k)

Einen weiteren wichtigen Polynomraum stellt QF(R?) dar. In ihm sind alle Polynome
enthalten, die in jeder Variablen den H6chstgrad k nicht iiberschreiten.

Beispiel 1.1.3. Als Beispiel sei hier
Q*(R?) = span{l,z,y, vy, 2*, y*, wy®, 2%y, 2%y*}
genannt. Die Dimension des Raumes betragt 9. A

Elemente aus Q(RY) kénnen als Produkt von Polynomen aus P*(R) geschrieben wer-
den. Fiir p € QF(R?) existieren d Polynome p; € P¥(R) so, dass

p(x1,T2,...,2q) = pr(x1)p2(x2) . .. pa(zq).
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Lemma 1.1.4. Es gilt
dim QF(R?) = (k +1)%

Mit Hilfe der Polynomraume kénnen wir nun den Grad einer Quadraturformel definie-
ren.

Definition 1.1.5. Eine Quadraturformel @ fiir ein Integral I besitzt den Grad k, falls
sie exakt ist fiir alle Polynome p € P¥(R¢) und mindestens ein Polynom vom Grad k + 1
existiert fiir das die Formel nicht exakt ist.

Analog definieren wir

Definition 1.1.6. Eine Quadraturformel @ fiir ein Integral I besitzt den globalen Grad
k, falls sie exakt ist fiir alle Polynome p € QF(R) und mindestens ein Polynom mit Grad
k + 1 in jeder Dimension existiert fiir das sie nicht exakt ist.

Der Grad einer Quadraturformel @ ist ein Maf fiir die Qualitdt der Formel. Man
nimmt an, dass eine gutartige Funktion sich auch gut durch ein Polynom (z.B. ihre Taylor-
Polynome) approximieren lasst. Somit erwarten wir, dass das Integral dieser Funktion gut
durch eine Quadraturformel mit hinreichend grofsem Grad approximiert wird. Ein anderes
Argument ist, dass die Konvergenzrate einer zusammengesetzten Quadraturformel bei
Verkleinerung der Gitterweite direkt mit dem algebraischen Grad der Quadraturformel
zusammenhéngt. Natiirlich ldsst sich dieses Argument nur auf Quadraturformeln iiber
Gebieten anwenden aus denen sich eine zusammengesetzte Quadratur aufbauen lésst;
dies ist bei Dreiecken und Rechtecken der Fall.

1.1.2 Kubaturformeln fiir Rechtecke

Eine der einfachsten zweidimensionalen Kubaturformeln ist eine Verallgemeinerung der
Trapezregel

b—a
Qlfl = —— (fla) + (b)),
aus dem Eindimensionalen auf dem Intervall [a,b]. Statt der Endpunkte des Intervalls
verwendet man die Eckpunkte @x1,...,x4 des Rechtecks T {iber das integriert werden
soll,
T
[ s@ae = (@) + sen) + @) + s, (119

Die Kubaturformel (siche Abbildung 1.1.1) ist exakt fiir Polynome p € QY(T) 2 P}(T)
und fithrt, wie wir in Kapitel 3.2 sehen, auf eine Fehlerabschitzung zweiter Ordnung.

Als weitere Regel, die exakt ist fiir Polynome p € QY(T) 2 PY(T), stellen wir die
Mittelpunktregel vor,

/ f(@)de ~ |T|f(zar).
T

mit dem Mittelpunkt xj; von T' (Abb. 1.1.1). Auch hier erhalten wir wieder eine Fehler-
abschétzung der Ordnung zwei.
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® ]
[ J [ ]
[ J
[ ] [ ]
L ]
Rechteckregel Mittelpunktregel Gaufs-Quadratur

Abbildung 1.1.1: Kubaturformeln auf Rechtecken, exakt fiir Q', Q', Q3

Als letzte Rechteckregel betrachten wir die Gaufs-Legendre-Kubatur mit vier Punkten
(Abb. 1.1.1). Sie kann genau wie die Formel (1.1.4) geschrieben werden, wobei diesmal
x1,...,x, die Gaulk-Punkte bezeichnen. Diese konnen fiir ein beliebiges Rechteck mit
Hilfe einer affin-linearen Transformation des Einheitsquadrates bestimmt werden. Auf
diesem sind die Gauk-Punkte gegeben durch (4+v/3/3,4+/3/3). Die Kubaturformel ist
exakt fiir Polynome p € Q3(T) 2 P3(T) und fiihrt, wie wir spiter sehen, auf eine
Fehlerabschéitzung vierter Ordnung.

Die Stiitzstellen fiir die obigen Kubaturformeln sind in Abbildung 1.1.2 fiir das Ein-
heitsquadrat dargestellt. Die genannten Kubaturformeln lassen sich auch auf hohere Di-

(-1,1) (1,1)

[ ] [ ]
HE G
[ ]
(0,0)
[ ] [ ]
HH )

(-1,-1) (1,-1)

Abbildung 1.1.2: Stiitzstellen im Einheitsquadrat

mensionen verallgemeinern, so z.B. auf Quader, oder allgemeiner Parallelepipede, im
Dreidimensionalen.
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1.1.3 Kubaturformeln fiir Dreiecke

Ebenso wie fiir Rechtecke, lassen sich auch fiir Dreiecke Kubaturformeln mit Eckpunkten
oder inneren Punkten finden.
Fiir ein Dreieck T betrachten wir die Formel

[ 1@ e~ Bl @) + siaa) + (e, (1.15)

mit den Eckpunkten x1, @2, x3 von T. Sie ist exakt fiir Polynome p € P(T), besitzt
somit den Grad eins, und fiihrt zu einer Fehlerabschitzung zweiter Ordnung. Eine Formel
gleichen Grades mit minimaler Anzahl Punkte ist

/Tf(a:) de ~ |T|f(xn), (1.1.6)

wobei x); den Schwerpunkt von T bezeichnet.

JAVAWA

Dreieck 1 Dreieck 2 Dreieck 3

Abbildung 1.1.3: Kubaturformeln auf Dreiecken, exakt fiir P!, P2, P3

VAV

Dreieck 4 Dreieck 5 Dreieck 6

Abbildung 1.1.4: Kubaturformeln auf Dreiecken, exakt fiir P2, P!, P3

Eine Kubaturformel mit minimaler Anzahl Punkte vom Grad zwei ist z.B. die For-
mel (1.1.5), wobei diesmal allerdings @i, ®2, x3 die Seitenmittelpunkte des Dreiecks T
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bezeichnen. Sie ist exakt fiir Polynome p € P?*(T) und fiihrt somit auf eine Fehlerab-
schitzung der Ordnung drei.

Eine Kubaturformel mit gleichem Grad und ebenfalls minimaler Anzahl Punkte ent-
steht, wenn man 1 = (3,3), ®2 = (£, %), 3 = (3, ¢) im Einheitsdreieck wihlt. Mit
Hilfe einer affin-linearen Transformation konnen die entsprechenden Punkte in einem
beliebigen Dreieck bestimmt werden.

(0,1)
[ ] ®
(3:2) (0.17,0.66)
) ° (0..07,0.28) °
(3:3) (3,3) o (0.66,017)
(0.28,0.07)
(0,0) (3,0) (1,0)

Abbildung 1.1.5: Stiitzstellen im Einheitsdreieck

AbschlieRend betrachten wir noch zwei Kubaturformeln vom Grad drei. Zum einen ist

[ s@)de (1@ fw) + 1)+ 8 (e S+ T+ 20 i),

mit den Eckpunkten @1, @2, X3, den Seitenmittelpunkten a9, x93, 34, und dem Schwer-
punkt 123 von T, eine Formel, die exakt fiir Polynome p € P3(T) ist.
Eine zweite Formel mit Fehlerordnung vier und minimaler Anzahl Punkten ist

QL =T ((f1 OV (@) + sa) + (24 gﬁé) (f(ws) + f(m4))>, (1.1.7)

36
mit x; =(0.07,0.28), &3 =(0.28,0.07), 3 =(0.66,0.17) und x4 =(0.17,0.66). Fiir eine de-
taillierte Herleitung der Quadraturgewichte und Stiitzstellen dieser Formel siehe [43].
Eine neue exakte Wurzeldarstellung der Stiitzstellen findet sich in Anhang B.2.

Die Stiitzstellen der genannten Kubaturformeln finden sich in den Abbildungen 1.1.3
und 1.1.4, die Stiitzstellen im Einheitsdreieck sind in Abbildung 1.1.5 gezeigt.

Eine Verallgemeinerung der Formeln in héheren Dimensionen ist mdéglich, so z.B. fiir
Tetraeder im Dreidimensionalen. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass diese Formeln nicht
mehr eine optimale Anzahl Punkte besitzen miissen. Je héher die Dimension, desto we-
niger optimale Formeln sind bekannt.

Um spéter summierte Kubaturformeln basierend auf Dreiecken zu verwenden benéti-
gen wir eine Diskretisierung des Gebietes. Wir verwenden entweder regelméfige Dis-
kretisierungen, die wir aus einer Rechteckzerlegung gewinnen kénnen oder benutzen
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eine Delaunay-Triangulierung. Diese wird hédufig im Zusammenhang mit der Finiten-
Elemente-Methode verwandt (siehe [12, S. 346 ff.]).

1.2 Stroud’s konische Produkt-Formeln

In diesem Abschnitt leiten wir weitere Kubaturformeln fiir das Einheitsdreieck, nach
einem Verfahren von STROUD und SECREST, her [27]. Im Eindimensionalen existieren
in einem gewissen Sinne optimale Quadraturformeln. So integrieren die Gauf-Legendre-
Quadraturen mit N Punkten Polynome vom Grad 2N — 1 exakt und es ist bekannt,
dass keine Quadraturformel existiert die mit N Punkten Polynome vom Grad 2N exakt
integriert (siehe z.B. PLATO [20]). Stiitzstellen und Gewichte fiir eine Quadraturformel
mit beliebigen Grad und fiir diesen Grad minimaler Anzahl Punkte lassen sich somit
berechnen.

Im Zweidimensionalen ist die Lage komplizierter. Bisher ist noch keine allgemeine
Formel zur Berechnung von Quadraturformeln mit einer minimalen Anzahl von Punkte
bekannt. Unser Ziel ist es fiir das Dreieck Formeln von beliebig hohem Grad zu berechnen
indem wir die Berechnung des Integrals iiber das Dreieck auf eindimensionale Integrale
zuriickfiihren. Die berechneten Formeln miissen aber nicht die minimale Anzahl Punkte
besitzen.

Im Folgenden benutzen wir die von STROUD so benannten konischen Produkt-Formeln,
um Kubaturen zu bestimmen. Diese werden von STROUD und SECREST in [27], unter
anderem fiir Simplizes beliebiger Dimension, vorgestellt. Der Name leitet sich aus der
Definition eines allgemeinen Kegels ab, mit dem dann Formeln zur Approximation von
Integralen bestimmt werden. Fiir die allgemeine Definition eines d-dimensionalen Ke-
gels und des Verfahrens siehe STROUD [25]. Wir beschrianken uns auf die Konstruktion
von Quadraturformeln fiir das Dreieck. In diesem Fall reduziert sich der Kegel auf ein
Intervall. Betrachten wir das Integral

1] = /01 /Olmf(x,y) dy dz.

Eine Transformation auf das Rechteck [0, 1] x [0,1] mit z = & und y = §(1 — ) liefert

/ 1 / (1 #)f(3.5) di dj.

denn die Determinante der Jacobi-Matrix zur zugehorigen Transformation ist (1 — 7).
Betrachten wir Monome f(z,y) = 2%yP so konnen wir das urspriingliche Doppelintegral
als Produkt von zwei eindimensionalen Integralen schreiben

1 1 1 1
/(1—:5)“15&(1:3/ gﬂdfg:/ (1—5;)p(g:~)dgz/ 7 dy
0 0 0 0

mit einem Polynom p € P*#(R). Berechnen wir nun

[ty Qulf) uwnd [ 1 -a)f@)de~ Q]
0 0
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numerisch mit einer Gaul-Legendre- und einer Gauf-Jacobi-Quadratur und haben beide
Formeln den Grad M, so hat auch die entsprechende Kubaturformel fiir das Dreieck
den Grad M. Im Beweis betrachtet man alle @ und 8 mit o + 8 = M und nutzt die
Riicktransformation der entsprechenden Polynome auf das Dreieck.

Beispiel 1.2.1. Wir verwenden die Mittelpunktregel und die entsprechende Gaufs-Jacobi-
Formel. Dadurch erhalten wir fiir die Gewichte w; = 1 und we = 1/2. Die Auswertungen
finden an der Stelle 1 = 1/2 und xz2 = 1/3 statt. Das Gewicht der Kubaturformel
fiir das Dreieck ist dann gegeben als w = wywy = 1/2 und die Auswertung findet an
(x,y) = (1/3,1/3) statt. Dabei entsteht das Gewicht durch Multiplikation und der Punkt
(z,y) durch Ricktransformation.

Diese Kubaturformel integriert lineare Polynome auf Dreiecken exakt. Es ist die uns
schon bekannte Formel (1.1.6). A

Beispiel 1.2.2. Als néichstes bestimmen wir eine Gaufi-Jacobi-Formel mit zwei Punkten,
die fiir kubische Polynome p € P3(R) auf dem Intervall [0, 1] exakt ist, d.h. es gelte

1
Llpl = [ (1= 2)p(a) do = wip(aon) + wsplaz) = Qulp] o € PO(R).
0
Das zu l6sende nichtlineare Gleichungssystem sieht folgendermafen aus:

w1 + wy = 1/2
WL + Wwokg = 1/6
w1 x? + woxd = 1/12

w13 + woxs = 1/20.

Eine Losung ist gegeben durch

1 V6 1 V6
= - + Y =0.318041381 = - -2 -=0.181 1
wr =7+ o2 0.31804138 wy =7 — =2 0.181958618
2 V6 2 V6
_2_Y2_-091 102 =2 4+ Y 20.644948974.
=1 0.155051025 T2 ==+ 5 0.64494897

Analog lésst sich eine Losung fiir die Gaub-Legendre-Formel fiir

Iplp

1
_ /0 p(z) dz = wp(x3) + wap(zs) = QL [p]

finden:

N = N
()
S

N = N

=%

w3 Wy

T3 = =0.211324865 T4 =z + =0.788675134.
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f) | Lilf] | QT | 1zlf] | Qrlf]
1| 1/2 | 1/2 1 1
x | 1/6 | 1/6 | 1/2 | 1/2
z? | 1/12 | 1/12 | 1/3 | 1/3
x3 [ 1/20 | 1/20 | 1/4 | 1/4
x4 | 1/30 | 19/600 | 1/5 | 7/36

Tabelle 1.2.1: Werte fiir Gaufs-Legendre- und Gaufs-Jacobi-Quadratur vom Grad drei

Tabelle 1.2.1 zeigt die Werte des Integrals und der Quadraturformeln fiir die ersten
fiinf Basispolynome. Setzen wir nun beide Formeln zusammen um das Integral iiber das

Dreieck zu berechnen

11—z
:/0 /0 f(z,y)dyde ~ wi f(v1,v3) + wo f(v1,v4) + wsf(ve, vs) + waf(ve, vg),

erhalten wir eine 4-Punkt-Formel vom Grad drei mit

1 V6 1 V6 .
= =+ - =0.15902 — - Y2
wip = 2+ oo =0.159020690 wy4 = 3 = > =0.090979309
2 V6 2 V6
=2 - Y- =0.15505102 24 V0 - 644948074,
v == — 15 =0.155051025 vy = = + o =0.64494897
1 1
=5 V3)(6 + v/6) =0.178558728 vy = 67(3+\f )(6 + V6) = 0.666390246
1
vs = o503 V3)(6 — v6) =0.075031110 v = %(3 +v/3)(6 — V6) =0.280019915.
Wie in Abbildung 1.2.1 zu sehen, ist die Anordnung der Quadraturpunkte nicht sym-
[ ]
(V17V4)
(VQaVG)
[ ]
[ J
(V17V3) )
(VQaVS)

Abbildung 1.2.1: Kubatur fiir das Dreieck

metrisch. Die Formel hat nach Konstruktion Grad drei und besitzt die minimale Anzahl

Punkte fiir den gegebenen Grad.

A
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Wir haben aus eindimensionalen Quadraturformeln Kubaturformeln fiir das Dreieck
konstruiert. Dieses Vorgehen beschreiben STROUD und SECREST in [27], neben Simplizes,
auch fiir Wiirfel, Kugel und Oberfliche der Kugel, in beliebigen Dimensionen. Hauptau-
genmerk des Buches liegt jedoch auf Gaufschen Quadraturformeln im Eindimensionalen,
insbesondere Gauf-Legendre, Gaufs-Hermite und Gauf-Laguerre Formeln. Die Autoren
geben Gewichte und Stiitzstellen in Tabellenform an. Auferdem werden Fehlerkoeffizi-
enten fiir die gezeigten Formeln bestimmt. Diese ermoglichen es Fehlerabschédtzungen zu
geben, vorausgesetzt man kann Aussagen iiber hohere Ableitungen der zu integrierenden
Funktion machen.

Fiir bestimmte Standardregionen kénnen Kubaturformeln beliebigen Grades konstru-
iert werden. Leider haben die Formeln nicht immer die minimale Anzahl Punkte fiir
den jeweiligen Grad. Bisher ist noch kein einheitliches Verfahren zur Bestimmung von
minimalen Formeln bekannt.

Ein Beispiel einer minimale Kubaturformel vom Grad drei mit vier Punkten fiir das
Dreieck gibt HILLION in [43] an. Dies ist die in (1.1.7) beschriebene Formel, deren Qua-
draturpunkte gewissen Symmetriebedingungen geniigen. HILLION verwendet zur Berech-
nung dieser Formel ein System nichtlinearer Gleichungen. Mit steigendem Grad der Ku-
baturformel erhoht sich auch die Komplexitit der zu 16senden Gleichungen. Daher sind
Einschrankungen, wie geforderte Symmetriebedingungen, notwendig um das System zu
vereinfachen. Solche Vereinfachungen hat HILLION durchgefithrt um dann ein reduziertes
System zu l6sen. Das anfingliche System von zehn Gleichungen mit zwolf Unbekannten
kann er so auf ein System von sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten reduzieren.
Betrachtet man die geforderte Symmetriebedingung fiir das Dreieck so wird klar, dass
Formeln mit einer ungeraden Anzahl an Punkten mindestens einen Punkt auf der Sym-
metrieachse besitzen miissen.

Es ist zwar kein einheitlicher Weg zur Bestimmung von minimalen Kubaturformeln im
Mehrdimensionalen bekannt, aber es existieren eine Anzahl von Biichern und Artikeln, die
bekannte Formeln tabellieren. So hat STROUD im Jahre 1971 sein Buch APPROXIMATE
CALCULATION OF MULTIPLE INTEGRALS [25] verdffentlicht. Hierin sind eine Auflistung
von Kubaturformeln fiir eine Reihe von Regionen, darunter d-Wiirfel, d-Kugel sowie d-
Simplex oder auch den kompletten Raum, enthalten.

In [34] finden sich untere Schranken fiir die Anzahl Punkte in einer Kubaturformel
mit gegebenem Grad. Haufig bestehen jedoch Liicken zwischen diesen Schranken und
den bekannten Kubaturformeln mit niedrigster Anzahl Punkten. Je hoher der Grad der
Formel und je grofser die Dimension umso grofer werden auch diese Liicken.

In [40] sind unteren Schranken fiir die Anzahl Punkte, sowie die niedrigste Anzahl
Punkte in einer bekannten Kubaturformel, aufgelistet.

Problematisch ist haufig auch, dass der Zugang zu den Formeln schwierig ist. COOLS
beschreibt daher in [37] wie er Kubaturformeln fiir mehrdimensionale Integrale einer
breiteren Offentlichkeit zuginglich machen will.

Im Jahre 1993 veroffentlichen CooLs und RABINOWITZ auferdem einen Artikel [39]
in dem sie versuchen alle bis dato bekannten Kubaturformeln aufzulisten und geben tiber
hundert Referenzen zu den entsprechenden Artikeln. So findet sich in dem Artikel auch
keine einzige Kubaturformel sondern nur Verweise. Eine Aktualisierung fithrt CooLs 1999
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mit seinem Artikel [35] durch. Hier bemerkt er jedoch schon, dass neue Kubaturformeln
eher selten gefunden werden und der Fortschritt in diesem Bereich sich verlangsamt.

Zu speziellen Regionen existieren noch einige Ubersichtsartikel, so z.B. [44] fiir Dreiecke
aus dem Jahr 1994 oder [38] fiir den Einheitskreis aus dem Jahr 2000. Insgesamt ist
jedoch festzuhalten, dass eine befriedigende Untersuchung von Quadraturformeln nur im
Eindimensionalen existiert, und im Mehrdimensionalen noch Liicken existieren, die mit
héherem Grad und hoherer Dimension zunehmen.



2 Konvergenz von Quadraturformeln

2.1 Konvergenz fiir stetige Funktionen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage unter welchen Voraussetzungen
eine Folge von Quadraturformeln gegen den Wert des zu approximierenden Integrals
konvergiert, wenn fiir die zu integrierende Funktion nur die Stetigkeit verlangt wird. Wir
betrachten den eindimensionalen Fall und suchen mit Hilfe der Quadraturformel Q) eine
Approximation and das Integral I

N-1

b
1= [ foddex Y wif(w) = Qulf)

1=0

Fiir die N Stiitzstellen z; geltea < xzg < ... < zny_1 < b. Bei der Wahl einer dquidistanten
Verteilung der Stiitzstellen erhalten wir A = % und z; = x;1+h,i=1,... , N—1.
Bei Anwendung der Quadraturformel zur Berechnung des Integrals entsteht ein Fehler,
der Quadraturfehler nach (1.1.3)

En[f] = 1[f] = @nIf].

Eine Quadraturformel @ y[f] ist konvergent, wenn der Quadraturfehler En|[f] gegen Null
konvergiert fiir N — oco. Im Folgenden untersuchen wir unter welchen Bedingungen der
Quadraturfehler bei Erhéhung der Anzahl der Stiitzstellen gegen Null strebt. Dies schliefst
einerseits den Fall summierter Quadraturformeln bei Erhéhung der Anzahl der Teilin-
tervalle ein, aber auch z.B. die Folge der Gauftschen Quadraturformeln mit wachsender
Stiitzstellenzahl oder die Folge der NEWTON-COTES-Formeln.

Beispiel 2.1.1. Betrachten wir die summierte Trapezregel mit dquidistanten Stiitzstellen

b—a <f(a?o) + f(zn—1)

An[f] =

N —1 B +f(x1)+---+f($N—2)> . (2.1.1)

Fiir den Quadraturfehler gilt bekanntlich
2

h
NI < 35 (b ) max | (x)]. (2.1.2)

Erhohen wir jetzt N und somit die Anzahl der Stiitzstellen so verringern wir die Schritt-
weite h. Falls f aus C?[a, b], und damit eine beschriinkte zweite Ableitung besitzt, kon-
vergiert der Quadraturfehler fir N — oo gegen Null. A

12
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Der Satz von SZEGO gibt eine allgemeine Charakterisierung von konvergenten Qua-
draturformeln fiir stetige Funktionen an.

Satz 2.1.2 (SzeEGO). Die Quadraturformeln Qn|f] konvergieren genau dann fir beliebige
stetige Funktionen f € Cla,b], wenn gilt:

(i) Es existiert ein M >0, so dass Zf\:ol ‘wZN‘ <M<oo, N=12,...
(i1) Fir jedes Polynom p gilt: Ex[p] — 0 fir N — oo.

Nach dem Satz von SZEGO muss die Summe der Betrige aller Gewichte w; somit gleich-
méakig beschrankt sein beziiglich N. Aufserdem miissen die Formeln fiir jedes Polynom
konvergieren. Wir folgen in der Darstellung WLOKA [29] und wahlen fiir den Beweis des
Satzes von SZEGO den funktionalanalytischen Zugang mit Hilfe des Satzes von BANACH-
STEINHAUS.

Satz 2.1.3 (BANACH-STEINHAUS). Eine Folge linearer stetiger Abbildungen Ay, die
einen Banach-Raum X in einen Banach-Raum'Y abbildet, konvergiert genau dann punkt-
weise gegen eine lineare, stetige Abbildung A, wenn die folgenden beiden Bedingungen
erfillt sind:

(i) Die Normen der Abbildungen Ay sind gleichmdfig beschrankt, |An|| < M < oo.
(ii) Die Folge An|[f] konvergiert gegen A[f] fur alle f € D, wobei D dicht in X liege.
Beweis. Fiir einen Beweis siche WLOKA [29, S. 126]. O

Kommen wir nun zum Beweis des Satzes von SZEGO.
Beweis von Satz 2.1.2. Betrachte die linearen, stetigen Funktionale
b
Qn[f] = Z w f(z;), N=1,2,..., sowie I[f] :/ f(z)dzx
i=0 a

auf Cla, b]. Es gilt ||Qn| = 25\201 |wN|. Nach dem Satz von Weierstraf liegt die Menge
der Polynome p dicht in C|a,b]. Damit entsprechen die Bedingungen aus dem Satz von
SZEGO den Bedingungen des Satzes von Banach-Steinhaus. O

Beispiel 2.1.4. Betrachten wir noch einmal die summierte Trapezregel (2.1.1). Um die
Konvergenz fiir stetige Funktion f € Cf[a, b] nachzuweisen, miissen die zwei Bedingungen
des Satzes von SZEGO erfiillt sein. Wir hatten schon gesehen, dass die Trapezregel fiir
Funktionen mit beschrankter zweiter Ableitung, wie dies bei Polynomen der Fall ist,
konvergiert. Somit ist Bedingung (¢4) erfiillt. Bleibt noch die Beschrianktheit der Gewichte
zu zeigen. Fiir die Operatornorm von @y gilt

N-1
lQull =Y [w] = (b~a) <o,
i=0
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denn die Gewichte der Trapezregel sind samtlich positiv und sie integriert konstante
Funktionen exakt. Somit konvergiert die Trapezregel fiir beliebige stetige Funktionen.
Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit, wie wir sie durch (2.1.2) erhalten haben,
kénnen wir nur unter der Voraussetzung der Stetigkeit jedoch nicht geben. A

Eine wichtige Klasse von Quadraturformeln bilden diejenigen mit nichtnegativen Ge-
wichten. Die Gefahr der numerischen Ausléschung bei der Berechnung mit Hilfe von
Computern besteht bei ihnen nicht. Unter dieser Annahme vereinfacht sich der Satz von
SZEGO folgendermafien.

Satz 2.1.5 (STEKLOV). Die Gewichte der Quadraturformel Qn seien nichtnegativ. Unter
dieser Voraussetzung konvergiert die Quadraturformel QN genau dann fir alle stetige
Funktionen f € C|a,b], wenn sie fir alle Polynome p konvergiert.

Die erste Bedingung in Satz 2.1.2 kann fallengelassen werden.

Beweis von Satz 2.1.5. Wihlen wir als Polynom p(x) = 1. Nach Voraussetzung geht der
Quadraturfehler gegen Null fiir beliebige Polynome, En|[p] — 0 fiir N — oo. Damit gilt

N-1 b
lim wfV:/ ldz = (b —a).

N—oo 4
=0

Aufgrund der Nichtnegativitdt der Gewichte ergibt sich somit

N—oo — N—oco —

N-1 N-1
lim g |w,fv‘ = lim E w) < oo,
1=0 1=0

woraus die gleichméfige Beschréanktheit der Summen Ef\i 61 wl folgt. Damit ist auch die

erste Bedingung aus Satz 2.1.2 erfiillt. 0

Es gibt Quadraturformeln, z.B. die Gaufischen, bei denen tatsédchlich alle Gewichte
positiv sind. Im Gegensatz dazu stehen die Regeln von NEWTON-COTES. Hier ist die
Positivitat der Gewichte bei hoherem Grad nicht mehr gewéhrleistet. Im Satz von Kus-
MIN wird gezeigt, dass fiir abgeschlossene NEWTON-COTES-Formeln die Bedingung (7)
in Satz 2.1.2 nicht erfiillt ist.

Satz 2.1.6 (KUSMIN). Fir die Gewichte w)¥, i = 0,...,N — 1, der abgeschlossenen
NEWTON-COTES-Formeln gilt

N-1
Z‘w{vlﬁooﬂeraoo.
i=0

Beweis. Ein Beweis findet sich z.B. in NATANSON [19, S. 129 ff.]. O
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Damit folgt aus Satz 2.1.2, dass eine stetige Funktion f existiert fiir die die NEWTON-
CoTEsschen Quadraturformeln nicht konvergieren. Neben dieser Existenzaussage gibt es
Beweise, die explizit eine solche Funktion angeben und die Art der Divergenz prézisieren.
BRASS gibt 1977 einen sehr kurzen Beweis zur Divergenz der NEWTON-COTESschen Qua-
draturformeln fiir die Funktion f(x) = |z| [32]. Zuvor wurden schon wesentlich ldangere
Beweise gefiihrt, so z.B. 1933 von POLYA in [45], der sogar fiir eine auf [0, 1] analytische
Funktion die Divergenz zeigt.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass auch Konvergenzbedingungen fiir die Klasse al-
ler RIEMANN-integrierbaren Funktion bekannt sind (siche POLYA [45]). Diese sind im
allgemeinen Fall etwas unhandlich, nehmen aber fiir Quadraturverfahren mit positiven
Gewichten eine einfache Gestalt an.

Satz 2.1.7. Besitzt ein Quadraturverfahren nichinegative Gewichte und ist es fir alle
Polynome konvergent, so ist es sogar fir alle RIEMANN-integrierbaren Funktionen kon-
vergent.

Beweis. Ein Beweis findet sich in BRAsS [3] auf S. 35 ff. O

Wir werden spater sehen, dass die zu integrierende Kraftfunktion der Peridynamik, die
im Vorwort erwdhnt wurde unstetig ist. Die Menge der Unstetigkeitspunkte ist jedoch
eine Nullmenge. Unter hinreichenden Voraussetzungen an das Verschiebungsfeld ist die
Kraftfunktion beschréankt und somit RIEMANN-integrierbar. Weiter haben die verwen-
deten summierten Quadraturverfahren alle positive Gewichte. Somit ist die Konvergenz
der Verfahren nach Satz 2.1.7 gesichert.

Im néchsten Kapitel wollen wir Aussagen iiber die Konvergenzordnung von Quadra-
turverfahren bei der Anwendung auf bestimmte Funktionenklassen treffen. Bisher haben
wir nur Aussagen iiber die Konvergenz an sich, diese kann aber beliebig langsam aus-
fallen. Daher ist es eine interessante Frage mit welcher Geschwindigkeit ein Verfahren
konvergiert.



3 Methoden zur Fehlerabschatzung

3.1 Peano-Kerne

In der Einleitung haben wir einige Quadraturformeln kennengelernt, unter anderem die
Mittelpunktregel und die Gauk-Quadratur. Die Konvergenz dieser Quadraturformeln ha-
ben wir anschlieftend in Kapitel 2 untersucht. Wichtige Kriterien fiir die Konvergenz sind
die Positivitdt der Gewichte und die Konvergenz der Quadraturformel fiir Polynome.
Betrachtet man nun summierte Quadraturformeln, so erkennt man einen unmittelba-
ren Zusammenhang zwischen der Konvergenzordnung und ihrer Exaktheit fiir Polynome
gewissen Grades.

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Konvergenzordnung von summierten Qua-
draturformeln im Eindimensionalen. Dies werden wir zuerst beispielhaft fiir die Mittel-
punktregel durchfiihren und anschlieffend, mit Hilfe des Satzes von PEANO, auch fiir
die Gauk-Quadratur. Zum Abschluss formulieren wir den Satz von PEANO fiir beliebige
summierte Quadraturformeln .

3.1.1 Fehlerabschitzungen im Eindimensionalen

Die Idee der summierten Quadraturformeln besteht in der Unterteilung des Integrations-
intervalls in Teilintervalle, der Durchfithrung einer Quadratur auf jedem dieser Teilinter-
valle und der anschliefsenden Summierung der berechneten Werte zu einer Approximation
des Integrals. Sei dazu a = 29 < 1 < ... < zny = b eine Unterteilung des Intervalls [a, b].
Whihlen wir eine dquidistante Verteilung der Punkte x;, ¢ = 0, ..., IV, so ergibt sich fiir die
Schrittweite h = z; 41 —x; = IFTQ. In diesem Kapitel geben die Punkte x; die Unterteilung
des Intervalls [a, b] und nicht die Stiitzstellen einer Quadraturformel an. Die Stiitzstellen
einer summierten Quadraturformel liegen in den Intervallen [z;,2;41], ¢ =0,...,N — 1.
Zum Beispiel gilt fir die summierte Mittelpunktregel im Eindimensionalen

N-1

h
Qlf] =h ;f<xi+2>.
Fiir den Quadraturfehler E[f] gilt folgendes Lemma.
Lemma 3.1.1. Ist f € C?[a,b], dann gilt fiir den Fehler der summierten Mittelpunktregel
2

h "
Bl < 5500~ a) max [£(x)].

16
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Beweis. Einen ersten Beweis fithren wir mit Hilfe partieller Integration. Wir betrachten
den Quadraturfehler Ey,, ;. 1 auf dem Intervall [z;, z;11]

s i+ 2 .
E[%‘,ww@][.ﬂ = / f(x)de — (zip1 — 2:) f <a:2:c+1> , t=0,...,N—1.

i

Durch Aufspalten des Integrals und partieller Integration erhalten wir

x;+h/2 Tit1 ' '
Bl i) lf] = / flx)dz +/ flz)dz — (zis1 — md%)

i+h/2

) ) x;+h/
— <f (‘“JF;H) _f(a:i)> —/‘ o Qxf/(x) dz

+ Tit1 (f(%‘ﬂ) - f (W)) - /l‘i+1 af'(x) da

i+h/2

xi+h/2 Tit1
= —/ (x — ) f(x) dx—i—/ (rit1 — ) f (z) du.

i i+h/2

Erneute Anwendung partieller Integration auf die beiden Integrale liefert

1 x;+h/2 with/2 (4. ;)2
E[ﬂﬂiﬂ»’i-q-ﬂ [f] = - i(w - xi)Qf/(x . + / (2)f”($) dz
1 2 xz+1 ZTit+1 I’z+1 )2 "
— —(xiy1 — d

5 (@it —)°f xl+h/2 /x e L f(z)dz
IZ+h/2 — Ti41 2

:/ (ac i) x)dx —i—/ le 2) 2 (x) da.

T; 2 +h/2

Damit lisst sich der Quadraturfehler auf [x;, z;11], unter der Annahme f € C?[a,b],
abschéatzen durch

1 " xz;+h/2 ) Tit1 )
Bl < 5 _max [F@] ([ @-aPdos [ @ -0 de

2 xe[xi,xi_._l] IZ+I’L2

i

= h—3 max | f"(z)|
24 xe[mi,mi+1]

Dadurch erhalten wir fiir den Quadraturfehler auf [a, ]

N-1,3 h2

N-—1
S z_: ‘E[$i7Ii+1 } — 24 xe[ll;ii)irl] ‘f’l(x)‘ 2 (b - (l) Il’él[%)z} |f// | )

O]

Aber schon unter weit schwicheren Voraussetzungen erhalten wir die gleiche Fehler-
ordnung.
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Lemma 3.1.2. Ist f” € L'(a,b), so hat der Fehler der summierten Mittelpunktregel die
Ordnung zwei.

Bewets. Wie nutzen partielle Integration wie im Beweis zuvor.

xi+% o — )2 Tit1 (. 1f$2
|E[£Ei7$i+l]‘ = / ( 9 0 f(x) d$+/ N (@t 9 ) f(x) da
Z; $i+§
N2 pmitR N2 rmin
< max M/ ’ |f"(z)|dz+  max (%Hl")/ | f"(z)| dz
me[zi,zi—&-%] 2 ; I€[$i+%7xi+1] 2 IiJr%
h2 Tit1
=3 |f" ()| da.

T

Summieren wir iiber alle Teilintervalle so bleibt die Fehlerordnung erhalten:

h2 N-1 Tit1 h2 b
s <Y [ rwlar= 15w
i=0 VT a

O

Eine allgemeine Methode zur Abschétzung des Quadraturfehlers bietet das Konzept
der PEANO-Kerne. GIUSEPPE PEANO (1858-1932) lehrte an der Universitét von Turin. In
den Jahren 1915-1918 organisierte er an allen Samstagen Mathematikerkonferenzen, um
die Qualitidt an den Turiner Schulen zu heben. Mehrere auf diesen Konferenzen von ihm
gehaltene Referate beschiftigen sich mit der numerischen Approximation und der Dar-
stellung von Restgliedern verschiedener Quadraturformeln. Hieraus entstand die Rest-
glieddarstellung mit PEANO-Kernen. Fiir eine ausfiihrlich Biographie PEANOS sei auf
KENNEDY [17] verwiesen. Der folgende Satz findet sich in ENGELS [10].

Satz 3.1.3 (PEANO). Sei f € C*1[~1,1] und Q[f] eine Quadraturformel vom Grad
m >k > 0. Dann hat der Quadraturfehler E[f] = I[f] — Q[f] die Darstellung

1 1
Bl =55 [ KO0
Dabei ist K (t) = Ki(t) = E*[(z — t)%] der Peano-Kern von Q[f], wobei

0 firxz <t

(2 — )7 — {(:c—t)m fir x>t

Die Bezeichnung E* bedeutet die Anwendung des Fehlerfunktionals E beziiglich der Va-
riablen x .

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass die folgende Darstellung fiir f gilt:

k
IR AU I R
f(:v)—;:O o +/0 Tf(k—H)(t)dt. (3.1.1)



3.1. PEANO-KERNE 19

Die Darstellung ist richtig fiir £ = 0 aufgrund der Differenzierbarkeitseigenschaften
von f,

f(2) = £(0) + /O P

Mit Hilfe vollstandiger Induktion und partieller Integration erhalt man
E  r) T (e )k
S [ a
=0 V. 0 k!

(z 1)

k
o)

zk
=f(@)+ 57 75(0) +
=f(@).

Wenden wir nun das Fehlerfunktional E auf (3.1.1) an, so erhalten wir unter der Vor-
aussetzung, dass die Quadraturformel Q[f] einen Grad m > k hat:
1 1
Bl = B | [ =000 ]

Wegen der Stetigkeit des Integranden fiir £ > 0 und der Linearitét von E[f] und des
Integrals gilt

T
0

1
B = 5 | Fle =080

und wir erhalten nach einer Skalierung die gewiinschte Darstellung. Fiir £ = 0 ist der
Integrand nicht mehr stetig (siehe Abbildung 3.1.1 und 3.1.2 fiir Beispiele). Allerdings
lasst sich in diesem Fall das Fehlerfunktional stiickweise schreiben. O

Benutzen wir Satz 3.1.3 als erstes, um eine Fehlerabschatzung fiir die summierte Mit-
telpunktregel unter optimalen Bedingungen an den Integranden zu erhalten.

Beispiel 3.1.4. Sei f € C?[a,b] und somit k& = 1. Der PEANO-KERN der summierten
Mittelpunktregel (sieche Abbildung 3.1.1) hat auf dem Intervall [x;, ;1] mit der Kurz-

schreibweise E;[f] == Ejy, 5., ,1[f] die Form
5 Tit1 h
Kift) = Bflw -0 = [ (@ =t do = hlai+ 5~ 0

h .. A
:l(xi-l—l—t)z—h (i +3 —1) f?rtﬁfﬂi—kz
? 0 fiir t > x; + 5.

Insgesamt ergibt sich
N-1

/ %M Ki(0)F"(8) dt‘

<3 max @[ K@)
> e 1) A

Ie[wi,zi+1

I
[\
N

—~~

b—a) max} |f”(x)} .

z€la,b
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IKo(t)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Abbildung 3.1.1: Peano-Kerne K;(t) und Ko(t) auf [0, k] mit h=0.1

Wie zu erwarten erhalten wir die gleiche Fehlerabschétzung wie mit Hilfe der partiellen
Integration. Dort hatten wir zwei Mal partielle Integration angewendet. Bricht man schon
nach der ersten partiellen Integration ab, so ergeben sich Fehlerabschatzungen unter
geringeren Differenzierbarkeitsanforderungen an f. Die Darstellung mit Peano-Kernen
liefert auch diese Abschétzungen.

Benutzen wir noch einmal Satz 3.1.3 um eine Fehlerabschétzung unter suboptimalen
Bedingungen, hier falls f € Cl[a,b], herzuleiten.

Beispiel 3.1.5. Der PEANO-Kern der summierten Mittelpunktregel (siche Abbildung
3.1.1) berechnet sich zu

Ko(t) = B*(x — 1)%)] = /+(m ~ )% de — h(; + g _—

et firt<ai 4+l
Tig1—t firt>a+ 8

Analog zu den obigen Uberlegungen erhalten wir daraus

Bl < 20— a) max | ()]

Z z€[a,b]
A

Wir wollen nun die summierte Gauk-Quadratur betrachten und den PEANO-Kern unter
maximalen Regularitdtseigenschaften an f berechnen.

Beispiel 3.1.6. Sei f € C*[a,b], d.h. k = 3. Fiir die summierte Gauf-Quadratur gilt

N—

(f(x) + fla7),
0

| >
—

QLS =

1=
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wobei z} = z; + h(\f—jgl) und z; = x; + h(‘gg\/_gl) Aus Satz 3.1.3 ergibt sich

B < 5 max [+ \Z [

[a,b]

Wir berechnen den Peano-Kern K (t) auf den Intervallen [z;, z;+1]. O.B.d.A. geniigt es
K (t) auf dem Referenzintervall [0, k] zu bestimmen:

Ks(t) = E*[(z - )]

h h
_ / (z = 1)} do = 3 @™ =)} + @ —1)3]
0
h

V3-1 _ (V3-1) ( VB34l ) (v3+1)
zl(h—t)‘l—ﬁ 53 t) furh,\%\/3 _t_ﬁ h2\/3 t furh\}f >t
4 2 (v3-1) 2 (V3+1)
0 futh\/g <t 0 fuhQ\[ < t.
E 2F E 0
OO 0.1 0.2 0.3 0.4 OiS 0.6 0.7 0.8 0.9 1 760 0.2 0.4 . 0.6 0.8 1
015 ul \
< <

0.005
0 -0}

-0.005
-0.2

0.2 04 06 08 1 ) 02 04 06 08 1

Abbildung 3.1.2: Peano-Kerne Kj(t) auf [0,1], k =0,...,3

Da K3(t) sein Vorzeichen in [0, h] nicht wechselt (siehe Abbildung 3.1.2), erhalten wir

h5
K = K
/\ 3(t)| = ’/ 3(t dt’ 720"
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Insgesamt gilt damit fiir den Quadraturfehler der Gauk-Legendre-Quadratur

4

B[ maxc |£9(2)| (b a).

| < —
4320 wefab]

A

Der Satz von Peano ist nicht nur anwendbar auf Funktionen f € C**'[a,b], sondern
auch auf K € Li(a,b) und f* ) e LP(a,b) mit % + % = 1. Dies folgt mit Hilfe eines
Dichteschlusses aus der Dichtheit von C**1[a, b] in W**+1P(a, b). Wir formulieren den Satz
von Peano fiir summierte Quadraturformeln unter dieser schwicheren Voraussetzung.

Satz 3.1.7. Sei f¢+D) € LP(a,b), K € L9(a,b) mit % + é =1 und Q[f] eine summierte
Quadraturformel vom Grad m > k > 0. Dann gilt fiir den Quadraturfehler

L (ND i 1/q
B < (3 [ E@I) Il
" \i=0 Y%

Beweis. Nach dem Satz von PEANO 3.1.3 gilt fiir den Quadraturfehler E;[f] auf dem

Intervall [x;, ;1]
1 Tip1

=5l K () f*+D () de.

Ei[f]

Mit Hilfe der HOLDER-Ungleichung ergibt sich dann

1 Ti+1

Kl /.,

1 Tit1 1/q Tit1
a ([ mora) ()]

i

Eilf]] < K (t)] ‘f(k“) (t)( dt

IN

D 1/p
f(’““)(t)‘ dt) .

Summieren wir jetzt tiber alle Intervalle und wenden die diskrete Holder-Ungleichung an,

so erhalten wir

N-1 zi 1/q z;

1 i+1 i+1

B ([ mera) ([ 00 a)

T =0 Ty T4

1/p

(k+1) 1\ [P
)| a

; (Nl </ K (t)|th)> v &; ( /
( (/ !K(t)|th>> " Flerss.

1/p

[ELA]

IA

I
|
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Beispiel 3.1.8. Wir wollen den Satz auf die summierte Mittelpunktregel mit einer aqui-
distanten Intervall-Unterteilung anwenden. Die Fehlerabschétzung soll optimal sein, wir
wéahlen £ = 1. Wir hatten schon den entsprechenden Peano-Kern mit

1 ) (z;+ B —t) firt<a+h
Ba®) =3 @i =9 _h{o fir ¢ > a; + 1
2

in Beispiel 3.1.4 berechnet. Benutzen wir, dass der Peano-Kern positiv ist, so ergibt sich
LB,L'+1 h2q+1

/:M ]K(t)|th:/ K0 dt = o

T

Somit ist
N-1 . 1/q 1/
1 Tit1 b—a q h2
= K(t)|7dt = —
B () wora)) = ()
und damit 1
b—a 7 p2
Elf] < — :
B < (55s) 5 o
Fir p = co und ¢ = 1, sowie fir p = 1 und ¢ = oo, ergeben sich die bekannten
Fehlerabschatzungen. A

Die Berechnung der Konvergenzordnung miindet in eine Berechnung des PEANO-Kerns.
Die Genauigkeit der Fehlerkonstanten hédngt damit von der Genauigkeit der Berechnung
des Integrals iiber den PEANO-Kern ab. Spéter werden wir Fehlerabschidtzungen mit
Hilfe des Lemma’s von BRAMBLE und HILBERT fiihren. Dabei bestimmen wir zwar die
Konvergenzordnung, geben die Fehlerkonstante ¢ aber nicht ndher an. Mit dem Satz von
PEANO besteht die Moglichkeit diese Fehlerkonstante im Eindimensionalen zu berechnen.

3.2 Sard-Kerne

Im letzten Abschnitt hatten wir den Satz von PEANO zur Fehlerabschétzung bei Qua-
draturformeln im Eindimensionalen kennengelernt. In diesem Abschnitt stellen wir eine
Erweiterung von PEANO-Kernen auf zwei Raumdimensionen, wie von SARD im Jahr 1963
aufgezeigt [23], vor. Folgender Satz, nebst Definition, findet sich in ENGELS [10].

Definition 3.2.1. Die SARD-Kerne K{', K5 und K,  sind wie folgt definiert. Fiir & > 0
sei

K (u) :Ex’y[y“(x—u)]f“], w=0,1,... K, (v,9) €Q
K¥(v) :Ew’y[x“(y—v)lf:”], w=0,1,... kK, (z,9) €Q

Ky r(u,v) = E"Y[(x —u) (y —v)5], k=2Kk+1, (z,9) €Q
Kor(u,0) = BV —u)ily — o), k=2, (r.y) €00

Dabei bezeichne E*Y die Anwendung des Fehlerfunktionals beziiglich der Variablen z
und y.
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Im weiteren Verlauf sei 2 C R? ein Gebiet mit (0,0) € Q und es gelte z > 0 und y > 0
fiir alle (z,y) € Q. Auferdem seien im folgenden Satz 7 = 7(y) > 0 und ¢ = o(z) > 0
Zahlen mit (7,y) € 092, und (z,0) € 09 (siehe Abbildung 3.2.1). Ferner definieren wir

. o firk=2k+1
= -

K

/
mit a,=ap+ai+...+a. 1+ ta..
SV fiir k= 2 2 oy = o+ S

n=0
Der Satz von SARD bietet nun eine Mdoglichkeit den Quadraturfehler fiir Funktionen
f € C*1(Q) abzuschitzen.

Satz 3.2.2 (SARD). Sei Q ein glatt berandetes, beschrinktes Gebiet, f € C*1(Q) und
Q[f] eine Quadraturformel vom Grad m > k > 0. Dann kann das Fehlerfunktional
E[f] = I[f] — Q[f] dargestellt werden als

1 = [k T o
o=y 3 () | Km0 dus [TREW i a0

1
KklK!

// Ky (1, 0) frot1,04+1(u, v) dudo, firk=2k+1
Q

1
+ m |://Q Kn,n—l(U, U)fn—i—l,n(u, U) du dv

+ // anl,n(ua 'U)fn,nJrl (’LL, U) du dU:| ) f’l:l:?” k= 2k.
Q

Beweis. Ein Beweis findet sich bei ENGELS [10] auf S. 100 ff. Er beruht auf einer Taylor-
entwicklung mit dem Restglied in Integralschreibweise. Die Anwendung des Fehlerfunk-
tionals F auf diese Entwicklung liefert die Restglieddarstellung durch SARD-Kerne. [

Abbildung 3.2.1: Definition von 7 und o fiir gegebene z,y
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3.2.1 Fehlerabschitzungen im Zweidimensionalen

Anhand der Mittelpunktregel zeigen wir zunéchst eine Abschitzung des Kubaturfehlers
tiber eine Taylorentwicklung (Beispiel 3.2.3) und anschliefsend mit Hilfe von SARD-Kernen
(Beispiel 3.2.4).

Beispiel 3.2.3. Als Beispiel betrachten wir die summierte Mittelpunktregel im Zwei-

dimensionalen:
M—-1N-1 h
= hghy it oY
>3 s ().

=0 7=0

Ein Rechteckgebiet Q = [0,b] x [0,d] sei dabei in z-Richtung Aquidistant in M Teilin-
tervalle unterteilt und in y-Richtung in N. Wir erhalten M x N Rechteckelemente mit
den Seitenléngen h, und h,. Wir leiten nun eine Fehlerabschatzung mit Hilfe einer Tay-
lorentwicklung um den Punkt (z*,y*) == (z; + ha/2,y; + hy/2) her. Sei f € C?(), so
gilt

flxy) = fa,y") + PO @ y) (@ —2*) + FOV @ y*) (y — y)
+ %f@’o)(&n)(w —2*)? + %f”’”(&n)(y —~ y*)2 + fEE (@ — ")y —y)

mit ({, n) € [z, Tix1] X [Yj, yj+1]. O.B.d.A. betrachten wir wieder nur das Element [0, hz] %
[0, hy]. Wenden wir das Fehlerfunktional E auf die Taylor-Entwicklung an, so erhalten

WH'
hy he o h2h?
) dz dy — hahy f(ha/2,hy /2)| < : ‘f
; f(z,y)dzdy yf(he/2,hy/ )‘ L [ (w,y) 16
h3h h.h3
(2,0) ‘ z'ly (0,2) ‘ oy
ewebiom T @ T T pem o 1 @Y g
Aufsummieren liefert
h2 hoh
B < 1920 | mas [ 202 | 22 s 02 @) 22 e 000 )| e |
xe) 24 xe 24 e 16
A

Betrachten wir im Folgenden eine Fehlerabschéatzung mit Hilfe von SARD-Kernen.

Beispiel 3.2.4. Sei f € C?(Q), mit Q = [0,b] x [0,d] wie zuvor. Durch die Wahl des
Gebietes vereinfachen sich 7 und ¢ zu 7(y) = b und o(x) = d. Nach dem Satz von SARD
3.2.2 koénnen wir den Quadraturfehler F[f] abschitzen durch

d
(20 (0,2) 0
B y<x12[%)l<) )f (z, O / |K{(x \dx+yrél[%>§}‘f (O,y)‘/o | K5 (y)| dy

+max|00G@)| [ [ Knole.y) dody.
) Q
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Betrachten wir das Referenzelement [0, hy] x [0, hy]. Wir erhalten fiir die SARD-Kerne
der summierten Mittelpunktregel

e 0 L3 S L, 3
/0 ’Kl (u)’ du = ﬂhxhy, /0 |K2 (U)‘ dv = ﬂhxhy und

P [ha 799
/0 /0 |K070(u,v)]dudv:§hxhy.

Dabei entsprechen die Kerne K9 und K dem schon bekannten Kern K; aus Abbildung
3.1.1. Aufsummieren iiber alle Elemente der Zerlegung liefert

B < 191 | g (max | rCO@)] 22 + max 102 @) 2 ) + e[ 00 @) ot
24 \ zeq xel) Y xel) 32

Bei der summierten Quadraturformel ist dabei zu beachten, dass der Satz von SARD auf

jedem Element der Zerlegung angewendet wird. Die Fehlerabschétzung hat eine schlechte-

re Fehlerkonstante, als die einfache Fehlerabschdtzung mit Hilfe der Taylorentwicklung.

Dies liegt daran, dass wir iiber den Betrag von Ko integrieren, und Koo auf ) sein

Vorzeichen wechselt (siche Abbildung 3.2.2).

Ko,0(u,v)

Abbildung 3.2.2: Sard-Kern Ky fiir Mittelpunktregel auf [0, 1] x [0, 1]

A
Beispiel 3.2.5. Als weiteres Beispiel betrachten wir die summierte Gaufs-Legendre-Regel
M—IN-1,
QA= > = [f(x;, i)+ fadun) + fah o)) + fag )
i=0 ;=0

mit den Punkten

(xz:‘t’ y;l:) =

3+1 3+1
. th,yﬁhyL |
23 2V/3
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In diesem Fall sind die Integrale iiber die Kerne Ky, K3, K{, K3 sowie K11 zu be-
stimmen, wobei die Berechnungen der Kerne KV und K, sowie K{ und K3, zueinander
symmetrisch sind. Die Kerne K und K entsprechen auferdem dem schon bekannten
PEANO-Kern K3 und die Kerne K{ und K3 dem Kern K (siehe Abbildung 3.1.2). Fiir
eine Darstellung des Sard-Kerns K siehe Abbildung 3.2.3. Gut zu erkennen ist, dass
die Funktion K7 ; entlang der Linien u = u; und v = v; nicht stetig differenzierbar ist,
wobei (u;,v;) ein Kubatur-Punkt ist. Man erhalt

hq h5h hy hxh5
}(0 _ zy }(0 — Yy
jﬁ ‘ 1(UJ‘dU 790 ’ jﬁ ’ Q(U)|dv 720
ha hAh2(9 — 4/3) ha h2h1(9 — 44/3)
Ki(u)|du = 2 —— / Ky (v)|dv = =
/0 | K7 (w)| du 1728, [K3 (v)] dv 1728
hy ha 3h3h2
K dudv < —2 Y,
/o /0 | K11 (u,v)|dudv < 1000

Dabei wurde die letzte Ungleichung durch numerische Integration iiber |K ;| bestimmt.
Aufsummieren {iber alle Elemente der Zerlegung liefert

B < ¢ 19] [max] 749 @)] 12+ maax| 70 @)|
xeN xe)
+ max| 0D (@) Bk, + max | 109 @)] okl + max |12 (@) hihi]
xe xe xe

mit einer Konstanten ¢, die nicht von der Zerlegung abhangt.

Abbildung 3.2.3: Sard-Kern K ; fiir Gauk-Quadratur auf [0,1] x [0, 1]

A

Zum Schluss dieses Abschnittes sei noch auf einige Verallgemeinerungen des Satzes von
SARD hingewiesen. Wir haben unter der Voraussetzung f € C*T1(Q) und abhingig von
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dem Parameter k eine Fehlerabschiatzung mit Hilfe aller partiellen Ableitungen gegeben.
Falls noch weitere einzelne partielle Ableitungen hoéherer Ordnung existieren, kdnnen
diese in die Entwicklung mit einbezogen werden. Fiir entsprechende Sétze sieche STROUD
[25, Kapitel 5]. Verallgemeinerungen der von STROUD gegebenen Sétze und vollstédndige
Beweise finden sich bei SARD [23, Kapitel 4]. Neben der Anwendung auf Funktionen
f € C*1(Q) lassen sich mit Hilfe der HOLDER-Ungleichung und eines Dichteschlusses
auch Abschétzungen fiir Funktionen geben, deren partielle Ableitungen zu einer gewis-
sen Potenz integrierbar sind. Allerdings ist in diesem Setting mit SOBOLEW-R&umen
WH+1LP(Q) darauf zu achten, dass (k + 1)p > d gilt. Ansonsten konnten die Funktions-
werte an den Quadraturpunkten, die eine Nullmenge bilden, abgeédndert werden. Damit
wire eine Konvergenz der Quadraturformel gegen das Integral nicht gegeben.

Mit Hilfe von SARD-Kernen lésst sich die Konvergenzordnung von summierten Qua-
draturformeln im Zweidimensionalen angeben. Desweiteren ist eine genaue Bestimmung
der Fehlerkonstanten moglich. Eine Erweiterung in héhere Dimensionen ist denkbar, wird
aber aufwéindig. Im néchsten Abschnitt verzichten wir daher auf die genaue Bestimmung
der Fehlerkonstanten und beschranken uns auf die Fehlerordnung. Der Ansatz mit Hilfe
des Lemma’s von BRAMBLE-HILBERT erlaubt uns Fehlerordnungen in beliebigen Dimen-
sionen zu bestimmen.

3.3 Das Lemma von Bramble und Hilbert

Das Lemma von BRAMBLE und HILBERT aus dem Jahr 1970 [30] gibt eine Abschétzung
von linearen, beschrankten Funktionalen auf SOBOLEW-R&umen, die fiir Polynome ei-
nes gewissen Grades verschwinden. Anwendung finden solche Funktionale z.B. bei der
Approximation und Interpolation von Funktionen.

Im Gegensatz zu Abschidtzungen mit PEANO- und SARD-Kernen, in denen die Form
der Kerne bekannt sein miissen, erlaubt das Lemma von BRAMBLE und HILBERT Ab-
schitzungen unter Voraussetzungen, die einfach zu priifen sind. In einer weiteren Arbeit
[31] aus dem Jahre 1971 verallgemeinern die beiden Autoren ihre Ergebnisse auf Klassen
von Polynomen PX, die zwischen P*~1 und P¥ liegen. Die Beweise sind in dem Sinne
nicht konstruktiv, als dass sie keine Bestimmung der Fehlerkonstanten ¢ in der Abschét-
zung erlauben. DUPON und ScOTT verdffentlichen in ihrer Arbeit [42] aus dem Jahr 1980
konstruktive Beweise, aus denen ersichtlich wird, wie die Konstante ¢ bestimmt werden
kann. In unseren Betrachtungen interessiert uns vor allem die Fehlerordnung einer sum-
mierten Quadraturformel, und nicht so sehr die Konstante. Daher verweisen wir nur auf
die Abschnitte iber PEANO- und SARD-Kernen fiir eine Moglichkeit der Berechnung.

3.3.1 Fehlerabschatzungen in beliebigen Dimensionen

Wir beginnen mit dem Lemma von BRAMBLE und HILBERT und dessen Beweis. An-
schliefsend beschreiben wir die Vorgehensweise zur Bestimmung der Fehlerordnung einer
summierten Quadraturformel. Im Folgenden sei T C RY ein beschrinktes Gebiet. Fiir
den Beweis des Lemma’s von BRAMBLE und HILBERT verwenden wir folgendes Lemma.
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Lemma 3.3.1 (DENY-LIONS). Auf dem Faktorraum W™LP(T)/P™(T) ist g1 p 207
Quotientennorm dquivalent. Es existiert somit ein ¢ > 0, so dass ¥ v € W™HLP(T)

Ellwmrsnry = im0+ ey < elolpiy -

Bemerkung. Die Abschétzung ist auch umgekehrt erfiillt, da fiir jedes Polynom p € P™(T))

1o+ pllntrp = (0l s1p + [0+ Pl P = 0],
gilt.
Beweis. Ein Beweis findet sich z.B. in CIARLET |5, Kap. 3, S. 115f]. O
Formulieren wir nun das Lemma von BRAMBLE und HILBERT.

Lemma 3.3.2 (BRAMBLE-HILBERT). Sei F' ein lineares, beschrinktes Funktional auf
WmHLP(T) und gelte
F(q) =0 VqeP™T).
Dann gibt es eine Konstante ¢, die vom Gebiet T abhéngt, so dass fiir allev € W™H1P(T)
gilt
|E()] < e||Fl|wm+ro)ys [V]my1,p

wobei || - ||wm+1p())« die Norm auf dem Dualraum von W™ P(T) ist.

Bemerkung. Das Besondere dieses Lemmas ist die Abschitzung durch die Halbnorm.
Eine Abschétzung mit der || - ||;41,-Norm erhdlt man schon aus der Beschrénktheit des
Funktionals F'.

Beweis. Seien v € W™HLP(T) und ¢ € P™(T). Das Funktional F ist nach Voraussetzung
linear und beschrankt und annulliert simtliche Polynome p aus P™(7"). Man erhélt somit

[F(v)] = [F(v) + F(g)| = [F(v+ )| < [|Fl[wm+100r))+

v+ qllmt1,p-

Mit dem Lemma von Deny-Lions folgt
[F(0)] < [[Fll(wm+1p(7y)- qE;I}nf(T) 10+ qllmr1.p < llFlwmrrnry) [0l -

O]

Um Fehlerabschétzungen mit dem Lemma von Bramble und Hilbert zu erhalten, wer-
den wir folgende Schritte durchfiihren:

1. Transformation auf ein Referenzelement,
2. Abschétzung auf dem Referenzelement,

3. Riicktransformation.
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Im ersten Schritt transformieren wir ein beliebiges Element auf das Referenzelement
(z.B. das Einheitsdreieck oder das Einheitsquadrat). In einem zweiten Schritt folgt die
Abschétzung mit dem Lemma von Bramble-Hilbert auf diesem Referenzelement. Im letz-
ten Schritt miissen wir nun noch zuriicktransformieren und erhalten so die Abschétzung
fiir ein beliebiges Element.

Um Elemente von Zerlegungen charakterisieren zu kénnen, benétigen wir noch einige
Grofen, insbesondere den Durchmesser diam(T") sowie p(T).

Definition 3.3.3. Der Durchmesser eines Elementes T sei mit
diam(T") := sup{ |z — y| !az,y eT}

bezeichnet. Im Zweidimensionalen ist diam(7") fiir ein Rechteck die Lange der Diagonalen
und fiir ein Dreieck die Lange der groften Seite. Mit

diam

p(T) = sup {2(5) { S ist eine Kugel in R? und S T} .

bezeichnen wir den Radius der grifsten in T eingeschriebenen euklidischen Kugel. Damit
ist p(T) im Zweidimensionalen fiir ein Rechteck die Hélfte der Lange der kleinsten Seite
und fiir ein Dreieck der Inkreisradius.

Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber den zweidimensionalen Fall. Alle
Ergebnisse lassen sich aber auf hohere Dimensionen tibertragen.

Transformation auf das Referenzelement

Fiir die Fehlerabschétzung miissen wir ein beliebiges Element auf das Referenzelement
abbilden konnen. Wir beschrénken uns zunéchst auf Dreiecke. Seien by 7, ba 7 und b3 7 die
Eckpunkte des zu transformierenden Elementes. Die Koordinaten von b; 7 seien (z;, v;);
b1 v werde auf (0,0) abgebildet, by auf (1,0) und bz auf (0,1). Dann kénnen wir
durch
Fr([3]) = Br[j]+br

die Koordinaten z,y € F des Einheitselementes auf ein beliebiges Element transformie-
ren. Dabei ist

To—T1 T3 —T1 1
Br = [byr —bi1,bs7 — b1 7] = und by = by =

Y2 —Y1 Ys— Y1 Y1

Mit Hilfe der Abbildung F ! Jassen sich beliebige Elemente auf das Referenzelement
abbilden. Natiirlich konnen wir durch die affin-lineare Abbildung F' nicht nur Dreiecke,
sondern auch Rechtecke und sogar Parallelogramme auf ihr Referenzelement abbilden,
da die vierte Seite schon durch die ersten drei festgelegt ist.

Auch im Eindimensionalen lésst sich das Einheitsintervall [—1,1] durch die einfache

Abbildung
N 4+ 1)(b—
Fr(2) = —(w )2( @) +a

auf ein beliebiges Intervall [a, b] abbilden.
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Lemma 3.3.4. Seien T und T zwei Drei- oder Rechtecke und sei Fr : T — T, Fp(&) =
Br& + br eine bijektive, affin-lineare Abbildung. Dann gilt in der Spektralnorm || - ||2

1 diam(T
|Brlly < 282D,
2 pT
_ 1 diam(7)
B < 1 ST,
Beweis. Fiir die Norm von Brp gilt
Brz Brz
HBT”QZSUP‘ :f ‘: sup |Br2|
z20 |2 2|=2p; 2PF

Sei 2 := g — &. Wir betrachten nur Vektoren & und ¢ auf der Peripherie des Inkreises
von T'. Mit Hilfe einer Nullergénzung ergibt sich

Brz = (Brg + br) — (Br& + br)
FT(Q) — FT(i) =Yy —x.

Da Fp surjektiv ist, liegen y = Fr(g) und @ = Fp(&) in T. Damit gilt |y — x| < diam(7).
Insgesamt erhalten wir
|Br|2 = |y — «| < diam(T)

und somit
1 diam(7T"
IBril> < § R0,
i
Fiir die zweite Abschétzung ersetzen wir T' durch T. O

Lemma 3.3.5. Sei T das Einheitsdreieck, Fr(&) = Br&+br eine bijektive, affin-lineare
Abbildung von T auf T'. Fir eine hinreichend glatte Funktion f : T — R mit f = foFr1,

d.h. f(z) = f(Fy (), gilt:

[ s@ar=z2mm [ f@)aa 551
T T
‘f‘m 27 =© [det Br| ™"/ | Br|™ 2 (3.3.2)

Pz < eldet Br|Y2 B2 7] (3:3.3)
= m,2,T
Beweis. Mit Hilfe der Transformationsformel erhalt man
/f(a:)daz:/f(:?:)\detDFT(:f:Md:?:
T T
—|detBT\/f(£)di
T
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mit |det By| = (2 —z1)(ys —y1) — (y2 —v1) (x3 —x1) = 2|T| und ‘T‘ = 1. Hier bezeichne
D Fr die Jacobi-Matrix der Abbildung Frr. Der Betrag der Jacobi-Determinante ist gleich
dem Doppelten des Flacheninhaltes von T'. Dies erhélt man z.B. mit der Formel von Heron
fiir den den Flicheninhalt eines Dreiecks. Seien weiter & = (2, 9)? und = = (z, y) dann
gilt nach der Kettenregel im R? fiir die partielle Ableitung nach & und ¢ von f

of . . af ax g 8y
of . af ox af Ay
Dabei ist
or B or B
9% = T2 — 1, 99 = T3 — 1,

oy oy
07 =Y2 — Y1, B =Y3s —Y1-

Fiir die zweiten Ableitungen gilt

>f 0*f 0*f o*f

g5z (&9) = oz (@ y)(e2 —21)*+ 250 (o) (22 = 21) (42 = v+ 53 (2. 9) (2 — )
27 2 2 2
S (.0) = Sl o2 L) = o) - )+ G ) - 02
2 2 2
P 60) = L e e o) + ke~ )05 )

2 2
a éf (z,9)(y2 — y1) (w3 — 21) + gy’é(ﬁ,y)(yz —y1)(ys — y1)-

Wie man sieht, treten in den ersten Ableitungen Fintrdge der Matrix Br in der ersten
Potenz auf. In den zweiten Ableitungen treten Eintrdge von Bp zum Quadrat auf oder
zwei kombinierte Eintrdgen. Féhrt man fort treten in der m-ten Ableitung jeweils m
Eintrdge der Matrix Bp auf. Schétzen wir die einzelnen Eintrage durch die Spektralnorm
von By ab, so gilt

[(z2 — z1)| < |(z2 — 21,92 — 91)"| = | Br(1,0)7|
< ||Brll2 (1,07 = || Br 2.

Analog kann man die anderen Eintrage der Matrix B durch die Spektralnorm von Bp
abschétzen. Man erhélt insgesamt

s X il

|a|=m
Nach Ziehen der Wurzel folgt die Behauptung. Analog fiihrt man die Abschétzung fiir f
durch. O

o°f (@) dﬂ“ﬁﬁddetBTl_1 IBTI3™ [ £ 27 -
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Bemerkung. Der allgemeine Beweis fiir |-|,,, , - und p € [1, 00] findet sich bei CIARLET [5,
Kap. 3, S. 117 ff.]. So gilt der Satz nicht nur fiir Dreiecke, sondern fiir beliebige Elemente,
die sich mit Hilfe einer affin-linearen Abbildung aufeinander transformieren lassen.

Satz 3.3.6. Sei T ein offenes Dreieck. Falls die Quadraturformel Qr exakt fiir Polynome
mit Héochstgrad k > 0 ist und falls ¢ € W™P(T) mit np > d und n < k + 1 ist, dann gilt

|Brlg]| < c| T (diam(T))" |¢

np T (3.3.4)

mit einer Konstanten c, die unabhdngig von T und ¢ ist.

Beweis. Wir haben vorausgesetzt, dass np > d gelte. Daher gilt W™P(T) — C(T). Das
Fehlerfunktional Ep ist linear und beschrankt in W™P (), denn

|Er[e]] < ¢l

0,007 < C2l|@]lnp,T-

Betrachten wir jetzt das Referenzelement T'. Da Qp exakt fiir Polynome mit Grad k ist,
gilt

E;[p] Z/Tp(i)di—QT(p)zo Vp € P(T).

Zusitzlich ist Ej linear und beschrénkt in W™ (T) fiir ¢ € W™P(T) < C (?) Mit dem
Lemma von Bramble-Hilbert erhalten wir sogar die Abschétzung

)ET[QE]‘ SC‘d;

np, T

Nun miissen wir noch die Riicktransformation durchfithren um eine Abschétzung auf 7' zu
erhalten. Sei dazu wie gewohnt Fr die affin-lineare Transformation des Referenzelementes
auf T'. Wir hatten schon gesehen, dass der Betrag der Jacobi-Determinante von Frp fiir
Dreiecke gleich dem Doppelten des Fliacheninhaltes von T ist (siche Beweis zu Lemma
3.3.5). Aukerdem gilt Er[¢] = 2|T| ET[qg] nach (3.3.1). Analog zu Lemma 3.3.5 ergibt
sich

6

Zusammen mit Lemma 3.3.4 erhalten wir insgesamt

_1
7 S cldet(Br)|» [|Br[" |¢

n.p, n,p, T

|Brlgll = 2171 |E46)] < 21Tl e

n,p, T’

_1 n
< 2(T|c2|T) % | Bzl 6],
< [T (diam(T))" ¢

n,p, T’
mit einer Konstanten c. O

Fiir den Fall, dass T' ein Rechteck ist verandert sich nur die Konstante. Aufterdem lasst
sich Satz 3.3.6 auch unter der stédrkeren Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit
des Integranden ¢ formulieren.



34 KAPITEL 3. METHODEN ZUR FEHLERABSCHATZUNG

Satz 3.3.7. Sei T wieder ein offenes Dreieck oder Rechteck. Die Quadraturformel Qr
sei exakt fiir Polynome mit Héchstgrad k > 0. Es gilt

Erlp) = [ p@)dw~ Qr(r) =0 ¥p e PHT)
T
Weiter sei der Integrand ¢ mindestens n-mal stetig differenzierbar auf T mitn < k + 1.
Dann gilt
|E7[¢]] < c|T|(dlamT)" [¢],, o1 (3.3.5)
mit einer von T und ¢ unabhdngigen Konstante c.

Bemerkung. Wir benutzen hier die Halbnorm

nooT Z maX’aagZ) |

xeT
la]=n

auf C™(T). Die Glattheit des Integranden kann abgeschwiicht werden, indem man Funk-
tionen mit schwachen Ableitungen aus SOBOLEW-R&umen benutzt.

Natiirlich ben6tigen wir nicht nur eine Fehlerabschétzung auf einem einzelnen Element,
sondern auch eine Gesamtfehlerabschitzung fiir das ganze Gebiet.

Satz 3.3.8. Sei Q wunterteilt in Drei- oder Rechtecke Ty, ¢ = 1,2,..., M. Auf jedem
dieser Elemente sei eine Quadraturformel Qr, definiert, die exakt sei fiir Polynome vom
Héchstgrad k. Ist € W™>(Q) oder ¢ € C™(Q), mit 1 <n < k+ 1, dann gilt

M
’EQ Z |T€| dlam Tf ’qb‘n 00,1y sc |Q| hmax |¢|n,oo,Q : (336)
—1

Falls ¢ € W™P(Q) mit np > d und 1 <n < k+ 1, erhalten wir

M

1/p
[Bolg]| < c[Qf"” (Z(dlamnvwn,,n) < el VP B |6l (337
=1

Dabei ist ¢ wieder eine von S, der Zerlegung und ¢ unabhdingige Konstante.

Beweis. Der Beweis besteht im Aufsummieren von (3.3.4) aus Satz 3.3.6 und (3.3.5) aus
Satz 3.3.7. Es gilt ndmlich

M
|EQ Z ET@
/=1

M
Z!Te\ (diam(7%))" |9, 00 1,

< C‘Q|h’ ’qb‘n,oo,ﬂ
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und wir erhalten (3.3.6). Analog erhalten wir unter Zuhilfenahme der HOLDER-Un-
gleichung fiir Summen (3.3.7):

M
|Ealoll <Y 1Bn (¢
(=1

M
< CZ ‘Tf‘l_l/p (diam(77))" |¢’n,p7Te
/=1

M 1-1/p , uf 1/p
< (Z m) (Zwiamm))p” |¢|ﬁ,p,n>

/=1 =1
1-1
<clQ PR Dl
|

Bemerkung. Die Menge 2 kann durchaus nur einen Teil des gesamten Gebietes ausma-
chen. Man kénnte sich z.B. vorstellen unterschiedliche Quadraturen in unterschiedlichen
Teilgebieten zu verwenden. Dann erhélt man in jedem Teilgebiet die entsprechenden
Fehlerabschatzungen fiir die jeweilige Quadratur.

Weiter kann es sinnvoll sein in Gebieten, in denen der Integrand ¢ in der entsprechen-
den Norm “grof” wird zu verfeinern. Durch obige Ungleichungen erhélt man auch lokale
Fehlerabschatzungen.

Im néachsten Kapitel stellen wir die Theorie der Peridynamik vor. Nach einer Diskre-
tisierung des Integralterms mit Hilfe von Quadraturformeln gewissen Grades stellt sich
die Frage wie gut diese Approximation ist. Wir werden uns vor allem mit der zu integrie-
renden Kraftfunktion f beschéftigen und spéter Aussagen iiber ihre Regularitét treffen.
Fiir eine Abschidtzung des Quadraturfehlers sind die Resultate aus diesem Abschnitt
mafsgeblich.



4 Peridynamik

Die Peridynamik ist eine nichtlokale Theorie der Kontinuumsmechanik, eingefithrt von
SILLING im Jahre 2000 in [57]. Einer ihrer grofen Vorteile liegt in der Integralformu-
lierung, die mit ableitungsfreien Termen auskommt. Im Gegensatz dazu steht die klas-
sische Theorie, in der bei Entstehen eines Bruches (Unstetigkeit im Verschiebungsfeld)
die auftretenden Ableitungen zunéchst nicht definiert sind. Die Bewegungsgleichung der
Peridynamik hingegen gilt auch an Stellen, an denen die Verschiebungen nicht glatt sind,
da nur das Integral berechnet werden muss.

Eine Anwendung findet die Peridynamik zum Beispiel bei der Rissausbreitung in Fest-
korpern. So untersucht SILLING zusammen mit ASKARI, BOBARU, GERSTLE und SAU
mit Hilfe der Peridynamik Fragestellungen der Festkorpermechanik, z.B. Ankerzugver-
suche [55] und Schaden [56] in Beton, das Kalthoff-Winkler-Experiment [58], Briiche
in gekerbten Stahlplatten [59], die Rissentwicklung einer Platte mit anfdnglichem Riss
im Inneren, sowie Hertzsche Risse [60], das Reifen von Membranen, und schlieflich das
Platzen von Ballons und die Verformung von Fasern und Faserverbundwerkstoffen [61].
Die numerischen Untersuchungen von SILLING basieren dabei auf der zusammengesetz-
ten Mittelpunktregel zur Approximation des Integrals und dem Schema der zentralen
dividierten Differenzen mit konstanter Zeitschrittweite zur Zeitdiskretisierung (siehe [58|
und [60]). Dieser Ansatz wurde im Computer-Code EMU umgesetzt.

Theoretischere Betrachtungen zum Modell der Peridynamik, so z.B. die Verformung
eines unendlichen Balken, finden sich bei ABEYARATNE, EMMRICH, WECKNER und ZIM-
MERMANN in [51, 53, 62, 63, 64, 65]. Auf die numerische Approximation wird insbeson-
dere in [51, 53, 64| eingegangen. So vergleichen EMMRICH und WECKNER in [53| unter-
schiedliche Moglichkeiten der Ortsdiskretisierung: die Quadraturformelmethode mittels
Gaufs-Hermite-Quadratur und Mittelpunktregel, und die Finite-Elemente-Methode. Be-
trachtungen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir den eindimensionalen,
unendlichen Balken bei spezieller Kraftfunktion finden sich in [51|. Der Fall héherer Di-
mensionen wird von EMMRICH und WECKNER in [54] fiir den linearen Fall behandelt.
Neuere Resultate zur Wohlgestelltheit und Dissipativitét finden sich in [52]. Hier wird
auch die Konvergenz gegen die Gleichungen der klassischen Elastizitatstheorie fiir ver-
schwindende Nichtlokalitdt untersucht. Ungeklart ist die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen im Fall einer nichtlinearen Kraftfunktion. Fiir die mathematischen Konver-
genzuntersuchungen in dieser Arbeit greifen wir daher auf das lineare Modell zuriick.
Im Folgenden stellen wir die Gleichungen der Peridynamik vor und geben verschiedene
Ansiétze fir die Kraftfunktion f an.

36
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4.1 Die Bewegungsgleichung der Peridynamik

Die Gleichung der Peridynamik ist eine partielle Integro-Differentialgleichung zweiter
Ordnung in der Zeit,

p(x)otu(x,t) = /vf(:c,:?:,u(:c,t),u(a‘:,t),t) d& + b(x,t), (x,t) €V x(0,7), (4.1.1)

in Lagrange-Koordinaten « € V C R%. Dabei beschreibt p die Dichte, u ist das Verschie-
bungsfeld des Kérpers mit dem Volumen V C R?, f ist die Kraftfunktion, die beschreibt
welche Kréifte ein Partikel & auf das Partikel x ausiibt, und b beinhaltet alle &dufle-
re Krifte. Die Integro-Differentialgleichung (4.1.1) wird um Anfangsbedingungen w(-,0)
und dyu(-,0) ergénzt. Randbedingungen existieren hingegen in der Peridynamik nicht, da
keine rdumlichen Ableitungen in (4.1.1) auftreten. Die Gleichungen beruhen wesentlich
auf der Funktion f. Betrachten wir im Weiteren einige ihrer Eigenschaften.

4.1.1 Der Horizont

In der Peridynamik haben Kréfte eine gewisse vorgegebene Reichweite. Diese Entfernung,
in der unterschiedliche Partikel noch miteinander interagieren, wird durch den Horizont §
beschrieben. Er bestimmt den Radius einer Kugel um den aktuellen Punkt . Innerhalb
dieser Kugel interagieren Partikel und aufserhalb findet keine Interaktion statt, d.h. die
Kraftfunktion f wird auf Null gesetzt

flx, &, u(x,t),u(E,t),t) =0 falls | —x|>0. (4.1.2)

Abbildung 4.1.1 zeigt zwei Punkte  und & innerhalb des Horizontes und ihre verschobene
Position.

Abbildung 4.1.1: Horizont Bs(x) der Interaktion
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4.1.2 Die Kraftfunktion

Die Kraftfunktion f beschreibt in welcher Form verschiedene Partikel miteinander in-
teragieren. Fiir ihre mathematische Analyse ist es sinnvoll alle Komponenten, von denen
f abhéngt, einzeln zu betrachten. Fiir diesen Abschnitt fiihren wir allerdings einige ab-
kiirzende Bezeichnungen ein. So sei die relative Position von zwei Partikeln & und «
zueinander definiert als

E=—=x
und ihre relative Verschiebung als

(siehe auch Abbildung 4.1.1). Die physikalische Interaktion zwischen den Partikeln &
und x bezeichnen wir als Bond. Im Falle einer elastischen Interaktion stellen wir uns das
Verhalten der zwei Punkte x und & dhnlich zu dem Verhalten von zwei durch eine Feder
verbundenen Partikeln vor. Mit diesen Bezeichnungen schreiben wir

f(w7ivu(w7t)vu(i'7t)vt) - f(:i - a:,u(z&,t) - u(w,t)) - f(fvrl)

Wir betrachten damit nicht vollkommen allgemeine Kraftfunktionen f, sondern nur sol-
che die nicht explizit von der Zeit ¢t abhéngen, und die auf Differenzen der Positionen
von Partikeln und ihren Verschiebungen beruhen.

Jede Kraftfunktion f muss gewissen physikalischen Eigenschaften geniigen (siehe z.B.
[60]). So sollte einerseits das dritte NEWTONsche Axiom erfiillt sein (actio et reactio),
andererseits auch der Drehimpulses erhalten bleiben. Aus der ersten Forderung folgt,
dass der Kraft, die ein Partikel  auf ein Partikel & ausiibt, eine gleich grofse Gegen-
kraft, ausgeiibt vom Partikel & auf das Partikel , entgegen steht. Fiir die Kraftfunktion
bedeutet dies

Die zweite Forderung besagt, dass der aktuelle, relative Positionsvektor der Partikel «
und &, ndmlich & + n, parallel zum Kraftvektor liegt. Mathematisch gesehen entspricht
dies

(E+m) x f(§,m) =0 Vn,&.

Dabei sei x das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren.

Durch Forderung dieser Eigenschaften ist die Kraftfunktion nicht eindeutig festgelegt.
Wir geben an dieser Stelle beispielhaft das einfachste nichtlineare Modell, das den An-
forderungen geniigt. Ein Modell wird dabei stets vollsténdig durch die in ihm verwendete
Kraftfunktion charakterisiert.

Definition 4.1.1. Das Bondstretch-Modell |60] ist ein nichtlineares Modell dessen Kraft-
funktion durch
cd,géi—z‘s fir [€] <o

0 sonst

F(&m) :{
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gegeben ist, mit dem Bondstretch (der relativen Langendnderung eines Bonds)

oo &+l — g
iy

Die Kraftfunktion ist zwar linear im Bondstretch s, aber nichtlinear in den zu berech-
nenden Verschiebungen wu.

Die Konstante ¢4 5 bestimmt sich durch einen Vergleich der elastischen Energie einer
isotropen Expansion mit der aus der klassischen Theorie. Sie hdngt von der Dimension
d € {1,2,3} des gegebenen Problems und vom Radius des Horizontes ab. Dabei ist ¢4 5
proportional zu § (1. Man erhilt (siehe z.B. [50])

18K 2K 18K
C1,6 = 552 y €26 = 571'(53, C3,6 = o4 )
mit dem Elastizitdtsmodul F, und dem Kompressionsmodul K = %
Betrachten wir nun eine Linearisierung des Bondstretch-Modells. Mit Hilfe einer Taylor-

Entwicklung von f um den Punkt n = w(&,t) — u(x,t) = 0,
f&mn)~ f(£0)+ £, 0)n

mit der Jacobi-Matrix f,, erhdlt man durch Abbrechen nach der ersten Ableitung das
linearisierte Bondstretch-Modell (oder auch lineare Modell) mit der Kraftfunktion

F(&mn) =AlghE@&n (4.1.3)

3 f..
Ar) = {cdﬂg/r ir r < 0,

0 sonst.

Das dyadische Produkt zwischen zwei Vektoren x und vy ist dabei definiert als € ® y =
xy”’. Die Konstante cq,s bleibt erhalten. Mit

Clx,2) = C&) = Mg E® € (4.1.4)

bezeichnen wir den Steifigkeitstensor. Fiir ihn gilt

IC(x,2)| = [\(€])] 1€,

wobei |-| fiir Matrizen die Spektralnorm und fiir Vektoren die euklidische Norm bezeichne.
Diese Eigenschaft folgt aus der Eigenschaft C*7 = C und der Definition der Normen.

Fiir die numerischen Rechnungen, sowie fiir die mathematische Analyse nutzen wir
modifizierte Modelle mit

a,—1/(1-r2/62) fall
Aal(r) = {Cd’” ‘ alls <4, (4.1.5)

0 sonst.

Ersetzen wir beim linearisierten Bondstretch-Modell (4.1.3) die Funktion A durch A_3
entspricht dies einer Multiplikation mit der in A, vorkommenden Exponentialfunktion.
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Diese bewirkt ein Abklingen der Kraftfunktion zum Rand des Horizontes. Grofere Poten-
zen von « entsprechen zusétzlich einer Multiplikation mit |& — :B\3+a. Nach Veranderung
des Modells muss die Konstante cq5 angepasst werden. Hier sei noch angemerkt, dass
nur o = —3 eine physikalische Interpretation, ndmlich im Abklingen der Interaktion zum
Rand des Horizontes, besitzt. Grofere a wurden ausschlieflich zur numerischen Konver-
genzanalyse in Kapitel 6 gewahlt. Das mit der Funktion A, modifizierte Bondstretch-
Modell lésst sich nun formulieren als

£+n
&+

Zum Abschluss geben wir eine einfache Modifizierung der genannten Modelle, um Briiche
in Materialien zu erlauben. Fiir den in Kapitel 6 gezeigten Bruchversuch wurde das im
Folgenden kurz beschriebene Bruchmodell nach [60] benutzt. Ein Bruch wird auf der
Ebene der Bonds eingefiihrt. Bonds kénnen brechen, wenn sie iiber eine vordefinierte
Grenze sg hinaus gedehnt werden. Nachdem ein Bond gebrochen ist, bleibt er dies fiir
alle Zeiten. Das Modell ist somit zeitabhéngig. Das Brechen eines Bonds wird durch
Multiplikation mit der Funktion

F&m) = M(1€]) €] 5

1 falls s(t') < s fiir alle 0 < #' <t
g(&mn,t) = { )

0 sonst

modelliert. Dabei ist s(t) = s der Bondstretch. Dieser ist zeitabhéngig aufgrund seiner
Abhéngigkeit von 1. Damit haben wir die wichtigsten Kraftfunktionen kennengelernt
und werden uns nun im néchsten Abschnitt mit dem Prinzip der Energieerhaltung be-
schéftigen.

4.1.3 Energieerhaltung

Nach dem Energieerhaltungssatz éndert sich die Gesamtenergie eines geschlossenen Sys-
tems mit der Zeit nicht. Fiir die formale Beschreibung der in der Peridynamik auftreten-
den Energien fithren wir folgende Definition im Sinne von SILLING [57] ein.

Definition 4.1.2. Ein Material heifit mikroelastisch, wenn ein skalares Potential w exis-
tiert, so dass

f(&n) =Vquw(€,n)
gilt, mit dem Gradienten V,, beziiglich 7.

Beispiel 4.1.3. Das skalare Potential des linearisierten Bondstretch-Modells ist gegeben
durch

1
w(&,m) = 5n- CE)n.
Ableiten nach 7 liefert die Kraftfunktion f. A

Damit konnen wir sowohl die kinetische und elastische Energiedichte als auch die Ener-
giedichte aufgrund von externen Kréften definieren (siche EMMRICH und WECKNER [50]).
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Definition 4.1.4. Die kinetische Energiedichte ist definiert als
T
€kin = p(2) latu(m7t)|2 ’

die elastische Energiedichte als

1 .
€el = 2/ w(fﬂ)) de
v
und die Dichte aufgrund von externen Kriften b als
eext = —b(x,t) - u(x,t).

Mit Hilfe der Energiedichten kénnen wir durch Integration iiber das gesamte Gebiet
die eigentlichen Energien definieren.

Definition 4.1.5. Die kinetische Energie Fin, die elastische Energie Ee und die Energie
aufgrund von externen Kriften FEey sind definiert als das Integral tiber ihre Energiedichte

Bi(1) :/Vei(ac,u(w,t),t) dz,

wobei ¢ = kin, el oder ext.

Betrachten wir ein Beispiel im Eindimensionalen in dem die einzelnen Energien ange-
geben werden konnen.

Beispiel 4.1.6. Wir betrachten einen Stab der Lénge eins. Sei 2 = (0,1). Als Anfangs-
bedingungen wahlen wir

u(z,0) = 0 und w(z,0) = 10(0.5 — x).

Die Partikelinteraktion sei durch das linearisierte Bondstretch-Modell beschrieben. Dann
ist die Kraftfunktion gegeben durch

flx, z,u(z, t), u(z,t) = — (u(z,t) —u(z, ).

Das skalare Mikropotential hat die Form

c15 (w(,t) — u(z, t))2'

w(§,n) = w(x, z,u(x,t),u(t,t) = 5 =2l

Damit berechnen sich elastische und kinetische Energiedichte zu

1 1 ey (w(@,t) —u(,t)?
681—2/910(5,77)&'1:—2/0 - 7 2l dz,

€kin = g s (z, 1)
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Im Beispiel tauchen keine externen Kréfte auf und somit ist Fexy = 0. Nach dem Ener-
gieerhaltungsprinzip gilt Fyin + Eel = FEgesamt- Aus der Anfangsbedingung u(z,0) = 0
lasst sich folgern, dass die elastische Energie zum Zeitpunkt ¢ = 0 Null ist: Eg(0) = 0.
Und damit Fiin(0) = Egesamt, die Gesamtenergie des Systems entspricht der kinetischen
Energie zum Zeitpunkt 0. Die kinetische Energie zum Anfangszeitpunkt ldsst sich aus
den Anfangsbedingungen berechnen:

1 1 25
Ekin(O):/ g|ut(a§,0)2d:p:/ g|10(0.5—x)|2dx:?p.
0 0

Damit ist auch die Gesamtenergie des Systems bekannt. In Abbildung 4.1.2 sieht man

Abbildung 4.1.2: Kinetische, elastische und Gesamtenergie

die numerischen Ergebnisse fiir kinetische, elastische und Gesamtenergie aufgetragen tiber
die Zeit. Die vollstdndige Umwandlung von kinetischer in elastische Energie im Laufe der
Zeit ist gut zu erkennen. A

Damit seien die Betrachtungen zur Kraftfunktion und einiger ihrer Eigenschaften ab-
geschlossen. Im anschliefsenden Abschnitt behandeln wir einen Spezialfall, in dem sich
eine explizite Losung der Gleichung der Peridynamik angeben l&sst.

4.2 Losung der Bewegungsgleichung fiir einen Spezialfall

Wir betrachten das lineare Modell im Eindimensionalen vervollstéandigt durch Anfangs-
bedingungen an die Verschiebungen und Geschwindigkeiten. Der Horizont § sei so ge-
wahlt, dass alle Punkte miteinander interagieren. Das Gebiet sei ein Stab der Léange eins,
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2 =(0,1), und das zugehorige Anfangswertproblem sei gegeben durch

2 = 1701’6 u(z,t) — u(x T
Gtu(x,t)—/o L (u(@nt) = (1) d (4.2.1)

u(xz,0) =0
Oyu(x,0) = 10(0.5 — x).

Wir wahlen fiir die Losung u einen Ansatz nach der Methode der Trennung der Variablen,
d.h. wir nehmen an, dass die Losung in den Variablen x und t getrennt ist: u(z,t) =
X (x)T(t). Aus 4.2.1 erhalten wir durch Einsetzen fiir u

Tﬁ)_/ﬂ s (X(@) - X(@))
0

= — dz = —c,
T Jo pli-al  X(@)

mit ¢ > 0, da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von z abhéngt. Betrachten
wir die Gleichung in ¢ erhalten wir

T(t) = ay sin(agt) + by cos(bat).
Wir benutzen die Anfangsbedingungen um die Konstanten zu bestimmen:

u(z,0) = X(z)T'(0) =0,
Owu(z,0) = X (z)T'(0) = 10(0.5 — z).

Aus 4.2.4 erhalten wir T(0) = 0, da wir die triviale Losung fir X ausschliefen wollen.
Weiter nehmen wir an, dass 77(0) = 1. Damit erhalten wir als allgemeine Form fir T’

1
e
mit der noch zu bestimmenden Konstanten c¢. Aufgrund der Anfangsbedingungen gilt

X (xz) = 10(0.5 — z), womit ¢ jetzt durch Integration bestimmt werden kann. Einsetzen
fiir X liefert

1 A T 1 )
/ e / ey T / e I —
0 plt—zlxz—05 o plxr—0.5) + plx—0.5) p

Als Losung erhalten wir folglich

u(z,t) = 10(0.5 — x)(201,5p_1)%1 sin(y/2c1 5p71t).

Die Anfangsbedingungen sowie die Integro-Differentialgleichung sind erfiillt.

Wir benutzen diese Losung zum Test verschiedener Zeitintegratoren. Eine numerische
Losung der Peridynamik beruht immer auf einer Diskretisierung in Ort und Zeit. Fiir den
Spezialfall, dass alle Punkte interagieren, und bei der Wahl entsprechender Anfangsbe-
dingungen, ist die Losung im Ort ein Polynom. Dieses kann z.B. durch die Mittelpunkt-
regel exakt integriert werden. Der entstehende Fehler héngt somit nur vom Zeitintegrator
ab. Wir geben im néchsten Abschnitt drei Beispiele und berechnen die Fehlerordnung
numerisch.

T(t) sin(v/ct),
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4.3 Numerische Zeitintegration

Bevor wir die Quadraturformelmethode in Abschnitt 5.3 behandeln, geben wir eine einfa-
che Méglichkeit an die Gleichung der Peridynamik in der Zeit zu diskretisieren. Folgender
Algorithmus berechnet die Geschwindigkeiten und Verschiebungen aus den Beschleuni-
gungen:

1. Schritt: Berechne die Beschleunigungen a;(t) = ii;(t) aus dem Integralterm.
2. Schritt: Setze fiir die Geschwindigkeiten v;(t + §t) ~ v;(t) + 9t - a;(t).

3. Schritt: Setze fiir die Verschiebungen w;(t 4 6t) &~ w;(t) + 0t - v;(t + 0t).

Algorithmus 4.3.1: Vorwértige und riickwértige Differenzen

Dabei werden die Geschwindigkeiten durch vorwdrtige Differenzen aus den Beschleu-
nigungen und die Verschiebungen durch rickwdrtige Differenzen aus den Geschwindig-
keiten berechnet. Insgesamt ergibt sich die zentrale Differenz in den Verschiebungen.

Definition 4.3.1. Die vorwdirts genommene dividierte Differenz mit Schrittweite dt > 0
einer Funktion u zum Zeitpunkt ¢ ist definiert als

dtu(t) _ u(t+0t) — u(t)

5t 5t

Analog definieren wir die rickwdrts genommene dividierte Differenz mit Schrittweite
0t > 0 einer Funktion u zum Zeitpunkt ¢ als

0" u(t)  w(t) —u(t—dt)

ot ot

Als zentrale Differenz mit Schrittweite 0t > 0 definieren wir

(52U(t) _ ﬁ ((5‘u(t)> u(t+5§%—u(t) _ u(t)—gt(t—(it)
§t2 T ot St St

u(t 4 ot) — 2u(t) + u(t — ot)
5t2

Satz 4.3.2. Sei die Funktion u hinreichend glatt. Dann liefern die vorwdrtigen und
rickwdrtigen Differenzen eine Approximation an die erste Ableitung mit einem Fehler
von O(0t). Die zentralen Differenzen liefern eine Approximation an die zweite Ableitung
mit einer Fehlerordnung von O(5t?).

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Taylorreihenentwicklung von wu.

! 5t2 " 5t3 " 4
u(t + 0t) = u(t) + dtu'(t) + U (t) + e (t) + O(dt").
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Dies ist dquivalent zu
u(t 4 ot) — u(t)
ot

Analog erhélt man nach einer Taylorreihenentwicklung von w(t — 6t)

= /() + O(6t).

u(t) — u(t — 6t)
ot

=u'(t) + O(8t).

Eine Kombination der beiden Taylorreihen um u(t + 0t) sowie um u(t — 6t) fithrt auf

4
u(t 4 6t) 4+ u(t — ot) = 2u(t) + 5t*u”(t) + %u(4) (t).
Dies entspricht der Behauptung. O

Nehmen wir an die Beschleunigungen lassen sich exakt aus dem Integralterm berech-
nen. Dann ist der Fehler in der Zeitintegration bei Algorithmus 4.3.1 in den Geschwin-
digkeiten von der Ordnung O(6t) und in den Verschiebungen von der Ordnung O(dt?).

4.3.1 Vergleich verschiedener Zeitintegratoren

Eine Moglichkeit eine héhere Ordnung in den Geschwindigkeiten zu erreichen ist die
Integration nach STORMER und VERLET. In der Astronomie wird sie haufig unter dem
Namen STORMER-Methode verwendet, in der Molekulardynamik spricht man von der
VERLET-Methode (siehe z.B. [15]). Der Algorithmus lésst sich folgendermafen schreiben:

1. Schritt: Berechne die Beschleunigungen a;(t) = ii;(t) aus dem Integralterm.
2. Schritt: Berechne w;(t + 0t) ~ wu;(t) + v;(t)ot + %ai(t)étz.

3. Schritt: Berechne die Beschleunigungen a;(t + 0t) zum Zeitpunkt ¢ + dt aus dem
Integralterm.

4. Schritt: Berechne v;(t + 0t) = v;(t) + & (a;(t) + a;(t + 6t))dt.

Algorithmus 4.3.2: Integration nach STORMER und VERLET

Wir vergleichen Algorithmus 4.3.1 und 4.3.2 numerisch mit dem klassischen RUNGE-
KutTa-Verfahren (siehe z.B. [20] oder [15] fiir eine Definition des Verfahrens). Als Bei-
spiel wahlen wir das Anfangswertproblem aus Abschnitt 4.2. Wie schon gesehen ist die
Losung v zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Polynom ersten Grades. Das dazugehorige f ist die
mit einer Konstanten multiplizierte Signum-Funktion mit Sprung an der Stelle x. Die
Mittelpunktregel integriert solche Funktionen exakt. Interagieren alle Punkte miteinan-
der so ist die numerische Methode zur Ortsdiskretisierung exakt. Der Fehler entsteht
nur durch die Zeitintegration. (W&ahlt man an dieser Stelle den Horizont kleiner, ist die
Interaktion ortlich begrenzt, wodurch der Fehler der durch die Approximation der ein-
zelnen Horizonte entsteht hinzukommt. Die Losung u ist aufserdem eine andere, nicht
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¢ | —&—EMU

) Runge_Kl/
.
10

—6— Verlet

Fehler v

|
|

—&— EMU
—6— Verlet

dt dt dt

Abbildung 4.3.3: Verschiebung, Geschwindigkeit, Beschleunigung

notwendigerweise ein Polynom, weswegen f nicht exakt integrierbar sein muss.) Somit
ist dieses Beispiel gut geeignet den Fehler der einzelnen Zeitintegratoren zu erkennen.

Das auch in EMU so implementierte Verfahren 4.3.1 liefert einen Fehler von O(6t?) in
u und von O(dt) in v und in a. Das Verfahren nach STORMER und VERLET ergibt hin-
gegen einen Fehler von O(6t?) in u, v und a. Einen Fehler der Ordnung vier in u, v und
a liefert das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren. In Tabelle 4.3.1 ist die numerisch, mit
Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, berechnete Konvergenzordnung, und die je-
weils optimale, angegeben. Der absolute Fehler iiber der Zeitschrittweite ist in Abbildung
4.3.3 doppelt logarithmisch aufgetragen. Gut zu erkennen sind die unterschiedlichen Kon-
vergenzordnungen an den unterschiedlichen Steigungen der Geraden. Im Gegensatz zu
den ersten beiden Verfahren, die das Integral der rechten Seite pro Zeitschritt nur einmal
auswerten miissen, bendtigt das RUNGE-KUTTA-Verfahren vier Integralauswertungen pro
Zeitschritt. Dies fithrt zu einem hoheren Aufwand, bei allerdings einer wesentlich héheren
Genauigkeit.

Zeitintegrator Fehler v | Fehler v | Fehler a
EMU 1.99 (6t%) | 0.98 (6t) | 0.96 (6t)
STORMER-VERLET | 1.99 (6¢2) | 2.00 (6t%) | 1.99 (6¢2)
RUNGE-KUuTTA | 3.99 (6t%) | 3.99 (5t%) | 3.99 (6t%)

Tabelle 4.3.1: Fehlerordnung der drei Zeitintegratoren



5 Fehlerabschatzung in der Peridynamik

5.1 Regularitit des Integranden

Fiir die Quadraturfehlerabschétzungen aus Abschnitt 3.3 muss die zu integrierende Funk-
tion gewissen Glattheitsbedingungen geniigen. Wir hatten gesehen, dass die in der Pe-
ridynamik zu integrierende Kraftfunktion f von der Losung w abhéngt. Daher untersu-
chen wir die Glattheit der Kraftfunktion in Abhéngigkeit von der Glattheit der Losung.
Indem wir die Abhéngigkeit von der Zeit vorerst nicht betrachten, definieren wir den
Nemyzkii-Operator F. Dazu sei im Folgenden V C R, d € {1,2,3}, ein beschriinktes,
glatt berandetes Gebiet.

Definition 5.1.1. Fiir Funktionen u : V — R? sei der Nemyzkii-Operator F definiert
als
(Fu)(z, &) = f(x, @, u(x),u(®)), Vo,&e).

Wir untersuchen nun die Abbildungseigenschaften dieses Operators fiir bestimmte
Klassen von Funktionen u, dabei betrachten wir das linearisierte Bondstretch-Modell
(4.1.3).

5.1.1 Unstetigkeit der Kraftfunktion

Satz 5.1.2. Sei V C R und u € CY(V). Dann ist die Funktion Fu unstetig fiir fast alle
(x,2) € VXV mit x = &.

Beweis. Sei x € V fest gewahlt. Entwickeln wir nun w um « in seine Taylorreihe, dann
gilt

& — |
- 2 (et ot i)

= cq (sgn(d — 2)u'(z)) + O(|& — z|).

Als néchstes betrachten wir den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert von (Fu)(z, )
fiir  gegen x:

h%n(]:u)(ac,i') = —cgou'(z),
ljfn(]:u)(:z:, £) = 4cqou' ().

47
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Den Fall des konstanten Verschiebungsfeldes u schliefen wir als trivialen Fall aus. Damit
ist die Funktion & — (Fu)(x, ) unstetig im Punkt Z = x. Da der Punkt z € V beliebig
gewahlt war, gilt die Behauptung. O

Bemerkung. Selbst fiir Funktionen u € C°°(V) bleibt Fu unstetig.

Analog kénnen wir die Aussage in hoheren Dimensionen fithren. Wir zeigen exempla-
risch noch den Fall d = 2.

Satz 5.1.3. Sei V C R? mit d = 2 und w € CY(V)?. Dann ist die Funktion Fu unstetig
fir alle (x, &) € V xV mit x = &.

Bemerkung. Aus dem Satz folgt sofort, dass (Fu)(x,-) fiir fast alle @ € V nicht in
WkEP(V)E mit kp > d liegt, da dieser SOBOLEW-Raum in die stetigen Funktionen ein-
gebettet werden kann. Aber & — (Fu)(x, &), * € V, ist unstetig fiir beliebig glatte
u.

Beweis von Satz 5.1.3. Zum Beweis benutzen wir die Taylorentwicklung von u in den ein-
zelnen Komponenten im Mehrdimensionalen. Es sei u(x) = (u1(x), uz(x))”. Betrachte

Cd,5 (@ .

(Fu)(z,2) —z)® (2 - z) (u(@) - u(@)).

R

Dann ist die erste Komponente mit & = (21, 22)” gegeben durch

(Fu)i(@, &) = —20 (81 — 21) (w1 (&) — wi(@)) + (&1 —21) (B2 —22) (ua(#) — ua())) .

~

|2 —x|

Mit Hilfe der Taylorentwicklung von w; und us folgt

(fu)l(a:,:ﬁ)—m ((i’l — wl)?’ugl,o) (.’B)‘i‘(fi?l . x1)2(£2 . $2> (ug(),l)(w)_'_ugl,()) (.’IJ))

+ (21 — 21) (22 — xg)ngO’l)(sc)> +0(|& — x|).

Sei jetzt &3 = w9 und betrachte wie zuvor &1 — x. Die beiden Grenzwerte bestimmen
sich zu

lim (Fujy(2,) = ~cagu” (@)
1Tz

. AN (1,0)
Ahfn (Fu)i(z, &) = +cqsu; ().
Z1]lx

Das Vorgehen fiir die zweite Komponente von Fu ist analog. Damit ist & — (Fu)(x, &)
unstetig. O

Im Dreidimensionalen lisst sich die Unstetigkeit von Fu : V x V — R3 fiir geniigend
glatte v mit dem gleichen Vorgehen beweisen. Somit liegt das Bild des Operators F
nicht in den stetigen Funktionen. Diese Aussage ist unabhéngig von der Glattheit des
betrachteten Verschiebungsfeldes, wie wir im folgenden Beispiel sehen.
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Beispiel 5.1.4. In der Regel ist der Integrand, die Kraftfunktion der Peridynamik, nicht
glatt, auch wenn das Verschiebungsfeld glatt ist. Betrachten wir dazu das lineare Modell
(4.1.3) im Zweidimensionalen. Die Verschiebung sei gegeben durch

u(z) = (,0)"

mit der Schreibweise & = (z,y)”. Diese Funktion ist beliebig oft stetig differenzierbar.
Fiir den Integranden erhalten wir in B;s(0)

@)t

(fu)(O, .’D) = Czﬁm.
Die Unstetigkeit im Punkt Null ist auch hier zu sehen. Damit gilt fiir die Ableitung der
ersten Komponente (Fu); von Fu in Z-Richtung

O(Fu)1 . 32292
o 275(:%2_,_332)5/2'

Diese ist unbeschrinkt in (0,0)7. Es gilt allerdings, dass diese Ableitung immer noch
integrierbar ist. Betrachtet man hingegen die zweite Ableitung in Z-Richtung so ist diese
unbeschrankt und nicht mehr absolut integrierbar. (Die geraden Ableitungen nach &
integrieren zu Null, die ungeraden sind nicht integrierbar.) An diesem einfachen Beispiel
sieht man schon, dass die Ableitungen der Kraftfunktion unbeschréinkt sind, selbst wenn
u beliebig oft stetig differenzierbar ist. A

5.1.2 Beschranktheit der Kraftfunktion

Als erstes betrachten wir in welchen Raum F stetig differenzierbare Funktionen abbildet.

Satz 5.1.5. Sei V C R mit d € {2,3} und w € C*(V)¢. Dann ezistiert eine Konstante
c >0, so dass

[(Fu)(, )00 < ¢lu

loos  flir fast alle x € V.

Beweis. Sei € V fest gewéhlt. Dann erhalten wir

|(Fu) (@, oo = esssup |eqs =2 & (E = 2)
pay; |Z — x|

(u(@) — u(z))

&eV |z — x|

< c¢lull1,co-

Die Beschranktheit erhdlt man auch im Eindimensionalen.
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Satz 5.1.6. Sei V C R und sei u € C1(V). Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

1(Fu)(@, oo < cll]lo,0-

Wir fordern nun schwéchere Voraussetzungen an das Verschiebungsfeld u. So sei u z.B.
wesentlich beschrankt oder aus speziellen SOBOLEW-R&aumen. Im néchsten Abschnitt
wollen wir dann die Norm von (Fu)(z,-), * € V in bestimmten LEBESGUE-Réumen
betrachten.

5.1.3 Abschitzungen in LP-Rdumen

Satz 5.1.7. Sei V C R? und das Verschiebungsfeld w € L>°(V)%. Dann liegt die Funktion
(Fu)(x,-) im LEBESGUE-Raum L'+ (V) fiir fast allex € V mit 0 < o < d — 1.

Beweis. Es ist die Beschrinktheit von (Fu)(x,-) in der L'*9-Norm zu zeigen.

0,140,V — (/
y
Cd5 1+0’ 1+o
<(/ ( <, \u(zfz>—u<w>|) dé
Vv |$—w|
1
1+o 1o
Cd,5 ~
< oy | | ( ) a@) < constlulosy.
Vv |m—33|

Dabei wurde bei der ersten Umformung verwendet, dass die Spektralnorm des dyadischen
Produktes gleich |& — a:|2 ist. Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Integrierbarkeit
von 1/ |& — x|?%, fiir ¢ > 0 in der Niihe von « in R?. O

(3 —a) @ (2 — ) (u(@) — ulz))

(Fu)(e, ) i

Satz 5.1.8. Sei V C R? und das Verschiebungsfeld uw € LP(V)%, p € (1,00). Dann ist

die Funktion (Fu)(z,-) € LI(V)? fir fast alle x € V mit ¢ < p und q < pcffd.

Beweis. Wir schitzen (Fu)(x,-) in der L%-Norm ab

Fw o < ([ (52 o) —uio) as)

Auf diesen Term wenden wir die HOLDER-Ungleichung mit % + % =1 an, wobei k = %
und [ = ﬁ. Da p > ¢ gilt, liegen alle HOLDER-Exponenten im Intervall (1,00) und
somit gilt

p—qg

(@ loay = (/V (yjci(;ﬂ);’qq dffc) " (/v lu(2) — u(z)|’ d§3>;

S c HUHO,p,V'

Das zweite Integral ist beschrinkt, da w € LP(V)?. Und das erste Integral ist beschrinkt,

falls % < d, was nach Voraussetzung erfiillt ist. O
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In vielen Abschiitzungen benutzen wir eine Einbettung der SOBOLEW-Riume WP (Q)
in Réume HOLDER-stetiger Funktionen C%*(Q).

Satz 5.1.9. Sei Q C RY ein beschrinktes, glatt berandetes Gebiet. Liegt u im SOBOLEW-
Raum WYP(Q) mitd < p < oo und gilt 0 < A <1 — %, dann ist

u(z) = u(y)]

sup —————— < cllull1p0,
z,yeN ‘.%'— ‘
T#y
d.h.
WhP(Q) — COMNQ).
Beweis. Siehe ADAMS und FOURNIER |1, S. 99 ff.]. O

Satz 5.1.10. Sei V C R? und das Verschiebungsfeld w € WP(V)? mit d < p < oo.
Dann liegt die Funktion (Fu)(x,-) im Lebesque-Raum LI(V)? fiir fast alle & € V, falls

q<p-
Beweis. Laut Voraussetzung ist w € W1P(V)9. Dann existiert nach Satz 5.1.9 eine Ab-
schitzung mit 0 < A <1 — %, so dass

A
ju(z) —u(y)| < clulipyle-y]” ve,yeV.

q 1/q
loav < (| (i lulipy |& — 2|7 ) dé
O,Q,V V ‘d‘: _ m’ 17p7V
A _dg 1/q
<c ; |2 —z[ v d2) |ulipy <clullipy

Letzte Ungleichung gilt, wenn —% > —d und somit ¢ < p ist. Dies ist nach Voraussetzung
erfillt. 0

Somit gilt

[(Fu)(z, )

Bemerkung. Im Fall p = oo kann ¢ frei gewidhlt werden (¢ = oo ist moglich), da w in
diesem Fall Lipschitz-stetig ist (siehe das anschliefende Lemma 5.1.11).

Lemma 5.1.11. Sei V C R? und sei w € WH*(V)9. Dann existiert eine Konstante
c >0, so dass

[(Fu)(z, )|

0,00,V < cllulli,00y  fiir fast alle x € V.

Bewezis.

(Fu)(@, ) o0 = esssup | —22 (3 — x) @ (& — @) (u(@) — u(z))

ey ||T — w!g

< cqgesssup (ME) @)
&€V 2 — |

1,00,V

< clul

In der letzten Ungleichung verwenden wir die Einbettung des SOBOLEW-Raumes Whee(V)
in den Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen C%!(V) (siehe Satz 5.1.9). O
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5.1.4 Abschatzungen in Sobolew-Normen

In den folgenden Sétzen betrachten wir SOBOLEW-Normen von (Fu)(x, -). Zur Berech-
nung der Ableitungen benétigen wir einige Hilfssdtze. Als erstes beweisen wir die LEIB-
Niz-Formel fiir Matrix-wertige Funktionen.

Lemma 5.1.12. Sei o ein Multiindex und die Funktionen u : R* — R% und A : R —
R seien |a|-mal stetig differenzierbar. Dann gilt die LEIBN1Z-Formel auch fir diese
Matriz-wertigen Funktionen

o (A(z)u(z)) = > (“) 0% A(z) 9 Pu(x).
B<a /6
Beweis. Wir schreiben die Formel elementweise und wenden die LEIBNIz-Formel auf jedes

Element an. Mit (A(:U))U = ai;j(x) und (u(av))Z = u;(z) gilt

(aa (A(x)u(x))) = ((A(m)u(x))i)

1

d d
= 0" (Z agj()u; (x)) = Z o” (az’j(ai)uj (x))
Jj=1 7j=1
d
p»3 (a> 0 ay() 0 V() = 3 <a) > 0%ai;(x) 0 Puy(a)
Jj=1p<a B BLa p j=1
_ Z (04) ((6514(17)80475“(95))9 = <Z <g> 3ﬁA(x)8a7BU(:1:))i.
B<
Versteht man die obige Formel nun elementweise, so ist die Aussage gezeigt. ]

Die Kraftfunktion f der Peridynamik enthélt beim linearisierten Bondstretch-Modell
insbesondere den Faktor ﬁ Im nichsten Lemma geben wir eine Darstellung der

partiellen Ableitungen dieser Komponente im Zweidimensionalen fiir & = (0,0)” an.

Lemma 5.1.13. Die partiellen Ableitungen der Funktion x = (x,y) — ﬁ, R2 \
{(0,0)} — R sind gegeben durch

k—i,,

" 1 zh=iy
oxk ((:1:2 + y2)3/2) N ;ai’kW’

(5.1.1)

wobei die Werte a1, bestimmt werden durch die Rekursionsformel
QG k+1 = Oéi_27k(k + 2 — Z) - Oéz"k(k? + 3 + Z)

und den Anfangsbedingungen

Q0 = 1 € 7.

0 firi#0
1 firi=0"
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Fiir die Ableitungen in y-Richtung gilt

aE —i,,0
Y () = e 512

mit der zugehdrigen Rekursionsformel

Bier1 = Bi—1,0(i — 20 —4) + Biy10(i + 1)

und Anfangsbedingung

0 iri 0
Bio = ﬁf”.# , 1EL
1 firi=20

Fiir die gemischten Ableitung sowohl nach x als auch nach y mit n = k + £ erhalten wir

n—i, i

Y

aTL
8xk8y£ ((:L‘Q —|—y 3/2) Z%ké )7’L+3/2’ (513)

wobei die Koeffizienten die Rekursionsformel

Vi1, = Yi—2ke(n +2 =) = Yige(n+3+1)

und

Video+1 = Vie1he(t — 20— 4) + Yig1 (i + 1)

mit der Anfangsbedingung

0 firi#0 . .
0.0 = , 1 € Z erfiillen.
700 {1 fiiri =0 *

Beweis. Den Beweis fiir die Ableitungen nach z filhren wir per Induktion iiber k. Aus
Symmetriegriinden erhalten wir damit auch die Ableitungen nach y. Fiir die gemischten
Ableitungen greifen wir dann auf diese Ergebnisse zuriick und fithren die Induktion iiber

k oder /.

Induktionsanfang: Fiir k = 0 ist die Behauptung richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage sei fiir ein beliebiges k € N richtig.
Induktionsschritt: Wir benutzen die Induktionsvoraussetzung und zeigen, dass die Aus-
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sage auch fir k + 1 gilt

ok+1 1 v 0 h—ig i
8xk+1((x2+y2)3/2) - (%:(g W)

_ (xg - y 2k+3 [(Z o k: i 7, Zh—i— 1y1> (1132 + y2)k+3/2
k . .
_ (Z az‘,k(2k + 3)xk1y1> x(x2 + y2)k+1/2]

=0
k k
_ k: i+1 1 k—i—1_ i+2
D) k+1)+3/2 [Za”‘? +ZO‘“€ — i)z Yy
% =0
k
— Zai,k(2k+3)$k_l+lyl] ]
i=0

Damit haben wir schon den gewiinschten Nenner und erhalten weiter fiir den Z&hler

k k+2
=Y gk 43+ 0)F Y 4 i (k + 2 — i)zt
=0 =2
k k+1
:_Zai,k(k'f‘?""i) k—i+1 Z+Za2 ok kj+2—2) k— z+1yz
=0 =2
k41
= (aicon(k+2 =) — aip(k+3+1))a" 1y
=0
k1
= Zai,k+1$k+l_iyi~
=0

Dabei wurde in der vorletzten Gleichung benutzt, dass a_1 ; = a_2 ) = g1, = 0 gilt.
Fiir die Ableitungen nach y erhalten wir aus Symmetriegriinden

¢ iy

ot 1 ’y
ayt <(x2+y2)3/2> :Zo‘ivf(x2 £+3/2 Z Q- M y2)l+s/2

i=0
Damit gilt fiir diese Koeffizienten

Bies1 = uy1—ipr1 = g1t — 20 —4) +apj1(1 + 1)
= Bi—1,0(i — 20— 4) + Biy1,0(i + 1).

Fiir die gemischten Ableitungen nach x und y sei als erstes £ fest.
Induktionsanfang: Sei k = 0. Nach Gleichung (5.1.2) gilt die Formel fiir beliebige /.
Induktionsvoraussetzung: Die Formel gelte fiir beliebige k und /.
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Induktionsschritt: Wir zeigen die Giiltigkeit der Formel fir k + 1
8n+1 1 IV a i iyi
Oxk 1oyt \ (22 + 42)3/2 Vik l y2)n+3/2
_ (xZ — y 2n+3 [(Z Vi, kl n— 7, P 1yz> (332 + y2)n+3/2

- (Z Vi (20 + 3)$n_iyi> z(z® + 3/2)n+1/2]

=0

1

— _ n—i+1 z o n—i—1, i+2
(a2 4 y2)(ntD)+3/2 [;%” n—i)z "‘;%M n—i)x Yy

n
_ Z’Y@',k,l(zn‘i‘ 3)xni+1yi] )

1=0

Damit ist der Nenner richtig und wir betrachten nur noch den Zahler fiir den wir

n n+2
=D viken 3+ D)"Y 1Y i a(n 42— i)"Y
=0 =2
n+1
= Z (’Yifz,k,l(n +2—19) —vigi(n+3+ z'))at"*”rlyZ
i=0
n+1

= Yigsra" Y
i=0

erhalten. Wir benutzen in der vorletzten Gleichung, dass v_2r; = V141 = Ynt+1,k1 = 0
gilt. Fiihrt man die Induktion auch noch iiber £ durch, so erhélt man die zweite Rekursi-
onsformel. Analog zu dem Vorgehen bei den Ableitungen nach y kénnen wir auch wieder
iiber die Symmetrie argumentieren. O

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen von @ +— W kénnen wir eine Abschitzung fiir

die Ableitungen des Steifigkeitstensors C' geben.

Lemma 5.1.14. Sei & € B;(0) und o ein Multiindex. Dann erhalten wir die folgende
Abschitzung
TR c
< .
< |$’3 >‘ — ‘33||a|+1

Beweis. Wir beschranken uns im Beweis auf den zweidimensionalen Fall. Fiir héhere
Dimensionen ist das Vorgehen analog. Der Ableitungsoperator wirkt elementweise auf die
Matrix aus dem dyadischen Produkt. Wir wenden die Produktregel aus Lemma 5.1.12
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sowie die Darstellung der Ableitung aus Lemma 5.1.13 an

# ()| = 2 () e el (G gmm)

BLa
la—2| lo—B|—i, i
- >\ |58 ‘ . il Y
<a =
N ot om| S22l al
< Z (ﬂ) ’8 ($®$)‘ Z Vi k1| W
BLa i=0
I, PYC
Sﬁz: [P Pas).
<a

Es bleibt noch die elementweise Ableitung des dyadischen Produkts

2 xy

rTRxT =
zy y?

zu berechnen. Fiir |3 > 3 sind die Ableitungen samtlich Null. Sei |3| < 2. Wir berechnen
fiir alle moglichen 3 die Ableitungen des dyadischen Produkts und die Zeilensummennorm
der Matrix.

2
X X
(i) Fiir 8= (0,0)7 ist Y < 2|z
ry Y
o0
o o r.o 2Ty
(ii) Fir 8= (1,0)" ist =2z|+ |y| < 3|x|.
y 0
o
0 =z
(iii) Fiir 3 = (0,1)7 ist = |z|+ 2|y <3|z
T 2y
[e.e]
0 1
(iv) Fiir 8= (1,1)7 ist =1.
10
oo
" 120
v ur O = 18 = 2.
(v) Fiir 8= (2,0)7 ist 2
00
oo
00
(vi) Fiir 8= (0,2)7 ist =2.
0 2
oo
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Mit | — Bl +3 — (2 —|5|) = |a] + 1 folgt die Behauptung. O

Mit diesen Aussagen kénnen wir nun eine erste Abschétzung in einer SOBOLEW-Norm
geben.

Satz 5.1.15. Sei V € R? und das Verschzebungsfeld u e Whr(V)d mitd < p < oo Dann
liegt die Funktion (Fu)(z,-) € WY9(V)? fiir fast alle € V mit ¢ < p und q < p+d

Beweis. Sei x € V fest gewithlt. Wir betrachten die W14-Norm von (Fu)(zx, -)

I(Fu) (@, gy = | I(Fu)@, )G+ > 10*(Fu)(@, ),

laf=1

Nach Satz 5.1.8 ist (Fu)(z,-) € L1(V)? und somit ||(Fu)(z,-)||o,4y endlich. Betrachte
die ersten Ableitungen. In der ersten Ungleichung verwenden wir Lemma 5.1.12 und
5.1.14

10 (Fu)(, )lIE :/v

7[5 a0 6 i) - uio)

& al°
<[ (Mm(ﬁ:)—u(mm S 0ru(@)]) 4z
<(/ (M\ u(@) - u(a)]) a2
Tlaerene)

Auf das zweite Integral wenden wir die HOLDER-Ungleichung wie in Satz 5.1.8 an. Fiir
das erste Integral gilt nach Satz 5.1.9

d
lu(z) —u(y)| <cllulipy|e—y|' "7, fir fast alle 2,y € V.

Somit erhalten wir

10°(Fu) (@, e ooy < Nl [ / (M o-a ) a2
+</v(\:r:c—2w> ) (/ ueras)’ ]

(p+d)

% < d beschrinkt und das zweite Integral fiir ppfq < d.

q
Beides ist nach Voraussetzung erfiillt. Weiter ist w € W1P(V)? und somit auch das letzte

Integral beschrankt. O

Das erste Integral ist fiir



58 KAPITEL 5. FEHLERABSCHATZUNG IN DER PERIDYNAMIK

In Abschnitt 3.3 benétigen wir zur Bestimmung des Quadraturfehlers eine Abschétzung
der zu integrierenden Funktion in der k-p-Halbnorm. Im néchsten Satz zeigen wir eine
solche Abschétzung fiir die Kraftfunktion der Peridynamik.

Satz 5.1.16. Sei x € V C RY, Q = Bjs(x) und fir 0 < ¢ < min(d,1) sei Q. =
Bs(x) \ B.(x). Weiter sei uw € W*4(Q)? fiir alle ® € V mit k > 1 (insbesondere gilt
we Wh(Q)), kp >d, d < q < oo undp < q. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir fast
alle x € V gilt

(Fu)(@, )| o, < ce?P" V1 u

k,q,Q2

Bemerkung. Fiir ¢ — 0 geht . gegen ) und die rechte Seite der Ungleichung ist unbe-
schrénkt. Dies ist einsichtig, da (Fu)(x, -) unstetig ist auf Bs(x) (ndmlich im Punkt ).
Weiterhin gilt die folgende Einbettungsaussage:

WhP(Q) — C(Q) fiir kp > d.

Wire (Fu)(z,-) beschrinkt in || - ||, auf © mit kp > d, so miisste es auf ganz 1 stetig
sein.

Beweis. Nach Definition ist die k-p-Halbnorm

(FoE e = (X [ 6 o (@) az " se,

laf=k

Betrachten wir als erstes die euklidische Norm der partiellen Ableitungen von (Fu)(x,-).
Sei dazu x € V fest gewdhlt. Dann gilt

A

(2 —x)® (& —x)

10°(Fu)(x, )| = |9° [cd,a P (u(@) - u(w))”
-z (5) 9°[eas ™ "‘:f@;ﬁ =0 (u(@) - ute)|.

Dabei haben wir die Produktregel in Form von Lemma 5.1.12 benutzt. Im Folgenden
Schritt wenden wir Lemma 5.1.14 an und erhalten

a ¢
Z <ﬁ> |& — zc||5‘Jrl

0" (u(@) - u())

BLa
~ o @) @)l + 3 (§) o [ @) - wto)|
< mllu 1,40+ % <g> |:T00332||6+1 P (u(a?;) — u(m))‘
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Dabei haben wir in der letzten Ungleichung die Einbettung aus Lemma 5.1.9 benutzt.
Betrachten wir jetzt das Integral iiber die p-te Potenz von 0%(Fu)(x, ) und wenden die
diskrete HOLDER-Ungleichung an. Wir erhalten

le NP 44 €1 2 p
o Eueara s [ o ad il o
p
+> (O“)p/ 2 o*Puz)| | dz.
= \8) Ja & — 2

Ziel ist es, die Integrale gegen eine Potenz von € abzuschéatzen. Dazu berechnen wir das
erste Integral und wenden auf das zweite die HOLDER-Ungleichung an. Integrieren wir
zunéachst, erhalten wir

)
Cc1 “ 1 —pk— pk—
/ e dxﬁcl/ pd—1-pk pd/qdrﬁcled pk—pd/q
|& — x|PPTPY e

Bs(x)\B: ()

Die Ungleichungen gelten wegen d — pk — pd/q < 0 und 0 < ¢ < min(d, 1). Wenden wir
nun die HOLDER-Ungleichung mit den zueinander konjugierten Exponenten v und ~*,
d.h. 1/y+1/4* =1, an. Wir wéhlen v* = ¢/p und erhalten somit fiir v = ¢/(¢—p). Nach
Voraussetzung ist p < ¢ und somit liegen die HOLDER-Exponenten im Intervall [1, co].
Es ergibt sich

C2
/Qs % — m|p(|5|+1) 0

(&) a-p N !
/g;s |£ - m|p(‘ﬂ|+l) dw </s

Nach Integration erhalten wir

9

(&) N —1—-Pg 1 __Pq

/ P9 (|3]+1) dz < 02/ Td qu(‘ﬁH_ )d7“ < c2 Ed q*pk-
Q. |& — x|a-r e

Dabei schitzen wir e~ (#+1) durch e ab und nutzen 0 < & < min(é, 1). Die Konstante
co héngt von § ab. Wir erhalten

/ 0% (Fu) (@, )P dd

€
a—p

d—Pd _pk Z a\? C2 q
S Cl € a P ”uH]iq,Q + (/B) < pg k‘d> <L
ga-r €

B<a

d—22_pk
<ece" 0P <H“HZ1)qQ + HquqQ) )

9 Pu(z)

P
q q
dai:)

Nach Aufsummieren und Wurzelziehen erhalten wir

d_d_p
[(Fu) (@, )y po. < cev 0 7 ullkgn-
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Wir formulieren ein Korollar, das die optimale (der Exponent von ¢ sollte moglichst klein
sein) Abschitzung angibt.

Korollar 5.1.17. Sei x € V C R? und Q = Bs(x) und fir 0 < ¢ < min(6,1) sei
Q. == Bs(x) \ B.(x). Weiter sei u € W°(Q), kp > d. Dann gilt fiir alle x €V

d_p
[(Fu)(@, )|y pq, < cer

Die Forderungen der wesentlichen Beschrénktheit aller schwachen Ableitungen von w
ist sehr stark. Bevor wir eine weitere Abschéatzung vorstellen, bei der diese Forderung
abgeschwacht wird, bendtigen wir ein weiteres Einbettungsresultat.

Satz 5.1.18 (SOBOLEW-Einbettungen). Sei Q C R? ein beschrinktes, glatt berandetes
Gebiet und seien k > 1, 1 > 0 ganze Zahlen, wobei k > 1 gelte. Weiter sei 1 < p < o0.
Dann gilt im Fall (k —1)p > d

WEP(Q) — WH(Q)  firp<q<oo
und im Fall (k—1)p <d

dp

kp(Q) La(Q irp<qg< —r7—.
WHP(Q) — WH(Q) fw“p_q_d_(k_l)p

Beweis. Fiir einen Beweis sieche ADAMS und FOURNIER [1]. O

Satz 5.1.19. Sei x € V C RY, Q := Bs(x) und fir 0 < ¢ < min(5,1) sei
Bs(x) \ B:(x). Weiter sei u € Wh(Q)4 mit | > k > 1 und p < % im Fall
q(l — k) < d und p < oo beliebig im Fall (Il — k) > d. Dann gilt fir fast alle © € V und
kp>d

(Fu)(@, )|y g, < ce™@Phd/at=Ld/p=k)|y ||, .

Beweis. Sei x € V fest gewédhlt. Wir argumentieren wie in Satz 5.1.16 und erhalten

0 (Fu)(, ) = | Y (g) o [cd,a & ,? ¢ f; - w>] = (u(@) — u(a))|.

f<a -

Im néchsten Schritt wenden wir wieder Lemma 5.1.14 an, betrachten aber alle Summan-
den zusammen. Daraus ergibt sich

0°(Fu) (@, )l < D < ) 9[,||ﬁ|+7

B<a

08 (u(z) — u(a:))’ .

Auf

o P 70
freearaes 2 (G) [ o

B<a

9 P (u(@) — u(x))| d&

‘ p
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wollen wir fiir jeden Summanden geschickt die HOLDER-Ungleichung anwenden. Dazu
bestimmen wir den groften Lebesgue-Exponenten r(3) in Abhéngigkeit von den festen
Grofen I, q, a, d und der variablen Grofe 3, so dass gilt

Wl’q(Qe)d N W|a7ﬁ\,r(Qa)d.

Betrachten wir zuerst den Fall ¢l < d. Damit ist auch ¢(I — | — (]) < d und wir erhalten
das maximale 7 mit

_ dgq
MO = T )

Somit bestimmen sich die zueinander konjugierten HOLDER-Exponenten zu

(@) dq
Ty Thd—al—Ja—py "™
« v dq

TS T dg—pld—gU—Ja—3))

Aufgrund der Forderung p < ﬂ liegt der HOLDER-Exponent « im Intervall [1, oo]

fiir alle 8. Wenden wir nun die HOLDER-Ungleichung an und integrieren mit Polarkoor-
dinaten so ergibt sich

JRCRENCRIRE
Qe

c 1y 5 1/
T a—0(3 A\ R
_ﬂ§< < ) (/ﬂ ‘j_w‘p(lﬂlﬂ)y* d:z:) </Q 9P (u(®) — u(x)) da:)
o € B
a . .
<c) (ﬁ) g/ P(I6\+1)||u”léﬂ)/7
B<a

< ng—pd/q+p(l—1)—p\a|”uuzq’

wobei wir in der letzten Ungleichung die Unabhéngigkeit der Exponenten von (3 aus-
genutzt haben. Summieren wir nun iiber alle || = k und ziehen die p-te Wurzel so
folgt

|(Fu)(@, )]0, < ce?P I |y
Betrachten wir nun noch den Fall ¢(I — 1) > d. Aufgrund der SOBOLEWschen Einbet-
tungssétze erhalten wir

Wl’q(QE)d M Wl,oo(Qe)d AN CO,l(ﬁe)d‘

Wie zuvor schétzen wir |0%(Fu)(x, )| ab, betrachten aber |G| = k gesondert. Wir erhal-
ten

,q,92

|0%(Fu)(z, )| < |€f3§3|k+1 |(u(®)—u(x))| + 52: <g> |§3—wc||ﬁ|+l )aa—ﬂ(u(;ﬁ)—u(w))‘

< |§: z] B<a< > m|l5\+1

08 (u(z) — u(m))‘ .
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Dabei haben wir in der letzten Ungleichung die Einbettung aus Lemma 5.1.9 benutzt.
Betrachten wir jetzt das Integral iiber die p-te Potenz von 0%(Fu)(x, -) und wenden die
diskrete HOLDER-Ungleichung an. Wir erhalten

Cc

| e aras < [ S dalulf
Q. 2 & -2l

) (g)p/g (Imacsl'ﬁ“ ‘aa—ﬂu@)

B<a

P
) i,

wobei wir 0% 8 (u(z) — u(x)) = 90* Pu () fiir f < o ausnutzen. Ziel ist es, die Integrale
gegen eine Potenz von € abzuschétzen. Dazu berechnen wir das erste Integral und wenden
auf das zweite die HOLDER-Ungleichung an. Integrieren wir zuerst, so erhalten wir

1)
c X 1 _
/ AdeL’SC/ lepdegcﬁd pk.
|& — xf? €

Bs(x)\Be ()

Die ersten partiellen Ableitungen von w sind wesentlich beschrankt. Wir kénnen die
Abschétzung mit der HOLDER-Ungleichung wie zuvor fithren. Insgesamt erhalten wir

/ |0%(Fu) (@, )P A& < c(e? Pk 4 TP pA/atpU=)y g P |

£

Aufgrund der Annahme (I —1)g > d dominiert der erste e-Term. Aufsummieren iiber alle
|a| = k und Ziehen der p-ten Wurzel liefert

d/p—k
(Fu)(@, )y pa. < cePHlullig.

Wir haben die Félle g/ < d und ¢(I — 1) > d betrachtet. In den Féllen wo ¢l > d,
aber ¢(I — 1) < d ist, konnen wir argumentieren wie im ersten Teil des Beweises. Die
Einbettungen behalten ihre Giiltigkeit. Alternativ kénnen wir &hnlich wie im zweiten
Teil des Beweises in einen Raum HOLDER-stetiger Funktionen C%*(Q.)? mit A < 1
einbetten und abschétzen.

O]
Auch fiir diesen Satz geben wir ein Korollar an, dass die optimalen Bedingungen wider-
spiegelt.

Korollar 5.1.20. Seien V, Q, Q. wie in Satz 5.1.19 definiert und sei w € WH1(Q)4 mit
q(l = 1) > d. Sei weiter 1 > k > 1 und kp > d, wobei p < % im Fall q(l — k) < d
und p < oo beliebig im Fall (Il — k) > d. Dann gilt fir fast alle x € V

(Fu) (@, ). < cePFluligo-

Bemerkung. Die Bedingung q(I — 1) > d sichert die Lipschitz-Stetigkeit von w.

Mit Hilfe der Abschétzungen aus Korollar 5.1.17 und 5.1.20 werden wir im néchsten
Abschnitt den Quadraturfehler in der Peridynamik bestimmen.
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5.2 Fehlerabschatzung im Falle einer Singularitat

Im Abschnitt 5.1 haben wir die Funktion (Fu)(x,-) in unterschiedlichen Normen abge-
schétzt. Entscheidend dabei war die Abschitzung in der k-p-Halbnorm, mit der wir das
Wachstumsverhalten der schwachen Ableitungen angeben. Diese Aussagen wenden wir
zusammen mit den Abschitzungen aus Kapitel 3.3 an, um eine Abschétzung des Qua-
draturfehlers in der Peridynamik zu erhalten. Wir beschrinken uns auf den Fall = 0
mit dem zu betrachtenden Integrationsgebiet @ = Bs(0). Im folgenden stellen wir eine
Fehlerabschétzung im Falle einer Singularitét bei gegebenem Wachstumsverhalten und
einer quasi-uniformen Folge von Zerlegungen des Gebietes {2 vor.

Dazu definieren wir als erstes die Eigenschaften reguldr und quasi-uniform einer Folge
von Zerlegungen. Wir verweisen auf Definition 3.3.3 fiir die Begriffe p(7') und diam(7T).

Definition 5.2.1 (regulédr). Eine Folge F von Zerlegungen Zj heilt reguldr, falls eine
nur von der Folge F abhéngige Konstante 51 > 0 existiert, so dass fiir alle Zerlegungen
Zp und alle Elemente T' € Z, gilt

diam(T") < 5y p(T).
Das Verhaltnis diam(7")/p(T") beschreibt wie entartet ein Element 7 ist.

Definition 5.2.2 (quasi-uniform). Eine Folge F von Zerlegungen Z, heifst quasi-uniform,
wenn sie regulér ist und eine nur von der Folge F abhéngige Konstante §2 > 0 existiert,
so dass

Rmax = Inax diam(7T") < o diam(7) VZ,, VT € Z,.

€Ty,

Damit gilt fiir eine quasi-uniforme Folge von Zerlegungen die Abschétzung
hmax < 52 dlam(T) < /82 Bl P(T) VZh, VT e Zh

und somit Amax < B1 52 Pmin Mit pmin = mingez, p(T). Diese Ungleichung werden wir
in der Form 1/ppmin < 51 52/hmax héufiger verwenden.

Satz 5.2.3. Sei ¢ = ¢(x) eine integrierbare Funktion mit beschrinkten Ableitungen bis
zur Ordnung n — 1. An der Stelle © = 0 besitze ¢ unbeschrinkte n-te Ableitungen, so
dass gilt

> 0%(x)| < clax| 7, (5.2.1)

|a)=n

mit einer Konstanten ¢, die von ¢ abhdngt und einem 3 > 0, 8 # d. Betrachten wir eine
Quadraturformel, die exakt ist auf Q = Bs(0) fiir Polynome vom Grad n —1, dann kann
der Quadraturfehler beschrinkt werden durch

|Eq[6]] < |Ery[@]| + ¢ hmin(dtn=Fn), (5.2.2)

max

mit einem Flement Ty, das die Null enthdlt. Im Fall 8 = d ergibt sich

[Eald]] < [E [] + ¢ hipax 108(1/ hmax)-
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Abbildung 5.2.1: Der Kreisring 75

Beispiel 5.2.4. Betrachten wir Beispiel 5.1.4. Die erste Ableitung ist hier schon unbe-
schrankt. Es ldsst sich fiir diese eine Abschédtzung mit § = 1 angeben. A

Beweis von Satz 5.2.8. Auf dem Element Ty mit 0 € Ty konnen wir eine Quadratur
anwenden, die exakt ist fiir Polynome vom Grad n — 2. Somit erhalten wir eine Fehler-
abschétzung der Gestalt

| By [¢]] < c|To| (diam Tp)"~" 4]

n—1,00,Tp *

Gilt n = 1 wie in unserem Beispiel, so konnen wir das Element Ty in der Integration
ignorieren und machen somit einen Fehler von

|E1,[0]] < c|Tol [|¢]]o,00,70-

Wir betrachten Ringe 7; von Elementen T um den Ursprung mit 1 < j <9 /Pmin (siehe
Abb. 5.2.1). Die Einteilung der Ringe erfolgt iiber die Maximumnorm:

JPmin < |w‘oo < (j+1)pmin mETgE']}.

Hierbei sei ppi, = ming, p(Ty). Die Vereinigung von T und allen Ringen 7; enthélt
alle Elemente der Zerlegung. Die Anzahl der Elemente m; pro Schicht lésst sich (im
dquidistanten Fall) mit

mj =8j <cj fird=2,
mjgch fiir d = 3,

oder allgemein mit m; < ¢ §9=1 abschéitzen. Lassen wir Ty fiir einen Moment aufier
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Betracht, so kénnen wir den Gesamtfehler durch Aufsummieren tiber die einzelnen Ele-
mente 7; und alle Ringe 7; darstellen. Wir benutzen die Fehlerabschétzung (3.3.5) fiir
ein einzelnes Element aus Satz 3.3.7 und fordern g # d:

é/pmln mj (S/hmlx
‘EQ\TO Z Z\Tll diam T;)" sup Edm P <e Z jd 1hfn’;;‘ pmm)_ﬁ
Jj=1 I=1
§/hmax
Y

Dabei enthélt ¢ die Konstante aus der Abschéitzung fiir die n-te Ableitung. Bei der zweiten
und dritten Ungleichung haben wir die Quasi-Uniformitét der Zerlegung benutzt. Im Fall
8 = d ist die letzte Ungleichung anzupassen. O

Wir wenden jetzt Satz 5.2.3 auf die Kraftfunktion der Peridynamik an. Dazu sei ¢(&) =

(Fu)(0, ).

Satz 5.2.5. Sei das Verschiebungsfeld uw € W™ (Q)% und wir betrachten eine Quadra-
turformel, die exakt ist fiir Polynome vom Gradn—1. Dann ldsst sich der Quadraturfehler
auf Q = Bs(0) abschdtzen durch

|Bao]] < e hisd™ P lwlln,cos

max

mm Fall n # d und durch

|Ealo]] < Chmax IOg(l/hmaX)Han,om
mm Fall n = d.

Beweis. Aus Korollar 5.1.17 erhalten wir unter der Voraussetzung u € W™ (Q) die
Abschétzung

‘¢|n,oo,Q\TO < sup ¢ |2 [[ullnco0-
2eQ\Ty

Auf dem Element T schatzen wir den Fehler durch

‘ETO[ ” < Ch‘ ax”(bHOOO < Chd ax”quOO

nach Lemma 5.1.11 ab. In dem Fall der Peridynamik ist 8 = n und nach Satz 5.2.3 erhal-

ten wir eine Fehlerordnung von O(hﬁi;;(”’d)) im Fall n # d und von O(h% . 1og(1/hmax))
im Fall n = d. Falls n > d gilt, erhalten wir eine Fehlerabschiatzung der Ordnung
O(hfhax)- O

Wir schwéchen jetzt die Voraussetzung an das Verschiebungsfeld ab und geben eine
weitere Fehlerabschatzung.
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Satz 5.2.6. Sei das Verschiebungsfeld u € WH4(Q)® mit q(I —1) > d und I > n > 1 und
seten die Voraussetzungen an p aus Korollar 5.1.20 gegeben. Weiter betrachten wnr eine
Quadraturformel, die exakt ist fiir Polynome vom Grad n—1, und es gelte np > d. Dann
lasst sich der Quadraturfehler auf Q = Bs(0) abschdtzen durch

|Ealg]] <

max

firn # d+d/p und durch

|Ealg]] < ¢hfax 10g(1/ hmax) [ ullig
firn =d+d/p.

Beweis. Fiir das Element T} ergibt sich dieselbe Abschitzung wie im Satz zuvor, da die
Einbettung Wh4(Q)4 < W1 (Q)? besteht. Statt der Fehlerabschitzung (3.3.5) aus Satz
3.3.7 konnen wir auch Abschétzung (3.3.4) aus Satz 3.3.6 nutzen. Nach dem Aufsum-
mieren iiber alle Elemente der Zerlegung erhalten wir ebenso eine Abschétzung fiir den
Quadraturfehler auf Bs(0). Wir benutzen Korollar 5.1.20 zur Abschétzung von ||, ,
Schon unter den gegebenen Voraussetzungen an das Verschiebungsfeld u erhalten wir
dann unter gewissen Einschrénkungen an p:

d/p—n

‘¢|n,p,Q\To < sup c “%| Hu”l,fl»ﬂ'
zeN

To

Unter Zuhilfenahme dieser Abschidtzung bestimmen wir nun den Quadraturfehler. Der
Ubersicht halber verzichten wir in den Abschiitzungen auf ||ul|; 40

8/pmin M 8/pmin M
Z Z|T|1 VP (diam T;)" )" @l p1, < Z Z|Tg|1 VP (diam )" sup %
j=1 (=1 R sty |&[" /7
6/pmin ™M d/prmin
<e 0 STV (diam T)" (jpmin) P < chihay Y G
=1 =1 =
6/hmax

< Chﬁwx Z Jd/p n+d—1 < chlcqllax(5/hmax)max(d/p+d—n,0) < Chﬁg)l((n_d/p’d).

Fiir den Fall n = d + d/p ist die vorletzte Ungleichung anzupassen. O

Ist n > d + d/p, so erhalten wir eine Fehlerordnung von O(h%, ) fiir ein p, einge-
schréankt durch die Bedingungen von Korollar 5.1.20. Um unter der Voraussetzung n > d
stets die Fehlerordnung O(hd,.) fiir beliebiges p zu erhalten benutzen wir sogenannte
interpolatorische Ungleichungen (siche Lemma 5.2.8).

Satz 5.2.7. Sei u € W°(Q)? und wir betrachten eine Quadraturformel, die exakt ist
fiir Polynome vom Grad m — 1. Dann ldsst sich der Quadraturfehler auf @ = Bs(0)
abschdtzen durch

|Balé]l < ¢ hiallllnoo
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im Falln > d und
|Ealo]] < Chmax IOg(l/hmaX)Han,oo
mm Fall n = d.

Beweis. Fiir das Element Ty ist vorzugehen wie in den beiden Sétzen zuvor. Wir nutzen
Abschétzung (3.3.4) aus Satz 3.3.6 und summieren iiber alle Kreisringe und alle Elemente
aus den einzelnen Kreisringen. Zur Abschéitzung von |¢| n,p Wit np > d nutzen wir Lemma
5.2.8. Betrachten wir den Fall n > d:

a/pmin mj 6/Pm1n mgj 1 1/ 1/
1-1 . 1-1
Yo T (diam T) 6l o, < Pivax D 2 Tel TP 16l ot 101
j=1 =1 j=1 ¢=1
1 p=1
5/pmin m;j P 6/pmin mj P
< Pax Z Z’Qﬁ‘n,l,Tg Z Z‘TA ‘¢|n,oo,Tg
j=1 =1 j=1 =1
p—1
1 6/prnm m; p
< chpax Ol | Do D Hihax sup
j=1 ¢=1 xcTy ‘x|
p—1
1 0/pmin M p
< ¢hipax |¢|5,1,Q Z thax (JPpmin) ™
j=1 /(=1
p—1
1 6/p1111n p 1 p—1
< hipas |6l 1.0 Z SR | < e 017 10 ((6/ o) O

<ty (hiz) " (mmon-apdn) T < onn,, (ntz) " (ntz) T

—ch™ hi" = cpd

max’ "max max*

Fiir n = d ist die dritt- und zweitletzte Zeile entsprechend anzupassen. O

Lemma 5.2.8. Sei Q ein Gebiet und fir eine Funktion u € L"(Q2) und ein n € N\ {0}
existieren die n-ten verallgemeinerten Ableitungen 0%u € L"(£2), wobei v ein Multiindex
mit |o| = n sei. Dann gilt mit 5 + % =L und s € [0,1] die Ungleichung

r
|u|nrﬂ = ’u|an |u‘n ,q,82

Beweis. Der Beweis beruht auf der Aufteilung [8%u| = |0%u|"™ [0°u|" "~ und der An-
wendung der HOLDER-Ungleichung. Es ist

1/r
_ (Z / 0% 90 dx) .

lal=
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Nach Anwenden der HOLDER-Ungleichung zuerst auf das Integral und dann auf die
Summe erhalten wir

rs/p r(1-s)/q 1
Z </ ]8"u|pdaz> (/ |8u|qu>
om0 Q
rs/p r(1-s)/q\ /7
< (Z/]@O‘u]pdx> (Z/]@O‘u]qu)
oo/ Q

laf=n

/r

1—
- |u|fz,p,Q ‘u|n,q?Q :

O

Zum Abschluss geben wir eine Fehlerabschitzung der Ordnung O(h%,.) unter den

max
geringsten Voraussetzungen an das Verschiebungsfeld w ohne die Betrachtung der Kreis-
ringe.

Satz 5.2.9. Sei u € Whi(Q)¢ mit q(I — 1) > d und I > d. Weiter betrachten wir
eine Quadraturformel, die exakt ist fiir Polynome vom Grad | — 1. Dann ldsst sich der
Quadraturfehler auf Q@ = Bs(0) abschdtzen durch

|Ealg]| < chialulligo-

Beweis. Nach Korollar 5.1.20 gilt die Abschétzung

~d—1
‘¢|l,1,Q\TO <c sup [2]77 |l
:ﬁGQ\To

Nach Satz 3.3.8 gilt dann fiir den Quadraturfehler

|Eq\1,[0]] < e oy |0

1,1,0\Tp <c h;inaxHqu#]'

Der Fehler auf Tg lasst sich wie zuvor beschrianken. ]

Bemerkung. Im Fall £ = d betrachtet man |¢|,,, . mit &1 > 0 und erhélt eine Fehler-

deq
14e1°

ordnung von O(hd,2) mit 9 =

Bei geringeren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an das Verschiebungsfeld verringert
sich auch die Fehlerordnung.

Satz 5.2.10. Sei u € Wh4(Q)¢ mit lq > d. Fiir festes | sei p minimal gewdhlt, so dass
Ip > d gilt. Wir betrachten eine Quadraturformel, die exakt ist fir Polynome vom Grad
I —1. Dann ezistiert eine Abschitzung fiir den Quadraturfehler auf Q = Bs(0) der Form

min(%—i—f—l—l

|Ea[¢]] < chmax” *

d
|

l7q19'
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Bemerkung. Die Voraussetzung an das Verschiebungsfeld v kann nicht abgeschwicht wer-
den. Zur Berechnung der Quadraturformel ist w4 an den Stiitzstellen auszuwerten. Ohne
die Einbettung in die stetigen Funktionen wére eine Abdnderung der Funktionswerte an
den Stiitzstellen moglich, ohne den Integralwert zu verdndern. Damit ist eine Konvergenz
der Quadraturformel nicht gegeben.

Beweis von Satz 5.2.10. Nach Satz 5.1.19 gilt die Abschétzung

~ min(¢—24-1,2_
LpO\T, = C Sup |$‘mm(” @ e )H'“*Hl,q'

2e\Ty

|9

Fir den Quadraturfehler gilt dann nach Satz 3.3.8

. min(4 -4 41-1,9)
‘EQ\TO [(bH < Chmax “Ml,p,Q\To < ¢hmax Hqu,Q'

Auch auf dem Element Tj ergibt sich dieselbe Fehlerordnung mit der Einbettung
Wl,q(Q)d s Wl,r(Q)d s CO’/\(Q)d,
wenn das optimale  und A gewéahlt wird. O

Der Quadraturfehler in der Peridynamik héngt folglich von der Dimension ab. Dies
ergibt sich unter anderem aus der Problematik auf dem Element Tj. Der Integrand ist
hier unstetig. In unseren Betrachtungen in diesem Abschnitt haben wir gefordert, dass
die Quadraturformeln exakt sind fiir Polynome gewissen Grades auf Bs(0). Tatséchlich
werden wir aber summierte Quadraturformeln, basierend auf z.B. Dreieck- oder Rechteck-
elementen im Zweidimensionalen, nutzen. Die Formeln erfiillen die Exaktheitsforderung
nicht. Wir betrachten daher im n&chsten Abschnitt den entstehenden Fehler am Rand
des Horizontes.

5.2.1 Randapproximation des Horizontes

Im vorigen Abschnitt sind wir davon ausgegangen, dass die gewéhlten Quadraturformeln
exakt sind fiir Polynome gewissen Grades auf dem Gebiet Bs(x), € V. Dies ist aller-
dings bei der hier verwendeten Zerlegung nicht der Fall. Der Horizont Bjs(x) wird im
Zweidimensionalen z.B. durch Dreieck- oder Rechteckelemente diskretisiert. Das heifst
es entsteht ein Diskretisierungsfehler am Rand des Horizontes, da die Kriimmung des
Kreises nicht perfekt aufgelost wird. Weiter hat die zu integrierende Kraftfunktion die
Form

~

(2 —x)® (& —x)

& —

(Fu)(x, &) = cips (u(&) —u(x)), =xcV,&ec Bs(x).

Betrachten wir jetzt einen Punkt & auf dem Rand von Bs(x), d.h. |& — x| = J. Fiir festes
@ und & ldsst sich dann (Fu)(x, &) in der euklidischen Norm abschétzen mit
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Die Konstante ¢, ist grof und somit springt (Fu)(z, -) von einem grofen Wert auf Null
fiir |& — x| > 0. Die Funktion (Fu)(x, -) ist unstetig am Rand des Horizontes. Der Fehler
auf einem Randelement T (siehe Abb. 5.2.2) ldsst sich nur durch || (Fu)(z, -)||0,00,7 |T'| ab-
schiitzen und ist somit von der Ordnung O(hZ ). Die Anzahl der Elemente, die auf dem

max

Rand liegen ist von der Ordnung O(h.-%) und damit der durch die Randapproximation

entstehende Fehler von der Ordnung O(hmax), aber nicht besser.

20
10% 10

©
T

oo
T

~
T

(2]
T

o
T

N
T

w
T

N
T

[
T

—(902 -0.01 0 0.01 0.02

Abbildung 5.2.2: Norm des Steifigkeitstensors C' fiir d = 2, Fstan = 2109, § = 0.01 mit
Sprung und regularisiert (links). Rechtecke auf dem Rand des Horizontes (rechts).

Um eine bessere Fehlerordnung am Rand zu erhalten multiplizieren wir die Kraftfunk-
tion (Fu)(z,-) mit p(z, &) = exp(—1/(1 — |& — x|* /62)) (siehe auch Gleichung (4.1.5)
mit o = —3). Fiir | — x| = § wird die entstehende Funktion Null und zum Rand hin
klingt sie auf Null ab. Betrachten wir jetzt den Fehler auf einem Randelement T'

Er[o(z, ) (Fu)(z,-)] = /Tcp(m,;fz)(fu)(m,;fc) de — ijgo(w,wj)(]:u)(w,scj)
J

< (Fu) @ oo (1T Io(@. o + e, Moo r D fujl )

< 2l (Fu) (@, )llo.oor (2, oo, €V

Dabei nutzen wir die Eigenschaft } [w;| = >, w; = [T'| einer positiven Quadraturfor-
mel. Die gewédhlte Exponentialfunktion wird maximal, wenn |& — | minimal wird. Da
wir ein Randelement betrachten gilt

||QD($, ')H0,00,T = exp (_1/(1 - (5 - hmax)Q/(sQ))
= exp (71/(2hmax/5 — h?nax/(sQ))
< cexp(—0/hmax) < ¢(0/hmax) P <chb ., xTEV
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mit einer Konstanten ¢ > 0 und fiir beliebige natiirliche Zahlen p. Dies folgt aus der
Eigenschaft exp(z) > zP/p! der Exponentialfunktion. Damit fallt der Fehler auf dem
Rand nicht ins Gewicht und der Fehler bestimmt sich allein durch den Fehler im Inneren
von Bs(x). Mit Hilfe der modifizierten Kraftfunktion kénnen wir die Fehlerabschétzun-
gen aus dem vorherigen Abschnitt ibernehmen. Im néchsten Abschnitt betrachten wir
die Quadraturformelmethode mit deren Hilfe wir eine Gesamtfehlerabschétzung fiir das
lineare Modell geben werden.

5.3 Die Quadraturformelmethode

Betrachten wir die Bewegungsgleichung (4.1.1) der Peridynamik. Aufserhalb des Hori-
zontes Bs(x), € V interagieren zwei Teilchen  und & nicht mehr miteinander und die
Kraftfunktion verschwindet

f(@&—z,u(Z,t) —u(x,t) = f(&n) =0, falls & ¢ Bs(x) N V.

Bei der Quadraturformelmethode diskretisieren wir das Integral durch eine geeignete
Quadraturformel. Betrachten wir die Naherungen wu;(t) ~ wu(x;,t) an den Diskretisie-

rungspunkten x; (i = 1,2,..., N). Die diskretisierte Version der peridynamischen Glei-
chung liest sich dann wie folgt
plai) O wi(t) = Z o) f (@5 — @iy wj(t) — ui(t)). (5.3.1)
JEI(9)

Dabei bezeichne I(i) C {1,2,..., N} eine Indexmenge fiir die gilt

<o fallsjeI(3)
|z — ;]
> sonst.

Sei weiter das Gebiet V im Zweidimensionalen unterteilt in Rechtecke oder Dreiecke T;
(l=1,2,...,M), im Dreidimensionalen in Quader oder Tetraeder. Zu jedem Punkt x;
gehort genau ein Element 7j(;) sowie ein entsprechendes Quadraturgewicht oy(;). Die
Kraftfunktion f héngt dabei im Dreidimensionalen von den Verschiebungen in z, y und
z-Richtung ab. Dies sei durch die Schreibweise f(&, n®) nW, n(z)) deutlich gemacht.

Wir schreiben Gleichung (5.3.1) um in ein System von Gleichungen erster Ordnung.
Firi=1,2,..., N sei
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Fiir einen beliebigen Vektor V = (Vi, Va,..., Ven)7 sei

E(V) = VN+ia
1 (2)
Fni(V) = @ Z oy (g — i, Vi = Vi, Van i — Vanti, Vanys — Van i),
JEI(1)
Fon4i(V) = Vant,
1
F3ny (V) = @ Z o) FO(@j — 24, Vj — Vi, Vantj — Vansis Vanaj — Vansi),
PRE) et
Fan+i(V) = Vsnt,
1 )
Fsnyi(V) = @) Z o) (@5 — i, Vy = Vi, Vanij — Vanti, Van+j — Van+i)-
JEI(1)

Das zu 16sende Gleichungssystem gewohnlicher Differentialgleichungen kénnen wir nun
schreiben als

BU(t) = F(U()), te(0,T)

mit Anfangsdaten U(0). Hier gibt man die Anfangsverschiebungen und Anfangsgeschwin-
digkeiten in allen Diskretisierungspunkten x;, (i = 1,2,...,N) vor. Dieses System lasst
sich dann zum Beispiel mit einem eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren mit Schrittwei-
tensteuerung effizient 16sen.

5.4 Gesamtfehlerabschatzung fiir das lineare Modell

In diesem Abschnitt leiten wir eine A-priori-Fehlerabschétzung fiir das lineare Modell
der Peridynamik her. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt dabei durch die Quadratur-
formelmethode. Das wesentliche Resultat dieses Abschnittes formulieren wir im folgenden
Satz.

Satz 5.4.1. Unter der Annahme hinreichender Differenzierbarkeit des Verschiebungsfel-
des w ist der Diskretisierungsfehler in Verschiebungen und Geschwindigkeiten von der
gleichen Ordnung wie der Quadraturfehler.

Bemerkung. Wir berticksichtigen keine Zeitdiskretisierung durch die noch ein zusatzli-
cher Fehler entsteht, sondern wir geben eine explizite Darstellung des Fehlers, den wir
mit Hilfe des Quadraturfehlers abschétzen. Die Losung der Fehlergleichung beruht auf
dem Prinzip von DUHAMEL. Wesentlich ist somit die Linearitat der Gleichung, sowie die
zweimalige Differenzierbarkeit der Verschiebungen in der Zeit. Von den Differenzierbar-
keitseigenschaften im Ort hdngt wiederum der Quadraturfehler ab.

Beweis von Satz 5.4.1. Sei t € [0,T] dann schreiben wir

(Fu(-t)(z, &) = C(z, &) (u(®, t) — u(z,t)) Vtel0,T),
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mit dem Steifigkeitstensor C' aus Gleichung (4.1.4). Die Bewegungsgleichung der Peridy-
namik an den Quadraturpunkten x; (i=1,2,...,N) lasst sich somit schreiben als

plx;) 0% u(x;, t / Cxz;, & Z,t) — u(mi,t)) d& + b(x;, ).

Ersetzen wir jetzt das Integral durch eine numerische Quadraturformel mit den Gewichten
0, berechnen wir Naherungen wu;(t) an w(a;,t) und schreiben

N
p()Ofui(t) = > 05C(wi, a5) (u;(t) — wi(t)).
j=1, i
Fiir den Diskretisierungsfehler e;(t) := w(x;,t) — u;(t) erhalten wir nach einer Nuller-
ganzung mit
N
Z 0;C(x;, x; ( u(xj,t) —u(a:z,t))
J=1,j#i
die Gleichung
N
plxi)dfei(t) = Y 0;C(zi,z))le;(t) —ei(t)+Ev[C(i, ) (ul- t) —u(wi, 1)), (5.4.1)
j=1,j#i

wobei wir den Quadraturfehler, den wir im vorigen Abschnitt abgeschétzt hatten, be-
schreiben durch

Ey[C(xi, ) (u(-t) — u(x;, t))] :/]}C’(wi,ﬁ:) (u(:f:,t) — u(:c,;,t)) di

N
— > 0iC(mi, @) (w(@), t) — ulwi, t)).

J=1,j#i

Die summierte Quadratur berechnet Naherungen auf den einzelnen Elementen 7; mit
l=1,2,...,N. Die Zerlegung kann dabei sowohl aus einer Rechteckzerlegung als auch
aus einer Dreieckzerlegung bestehen. Beispiele fiir Quadraturformeln kénnen in Kapitel 1
nachgelesen werden.

Betrachten wir ein polygonal berandetes Gebiet )V, das aus der Vereinigung von Ele-
menten 77 besteht, V = Ul]\; 117, und sei das Verschiebungsfeld w als glatt vorausge-
setzt. Wir betrachten das mit A_3 modifizierte (siehe Gleichung (4.1.5)), linearisierte
Bondstretch-Modell. Mit Hilfe der Fehlerabschétzung im Falle einer Singularitidt aus Ab-
schnitt 5.2 ist der Quadraturfehler von der Ordnung O(h%,.) fiir eine Quadratur, die
diese Ordnung liefert. Der Fehler, der am Rande des Horizontes Bs(x) entsteht, kann
nach Abschnitt 5.2.1 vernachlissigt werden. Somit erhalten wir unter der Voraussetzung
geniigender Glattheit von v und geniigend groffem Grad der Quadraturformel

By [Cli, ) (u(, 1) — w(@i, )] < ¢ hfpaye
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Wir geben jetzt eine Losung fiir die Fehlergleichung (5.4.1) an und schétzen mit Hilfe
eines Stabilitdtsargumentes den Gesamtfehler ab.
Wir schreiben Gleichung (5.4.1) als System linearer Differentialgleichungen

plx;)0%e(t) = Aye(t) + T(t).

Hierbei sei e(t) := (e1(t),...,en(t))T € R der Fehlervektor, der in jeder Komponente
aus dem Fehler an den einzelnen Punkten ax; besteht. Weiter haben wir den Quadratur-
fehler

7i(t) = Ey[Clai, Y(ul-t) — u(@,1)], i=1,...,N,

sowie die Matrix Ay € RWVXIN _ Diese besteht aus N x N Eintrigen der Groke d x d.
Angewendet auf einen beliebigen Vektor v € RN sei

N
(AN’U)i = Z cer(ml-,mj)('vj — ’Ui).
j=1,j#i

Jeder Eintrag des Vektors bestehe aus einem Vektor der Groke RY.

Formen wir dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung in
ein System der Ordnung eins um, konnen wir mit Hilfe des Prinzips von DUHAMEL eine
Losung angeben. Sei

e(t) = (e(t),@te(t))T, Ay = , T(t) = (0,7(t)) und e(0) = ¢y = (O, O)T.

Letztere Annahme ist gerechtfertigt, da wir sowohl die Anfangsverschiebungen als auch
die Anfangsgeschwindigkeiten explizit vorgeben. Die Losung nach dem Prinzip von Du-
hamel (siehe z.B. EMMRICH [9] oder WALTER [28]) lautet:

e(t) = L(t)eg + /0 L(t—s)1(s)ds

mit ;
J
L(t) = exp(—tAyn) = Z '
J -7' —AN 0
Es gilt
2i(An)? oo t¥T(AN)I
SR P YR S
[,(t) = Zooj t2j+1((xi)1\7)j+l Z]oo téngN))j
J=0 @Ol i=0 ~(2))!
und somit .
t X 2]+1 1 J
= AN> 7(s)ds.
=3 G (agav) =

=0

<.
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Mit der formalen Notation

-1 . e t2j+1A3'v
\/AN Slnh(t\/AN) = Zm

j=0

konnen wir mit p = 1 den Gesamtfehler als

e(t) = /0 VA sinh((t — s)/Ax)T(s) ds

schreiben. Zur Abschétzung benutzen wir die Stabilitdt der numerischen Approximation:

[ANv]oo = max|(Anv)il

= max Z 0;C(xi, x;)(vj — v;)
J=1,j#i
N
Cd,s
< max Z a]| e lvj — vl
A j i
J=1,j#1

In die erste Ungleichung geht die Positivitdat der Gewichte ein. Die letzte Ungleichung gilt,

da Z;V:L#i aj‘w:df";i‘ eine Approximation an fBé(mi) ‘;fi’ii‘ d& darstellt. Satz 5.2.3 fiihrt

zu einer Fehlerabschitzung der Ordnung O(h¢;l) aukerhalb eines Elementes Ty > ;.

max
Das Element Tj betrachten wir nicht und es entsteht folglich auf diesem ein Fehler
fTo @(:fi’iil dz < chdm;)l(, falls das Element Ty den Durchmesser hp.x besitzt. Die Qua-
draturformel konvergiert daher gegen den Wert des Integrals, und Zj Ujﬁ ist un-
J 0

abhéngig von hApyayx beschrankt. Wir erhalten
= |Anllc = 8
vz0  ||V]loo

mit einer Konstanten (3, die von der Dimension und §, nicht aber von der Zerlegung
abhéingt.
Damit gilt fiir den Gesamtfehler

eft)] < / sinh((t — 5)v/B) |7(s)] ds

< %hfna}( ; sinh((t — s)v/3) ds

= %hfnax(cosh(t\/ﬁ) -1)

und damit

e [e(t)] < Gl cosh(T+/5) 1),
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Im néchsten Kapitel stellen wir einige Testprobleme vor. Wir bestimmen die nume-
rische Konvergenzordnung bei Vorgabe eines glatten Verschiebungsfeldes und untersu-
chen in einer weiteren Simulation die Reduzierung der Ordnung bei Unstetigkeiten im
Verschiebungsfeld. Das letzte Beispiel zeigt einen Bruchversuch zur Demonstration des
eigentlichen Anwendungsgebietes der Peridynamik.



6 Numerische Ergebnisse

Im folgenden Kapitel stellen wir einige numerische Testprobleme vor. Dabei betrachten
wir unterschiedliche Modelle fiir die Kraftfunktion, die sowohl mikroelastische Materialien
als auch Materialien, die Briiche erleiden koénnen beinhalten. Zur Diskretisierung des
Integralterms verwenden wir verschiedene Quadraturformeln und beschrinken uns auf
den zweidimensionalen Fall.

6.1 Testbeispiel mit glattem Verschiebungsfeld

Wir betrachten eine rechteckige Stahlplatte mit den Abmessungen (0,1) x (0,0.3) in
Metern, der Dichte p = 8000 kgm 3, Elastizitdtsmodul E = 210 - 10° Nm~2 und Quer-
kontraktionsrate v = 1/4. Die Platte sei spannungsfrei und es wirken keine externen
Krafte, d.h. b(xz,t) = 0. In der Peridynamik existieren aufgrund der Abwesenheit von
Ableitungstermen keine Randbedingungen. Die Anfangsverschiebung sei Null und die
Anfangsgeschwindigkeit in ms™! sei vo(x,y) == (10(x — 0.5),0)T. Wir vergleichen die
Simulation zum Zeitpunkt tenq = 1073s.

In ihrem Bericht [48] nutzen EMMRICH, BUSING UND KUSCHE einen selbstprogram-
mierten MATLAB-Code zur Durchfithrung der numerischen Simulationen. Fiir diese Di-
plomarbeit wurde der Code aus Geschwindigkeitsgriinden in die Programmiersprache
C umgeschrieben. Die Delaunay-Triangulierung fiir die auf Dreiecken basierenden Qua-
draturen wurde mit einer eingebauten Routine der MATLAB PDE Toolbox erstellt; das
nach der Diskretisierung des Integralterms entstehende System von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen mit der ebenso eingebauten Routine fiir ein explizites, eingebettetes
Runge-Kutta-(4,5) Verfahren numerisch gelost.

Neben der numerischen Losung zur Zeit tenq fiir verschiedene Kraftansétze (siehe Abb.
6.1.2 und 6.1.3) zeigen wir den Diskretisierungsfehler fiir unterschiedliche Quadratur-
formeln (siche Tabelle 6.1.1). Die Konvergenz der numerischen Losung wurde dabei in
Ermangelung einer analytischen Lésung auf folgende Weise bestimmt. Als erstes wurde
eine Referenzlosung mit Hilfe der Mittelpunktregel auf einem &quidistanten Gitter be-
rechnet. Die Gitterweite betrug h = 1.94- 1073 fiir § = 0.05, d.h. 2094 Quadraturpunkte
in jedem vollen Horizont und 79980 Quadraturpunkten insgesamt, sowie h = 2.73 - 1073
fir 6 = 0.1, d.h. 4205 Quadraturpunkte in jedem vollen Horizont bei einer Gesamtzahl
von 40150 Quadraturpunkten. Diese diskrete Referenzlosung wurde mit Hilfe einer bili-
nearen Interpolation auf die zu vergleichende Lésung interpoliert. Als Fehlermafs wurde
die Maximal-Differenz der aktuellen numerischen Losung zu der interpolierten Referenz-
16sung in einem inneren Gebiet mit Mindestabstand § vom Rand gewahlt. Abb. 6.1.1 zeigt
diese Region V) fiir ein Gebiet V. Damit werden unterschiedliche Randeffekte vernachlas-

7
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)

Abbildung 6.1.1: Die Region V)

sigt. Die Konvergenzordnung wurde durch eine Kleinste-Quadrate-Anpassung unter der
Annahme abgeschétzt, dass der Fehler loge(h) = plog h 4 const erfiillt.

Abbildung 6.1.2: Verschiebung Abbildung 6.1.3: Geschwindigkeit

In Abb. 6.1.2 sicht man die euklidische Norm des Verschiebungsfeldes farblich darge-
stellt. Rot entspricht dabei grofsen Verschiebungen und blau kleinen. Die schwarzen Pfeile
deuten die Richtung der Verschiebung an. Gut zu erkennen ist, dass sich die Losung zum
Zeitpunkt teng in einer Kontraktion befindet. Die Platte zieht sich zusammen und wird
dadurch in der Mitte natiirlicherweise breiter. In einer Phase der Relaxation wiirde sie
sich verdiinnen. In Abb. 6.1.3 ist das zugehorige Geschwindigkeitsfeld gezeigt.

6.1.1 Abschatzung der Konvergenzordnung

Die folgende Tabelle 6.1.1 fasst einige Resultate der Simulationen aus [48| zusammen.
Fiir unser Beispielproblem existiert fast kein Unterschied zwischen der Lésung des nicht-
linearen Bondstretch-Modells und seiner Linearisierung.

Das Bondstretch-Modell erreicht eine Konvergenzordnung von O(h). Dies ist nach
den Uberlegungen aus Abschnitt 5.2.1 auch zu erwarten. Durch die Approximation am
Rand des Horizontes ist keine hohere Ordnung moglich. Erst durch die Regularisierung
mit der Exponentialfunktion wird eine Verbesserung erreicht. Fiir eine Beschreibung der
unterschiedlichen Modelle mit @« = —2, & = 0 und a = 1, siehe Abschnitt 4.1.2. Die
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flir diese Modelle bestimmte Konvergenzordnung iibertrifft in einigen Féllen sogar die,
aus dem Quadraturfehler resultierende, theoretisch vorhergesagte Ordnung. Es tritt eine
sogenannte Superkonvergenz ein.

Aus theoretischer Sicht sollte der Fehler in Verschiebung und Geschwindigkeiten von
der gleichen Ordnung sein. Dies kann bei den vorgestellten Ergebnissen nicht beobachtet
werden. Der Fehler in den Geschwindigkeiten hat eine wesentlich kleinere Ordnung als
der in den Verschiebungen. Eine Ursache hierfiir kann in dem verwendeten Zeitintegra-
tor liegen, hier die in MATLAB eingebaute ode45-Routine. Fiir das resultierende System
gewOhnlicher Differentialgleichungen wurde keine Skalierung auf eine einheitliche Grofe
vorgenommen. Wihrend die Verschiebungen bei ca. 107°m liegen, haben die Geschwin-
digkeiten eine Gréfe von 1ms~!. Dies kann, aufgrund der eingestellten Fehler-Toleranz,
Einfluss auf die Konvergenzordnung haben. Tests mit verschiedenen Zeitintegratoren ha-
ben zuséatzlich gezeigt, dass die Konvergenzordnung in den Verschiebungen und Geschwin-
digkeiten durchaus unterschiedlich sein kann. Das in EMU verwandte Schema zur Zeitin-
tegration liefert eine geringere Konvergenzordnung in der Zeit fiir die Geschwindigkeiten
als fiir die Verschiebungen. Dieser Fehler in der Zeit kann ebenso die Ergebnisse fiir den
Ortsfehler beeinflussen.
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Abbildung 6.1.4: Fehler fiir Bondstretch und regularisierten Bondstretch

Abb. 6.1.4 zeigt den Fehler in den Verschiebungen fiir das Bondstretch-Modell, sowie
fiir das regularisierte Bondstretch-Modell mit o« = —3. Der Horizont wurde mit § = 0.05
gewahlt. Einmal ist der Fehler iiber die Anzahl Punkte abgetragen und einmal iiber den
grofsten Durchmesser. Beide Achsen sind in ihrer Darstellung logarithmisch gewéhlt. Die
Steigung der Ausgleichsgeraden gibt die Fehlerordnung an. Da hier die Mittelpunktregel
mit dquidistanter Schrittweite verwandt wurde, sind beide Bilder symmetrisch zueinan-
der. Sehr deutlich wird in beiden Bildern die geringere Schwankungsbreite des Fehlers
beim regularisierten Modell. Aufserdem ist die grofere Konvergenzordnung des regulari-
sierten Modells gut anhand der Steigung der Geraden zu erkennen.
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Quadratur MM@K flir %@%E&m Bondstretch modifiziertes Bondstretch-Modell mit :w@wi% ert
ynome rdnung Modell o= —2 a=0 a=1 mit ¢« =1
Mittelpunkte o! h? 1.07 1.38 | 238 1.13 (h?) | 253 1.40 (h?)|2.79 1.89 (h?)|2.79 1.89 (h?)
MP (random) o! h? 093 1.38 | 287 095 (k%) |[2.77 1.97 (h?) | 275 161 (h?) |2.75 1.61 (h?)
Gauf Q3 ht 1.10 147 | 231 065 (h?) |3.01 1.54 (h*) |374 1.97 (h*) |3.74 1.97 (h)
Gauf (random) Q3 Rt 0.72 1.08 [3.28 1.79 (h%) 292 1.71 (h*) 291 145 (h*)|291 145 (hY)
Dreiecke vom Typ 1 Pl h? 1.08 1.01 | 2.63 0.59 (h?)|3.001 1.22 (k%) 299 135 (h?)]299 135 (h?)
Dreiecke vom Typ 2 P? h3 0.76 097 | 1.48 0.65 (k%) |237 159 (k%) |3.14 148 (k%) |3.14 148 (h3)
Dreiecke vom Typ 3 P3 Rt 1.35 1.30 | 401 121 (h?)|3.55 1.64 (k%) |3.87 231 (h?)|3.87 231 (h%)
Dreiecke vom Typ 4 P2 h3 1.54 1.39 | 353 093 (h?) 328 1.27 (k%) 398 1.77 (h3)|3.98 1.77 (h3)
Dreiecke vom Typ 5 Pl h? 1.86 1.30 | 3.40 239 (h?) |331 224 (h?)|336 232 (h?)|336 232 (h?)
Dreiecke vom Typ 6 P3 Rt 024 09 |[125 083 (hR?) |1.84 1.75 (h*)| 233 200 (hY) |233 2.00 (h*)

Tabelle 6.1.1: Radius des Horizontes § = 0.1

Die erste Zahl in den Spalten zu den einzelnen Modelle beschreibt die bestimmte Konvergenzordnung fiir das Verschiebungsfeld, wohingegen
die zweite Zahl die Ordnung fiir das Geschwindigkeitsfeld angibt. Die zu erwartende Konvergenzordnung geben wir mit O(h?), wobei h
den maximalen Durchmesser eines Elementes beschreibt, an. Eine theoretische Begriindung fiir die Konvergenzordnung ist aber nur fiir die
Linearisierung bei glattem Verschiebungsfeld gegeben.



6.2. TESTBEISPIEL MIT UNSTETIGEM VERSCHIEBUNGSFELD 81

6.2 Testbeispiel mit unstetigem Verschiebungsfeld

Nachdem wir im vorigen Abschnitt ein Beispiel mit glatten Verschiebungsfeld untersucht
haben, geben wir in diesem Abschnitt ein unstetiges Verschiebungsfeld vor. Wie zuvor
betrachten wir eine Stahlplatte mit den Abmessungen (0,1) x (0,0.3) in Metern. Die
Materialeigenschaften bleiben die gleichen, allerdings hat die Platte diesmal ein Loch
mit dem Zentrum bei (0.0265,0.0265), wenn das Zentrum der Platte bei (0, 0) liegt. Die
restlichen Abmessungen werden aus Abb. 6.2.1 ersichtlich. Die Anfangsverschiebung sei
Null und die Anfangsgeschwindigkeit in ms™' sei in dem schmalen Abschnitt auf der
linken Seite v¢(xz,y) = (10,0)” und auf der rechten Seite v,(z,y) = (—10,0)7.

@ 0.3

Abbildung 6.2.1: Testbeispiel mit asymmetrisch liegendem Loch, r = 0.0375

Im restlichen Bereich sei die Anfangsgeschwindigkeit Null. Zur Diskretisierung bietet
sich die Delaunay-Triangulierung an, da mit ihr die runde Geometrie des Lochs besser
als mit Rechteckzerlegungen aufgelést werden kann. In Abb. 6.2.2 sieht man eine solche
Dreieckzerlegung. Gut zu erkennen ist die feinere Auflésung um das Loch. Die zu Grunde
liegende Quadraturformel ist die Dreieckregel vom Typ 4. Die Quadraturpunkte sind
ebenso eingezeichnet.

Abbildung 6.2.2: Delaunay-Triangulierung mit Dreiecken vom Typ 4

Wie zu erwarten, reduziert sich die Konvergenzordnung auf Eins. Bei einem unstetigen
Verschiebungsfeld sind die Glattheitsvoraussetzungen fiir eine hohere Konvergenzordnung
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nicht gegeben. Eine bessere Quadratur kann nur in Bereichen mit glatten Verschiebungs-
feld ihre Vorteile ausspielen. In Bereichen mit unstetigem Verschiebungsfeld, wie es auch
bei einem Bruch auftritt, reduziert sich die Ordnung jeder Quadraturformel. Ein verbes-
serter Code sollte in Abhéngigkeit der Glattheit der zu integrierenden Funktion zwischen
Quadraturen wechseln kénnen. In Bereichen mit unstetigem Verschiebungsfeld wird eine
einfache, und damit rechentechnisch weniger aufwéndige, Quadratur niedriger Ordnung
benutzt. In Bereichen mit glattem Verschiebungsfeld sollte dann zu einer Quadratur ho-
herer Ordnung umgeschaltet werden, die eine grofere Genauigkeit ermoglicht.

Abbildung 6.2.3: Grofe der Verschiebung und Richtung

Abb. 6.2.3 zeigt die euklidische Norm der Verschiebungen. Die Richtung der Verschie-
bung ist wieder anhand von Pfeilen dargestellt. Die Losung wurde mit 243000 Diskre-
tisierungspunkten berechnet. Fiir die Darstellung der Richtung wurde nur ein Bruchteil
dieser Punkte genutzt. Daraus resultiert ein relativ gleichméfiges Bild an dem gut die all-
gemeine Richtung der Verschiebungen zu erkennen ist. Die Unstetigkeiten innerhalb des
Verschiebungsfeldes sind mittels des Farbbildes abzulesen. Man achte insbesondere auf
die Rander der Platte und das Loch. Fiir eine genauere Darstellung des Wellenphdnomens
in der Umgebung des Lochs siehe Abb. 6.3.2.

[
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Abbildung 6.2.4: Dreipunkt-Biegetest Fall A
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6.3 Testbeispiel mit Bruch

In diesem Abschnitt wollen wir numerische Untersuchungen zum Dreipunkt-Biegetest
(sieche Abb. 6.2.4 und Abb. 6.3.3) betrachten. Folgende zwei Félle haben EMMRICH,
BUSING und KUSCHE in ihrem Abschlussbericht [49] untersucht.

Im ersten Fall befindet sich der Riss direkt unter der Auf-
last. Im zweiten Fall hat der Riss einen Abstand von L/6
von der Auflast, wobei L = 55mm der Breite des Priifkérpers
entspricht. Die Simulationen werden mit ca. 2000 sowie 8000
Quadraturpunkten durchgefiihrt. Als Quadraturen werden die
Mittelpunktregel und die Gauk-Quadratur sowie Dreiecke vom
Typ 4 mit einer Delaunay-Triangulierung und einer regelmé-
Kigen Triangulierung basierend auf Rechtecken verwendet.

Der Priifkérper besteht aus Beton mit einem Elastizitéts-
modul von 243 - 10 Nm~2 einer Dichte von p = 8000 kgm >
und einem Schubmodul von G = 3 -10* Nm~2. Die Abmes-
sungen finden sich in Abb. 6.2.4 und 6.3.3 wobei von einer Dicke von 5mm auszugehen
ist. Die Einschlag-Geschwindigkeit der Last in ms™! betrigt vo(z,y) = (0, —1)7.

In Abb. 6.3.1 sieht man die Rissausbreitung in Fall B in einem Ausschnitt. Der Scha-
den, d.h. der Anteil gebrochener Bonds an einem Diskretisierungspunkt, ist farblich dar-
gestellt.

Abbildung 6.3.1: Fall B

Abb. 6.3.4 zeigt den Priifkorper zum Zeitpunkt ¢t = 2 -
10~%s. Die gewihlte Quadraturformel ist die dquidistan-
te Gaubquadratur mit 2268 Diskretisierungspunkten. Der
Horizont betrdgt 6 = 1.5mm. Im gezeigten Fall A befindet
sich der anféngliche Riss direkt unter der Auflast und brei-
tet sich im Laufe der Rechnung senkrecht nach oben aus.
Der Rissverlauf stimmt mit dem aus Experimenten bekann-
ten iiberein. Die Farbgebung gibt dieses Mal die maximale
Streckung, und nicht den Schaden, der Bonds an dem jewei-
ligen Quadraturpunkt wieder. Zu erkennen sind die Aufla-
gerungspunkte und der Riss an denen die Streckung grofs
Abbildung 6.3.2: Verschie- Wird:
bungen um das Loch Der Fall B ist in Abb. 6.3.5 zu sehen. Wie zuvor ist der

Priifkérper zum Zeitpunkt ¢ = 2-10~%s dargestellt und der

Horizont hat einen Radius von 6 = 1.5mm. Die zu Grunde
liegende Quadraturformel ist die Mittelpunktregel mit 9152 Diskretisierungspunkten. Der
Riss befindet sich nicht direkt unter der Auflast, sondern ist um 9.167mm versetzt (siehe
auch Abb. 6.3.3). Die Rissausbreitung erfolgt erst senkrecht nach oben, dreht dann aber
und verlduft schrig zur Auflast hin. Gut in der Farbgebung zu erkennen sind wieder die
Auflagerungspunkte und der Riss. Ebenso ist die Einschlagstelle der Auflast zu sehen. Der
qualitative Rissverlauf ist so auch in Experimenten zu beobachten. Allerdings konnte der
genaue Risswinkel nicht verglichen werden, da der Rissabstand zur Auflast in numerischer
Rechnung und realem Experiment differieren.
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Abbildung 6.3.3: Dreipunkt-Biegetest Fall B

Abbildung 6.3.4: Dreipunkt-Biegetest Fall A. Maximale Streckung.

Abbildung 6.3.5: Dreipunkt-Biegetest Fall B. Maximale Streckung.



A Anhang

A.1 Bemerkungen zur Peridynamik

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige Ansétze zur numerischen Integration der
Kraftfunktion in der Peridynamik. Wir beschreiben unterschiedliche allgemeine Vorge-
hensweisen und gehen auf ihre Tauglichkeit im Fall der Peridynamik ein.

A.1.1 Transformation auf Polarkoordinaten

In der Peridynamik ist die Kraftfunktion tiber einen Kreis oder eine Kugel zu integrieren.
Ein natiirlicher Ansatz wére die Transformation auf Polarkoordinaten. Dabei entsteht
folgendes Problem: Fiihrt man eine Integration iiber [0,d] X [0, 27] mit einer gut ange-
passten Quadraturformel aus (sprich man 16st einen einzelnen Horizont gut durch eine
Quadratur auf), so erhélt man in der ndheren Umgebung viele weitere schlecht aufgeloste
Horizonte. Denn durch jeden eingefiihrten Quadraturpunkt entsteht ein neuer Horizont
um diesen Punkt, iiber den zu integrieren ist. Die Verschiebungen werden aber nur an
bestimmten, vorher durch die Diskretisierung festgelegten, Punkten berechnet. Fiir eine
Quadratur im aktuellen Zeitschritt tiber den aktuellen Horizont muss man im vorheri-
gen Zeitschritt an allen in der Quadratur abgefragten Punkten schon die Verschiebungen
berechnet haben. Dafiir musste man aber iiber den jeweiligen Horizont integrieren. Die
einzige Moglichkeit dieses Problem zu umgehen besteht darin nach jedem Zeitschritt die
aktuellen Verschiebungen auf das gesamte Gebiet zu interpolieren. Somit kénnte man
dann mit Hilfe dieser Interpolierenden eine genau Quadratur durchfiithren. Der Nachteil
der Interpolation besteht allerdings darin, dass man einerseits zusétzlichen Aufwand be-
treibt und andererseits der durch die Interpolation entstehende Fehler zu berticksichtigen
ist. Ist dieser Fehler nicht von derselben Grofsenordnung wie der Quadraturfehler, so wére
der betriebene Aufwand umsonst.

Auf das gleiche Problem stéft man bei Nutzung einer speziellen Kubatur fiir den
Kreis oder die Kugel. Ein Horizont kann auf diese Weise gut aufgelost werden. Durch
die Kubatur entstehen aber weitere Horizonte um jeden Kubaturpunkt, {iber die mit
der gewihlten Kubaturformel nicht mehr integriert werden kann. Dieses Problem ist nur
durch eine Interpolation zu l6sen.

A.1.2 Raumliche Diskretisierung

Im Gegensatz zu Finite-Elemente-Diskretisierungen ist die raumliche Diskretisierung der
peridynamischen Gleichung gitterlos. Es existieren keine Basisfunktionen, die bestimmte
Elemente der Diskretisierung als Trager besitzen. Nur die angewandte Kubatur bestimmt
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die Diskretisierung. Insofern sind z.B. Rechtecke oder auch Dreiecke als Grundelemente
moglich. Es muss nur eine entsprechende Kubaturformel auf dem Grundelement bekannt
sein. Fiir Gebiete bestehend aus Rechtecken oder Quadern ist eine Diskretisierung be-
ruhend auf diesen Grundelementen zu empfehlen. Betrachtet man jedoch Gebiete mit
krummlinigen Réndern sollte eine Diskretisierung basierend auf Dreiecken oder Tetra-
edern gewahlt werden. Mit Hilfe der DELAUNAY-Triangulierung ist dann eine viel bessere
Auflésung der Rénder méglich.

A.1.3 Behandlung der Singularitit

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige Méglichkeiten zur Behandlung der Singularitét
in der Peridynamik.

Abziehen der Singularitat

Eine Moglichkeit der Behandlung einer Singularitét, die bei der zu integrierenden Funk-
tion auftritt, besteht im Abziehen der Singularitat. Als Beispiel betrachten wir

L cos(x)

0o VT

Der Integrand hat bei © = 0 eine schwache Singularitét. Dies wird bei der numerischen
Integration Probleme bereiten.

Statt der numerischen Integration des urspriinglichen Integranden kénnten wir aber auch
einen anderen Integranden wéhlen und uns die Arbeit erleichtern. Betrachten wir

Lcos(z) — 1
————dx +2,
)

so erhalten wir den gleichen Integralwert miissen aber nicht mehr eine (schwach) singulére
Funktion numerisch integrieren.

Dies wird sofort klar, wenn wir den verdnderten Integranden betrachten. Sowohl Zéhler
als auch Nenner gehen fiir z — 0 gegen 0. Anwenden der Regel von L'HOPITAL ergibt
als Grenzwert fir x+ — 0 Null fiir den Integranden, anstatt der vorher vorhandenen
Singularitét.

dx =1.809048475.

Lésst sich diese Methode auch in der Peridynamik verwenden? Das Problem besteht
darin, dass wir das eigentliche Verhalten der Kraftfunktion, ndmlich die Verschiebungen,
nicht kennen. Wir kennen natiirlich den singuldren Charakter der Funktion. Damit koénn-
ten wir wie im Beispiel die singulare Funktion abziehen, das Integral berechnen, und den
Wert hinzu addieren. Somit liefe sich dann eine, hoffentlich einfachere, Funktion nume-
risch integrieren.

Leider kennen wir die Verschiebungen nicht. Somit liegt es aufterhalb unser Moglichkeiten
eine nicht-singulédre Funktion herzustellen. Wir kénnen zwar die Singularitit “abziehen”,
werden aber im Allgemeinen keine nicht-singuldre Funktion erhalten.
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Verarbeiten der Singularitit in der Gewichtsfunktion

Anstatt die Singularitdt abzuziehen kann man auch den singuldren Charakter in den
Gewichten verarbeiten. Sei zum Beispiel Q2 = (0,1)2. Wir betrachten Integrale der Form

mit einer Gewichtsfunktion w, so dass wf integrierbar ist auf 2. Gesucht ist dann eine
Kubaturformel

N
QU =D w;f(ay).
j=1

In der Kubaturformel ist die Gewichtsfunktion nur noch in den Gewichten vorhanden.
Ausgewertet an den Stiitzstellen wird nur das f.

In unserem zweidimensionalen Fall ist w(x) = % schwach singulér. Es ist wichtig, dass
sich die Gewichtsfunktion noch {iber das Gebiet integrieren lasst. Anderenfalls liefen sich
die Gewichte der Kubaturformel nicht bestimmen.

Eine Kubaturformel mit einer Stiitzstelle (in etwa eine Entsprechung der Mittelpunktre-
gel) konnen wir bestimmen in dem wir folgendes Gleichungssystem 1sen: Sei & = (z,y)”

1 1
1
w :/ / —dx
o Jo |z
1 1
wT :/ / id.ﬂl:
o Jo |zl
1 1
wyY :/ / ida:.
o Jo |zl

Losen wir nach x,y und w erhalten wir Stiitzstellen und Gewichte der neuen Kubatur-
formel. Hierbei ist zu beachten, dass diese nichtlinear vom Integrationsgebiet abhéngen.
Die Stiitzstellen sind z.B. nicht immer das Zentrum des Integrationsgebietes wie bei der
Mittelpunktregel. Dessen ungeachtet ldasst sich eine zusammengesetzte Kubaturformel
mit Hilfe der grundlegenden Formel erstellen. Der Vorteil dieser neuen Regel ist, dass die
Fehlerabschatzung nur noch von der Regularitét der Funktion f abhéngt und nicht mehr
vom ganzen Integranden. Wir bezeichnen sie als Gaufs-Jacobi-Formel.

dx nume-

Beispiel A.1.1. Sei Q@ = (—1,1)? und wir wollen das Integral I[f] = [, ex‘z}(‘m)

risch berechnen. Der gesamte Integrand ist unstetig in (0, 0), wohingegen exp(z) € C*°(2)
gilt. Wir vermuten, dass die Mittelpunktregel nicht ihre volle Konvergenzordnung von
O(h?) erreicht. Im Gegensatz dazu sollte die neue Kubaturformel die Fehlerordnung
O(h?) voll erreichen, da sie in diesem Fall nur von der Regularitiit der Exponentialfunk-
tion abhéngt.

Die numerischen Tests zeigen eindeutig die Fehlerordnung O(h?) fiir die neue Regel
und eine Fehlerordnung O(h) fiir die Mittelpunktregel (siche Abb. A.1.1 fiir eine doppelt
logarithmische Darstellung des Fehlers und Tabelle A.1.1). Die Tabelle zeigt die mittels
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Abbildung A.1.1: Fehler iber Anzahl Punkte und Durchmesser, sowie Stiitzstellen

der Methode der kleinsten Quadrate berechnete numerische Fehlerordnung, sowie die op-
timale Fehlerordnung, einmal fiir die Anzahl Punkte N und einmal fiir den Durchmesser
eines Elementes hpyax. Bei einer Halbierung des Durchmessers vervierfacht sich die An-

Kubatur Fehler (N) Fehler (hmax)

Mittelpunktregel | -0.498 (N~'/2) | 0.995 (hmax)

Gauk-Jacobi-Formel | -0.999 (N=1) | 1.998 (h2

max)

Tabelle A.1.1: Fehlerordnung

zahl der Punkte in unserem Beispiel. In Abbildung A.1.1 werden auch die Stiitzstellen
der Mittelpunktregel im Vergleich zu der Gaufs-Jacobi-Formel gezeigt. Letztere zeigen
eine Verschiebung zum Ursprung hin. JAN

Gravierender wird der Unterschied in der Fehlerordnung, wenn wir Formeln hoherer
Ordnung betrachten. So wird die zusammengesetzte Gaufs-Legendre-Formel bei diesem
Beispiel ebenso nur eine Fehlerordnung von O(h) erreichen, wohingegen die ihr entspre-
chende Gaufk-Jacobi-Formel nach Behandlung der schwach-singuldren Gewichtsfunktion
die volle Fehlerordnung von O(h*) erreicht.

Problematisch bei der Anwendung in der Peridynamik ist, dass die Stiitzstellen fiir
jeden Horizont angepasst werden miissen. Zwei Horizonte, die sich iiberschneiden, hétten
im Allgemeinen keine Stiitzstellen gemeinsam. Dies fiihrt zu Schwierigkeiten, da die Ver-
schiebungen an jedem Kubaturpunkt in jedem Zeitschritt bekannt sein miissen. Dieses
Problem liefse sich wie oben beschrieben nur durch Interpolation der Verschiebungsfunk-
tion vermeiden.

Passt man die Formel hingegen so an, dass nur die Funktion %‘ exakt integriert wird,
so sind die Stiitzstellen frei wahlbar und koénnten z.B. als Mitte{punkte gewahlt werden.
Es werden zwar noch um den Ursprung punktsymmetrische Funktionen bei Integration
{iber [—1,1]? oder B;(0) exakt integriert, aber eine allgemeine Fehlerabschitzung liefert
nur eine Ordnung von O(h). Wie im Beispiel schon gesehen bietet dies keine Verbesserung
gegeniiber der Mittelpunktregel. Es ist im Fall der Peridynamik somit nicht sinnvoll den
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singuldren Charakter der Kraftfunktion in Stiitzstellen und Gewichten zu verarbeiten.

Weglassen der Singularitit

Der schwach singuldre Integrand der Peridynamik lésst sich im Zentrum des Horizontes
nicht auswerten. Eine noch verbliebene Moglichkeit besteht im schlichten Weglassen der
fraglichen Stelle, genauer gesagt der Integrand wird hier auf Null gesetzt. Dies entspricht
der allgemeinen Vorgehensweise bei der numerischen Methode in der Peridynamik.

A.1.4 Die Formeln von Clenshaw und Curtis

In [47] stellt TREFETHEN die Frage ob die Gauk-Legendre-Quadratur besser sei als die von
Clenshaw und Curtis. Mit (N +1) Punkten integriert die Gauk-Quadratur Polynome vom
Grad 2N +1 exakt. Wie man zeigen kann sind Gauft-Formeln in diesem Sinne optimal, d.h.
es existieren keine Formeln, die mit der gleichen Anzahl Punkte auch noch Polynome von
hoherem Grad exakt integrieren. Newton-Cotes Formeln mit (N +1) Punkten integrieren
Polynome vom Grad N exakt, leiden aber fiir N — oo unter dem Phidnomen negativer
Gewichte. Aufserdem ist die Konvergenz nicht gesichert.

Dahingegen bieten die Formeln von Clenshaw-Curtis den gleichen Genauigkeitsgrad
wie die von Newton-Cotes ohne die genannten Schwierigkeiten. Fiir Aufgabenstellungen
in denen Adaptivitdt wichtig ist, konnen aufserdem schon berechnete Werte einfach wei-
terverwendet werden. Die Stiitzstellen sind explizit gegeben. Im Gegensatz dazu sind bei
Gauf-Formeln nach Unterteilung eines Intervalls [a,b] in zwei Teilintervalle im Allgemei-
nen samtliche Stiitzstellen verschieden. Es miissen daher sdmtliche Werte des Integranden
neu berechnet werden.

Einen Ausweg bieten sogenannte Gauf-Kronrod-Schemata die durch Hinzufiigen von
(N + 1) Punkten in eine N-Punkt-Formel eine neue Formel vom Grad 3N + 1 erstellen.
Einfacher ist die Moglichkeit der Adaptivitét bei den Formeln von Clenshaw und Curtis
moglich. TREFETHEN zeigt nun an Beispielen, dass der Faktor zwei Vorteil der Gauf-
Formel selten zum Tragen kommt und, dass hiufig die gleiche Genauigkeit erreicht wird.
Er untermauert diese Beobachtung durch Theoreme, die dieses Verhalten erklaren.

Koénnten wir genau so gut Clenshaw-Curtis-Formeln statt der Gaufs-Quadratur ver-
wenden? Hierzu ist zu sagen, dass der beobachtete Effekt der gleichen Genauigkeit nur
im Eindimensionalen auftritt. Fiir tensorielle CC-Formeln im Zweidimensionalen ist dies
nicht zu beobachten. (siche SOMMARIVA et al. [46])
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A.2 Raume und Normen

Raume stetiger und stetig differenzierbarer Funktionen

Definition A.2.1. Sei Q € R? beschréinkt und offen. Dann ist der Raum C(Q) definiert

als
C(Q) = {u:Q — R:u ist stetig auf Q und stetig fortsetzbar auf Q}.
Durch
u = ||u)|co == max |u(z
Jull ey = o = max fu(o)

ist auf C'(Q) eine Norm definiert, mit der C'(Q) zum BANACH-Raum wird.
Ebenso definieren wir Rdume stetig differenzierbarer Funktionen.

Definition A.2.2. Sei Q C R? beschrinkt und offen und sei & € N. Dann ist der Raum
C*(Q) definiert als

CF*Q) = {u:Q —R: 0% € C(Q) fiir alle a mit |a| < k}.

Auf C*(Q) definieren wir durch

lullgn = Mullkoo = 3 10%ullc

a<k
eine Norm mit der C*(Q) ein BANACH-Raum ist. Eine dquivalente Norm ist durch

o— (6%
oo = mase 0% o
gegeben.

Raume Holder-stetiger Funktionen

Definition A.2.3. Sei Q C R beschriinkt und offen, weiter seien & € N und A € (0, 1].
Dann ist der Raum C**(Q) definiert als der Unterraum von C*(Q), der aus den Funk-
tionen u besteht, die fiir 0 < o < k auf © die folgende Bedingung erfiillen. Es existiere
eine Konstante ¢ > 0, so dass

0% u(e) = *u(y)| < cle—y*, wye.

Auf dem Raum C**(Q) wird durch

a 6&
lullgens = el or +§jwp (z) = O*uly)
A1k TS0 |z —yl

eine Norm definiert mit der C**(Q) ein BANACH-Raum ist.

Bemerkung. Der Raum C%1(€Q) ist der Raum der LIPSCHITZ-stetigen Funktionen.
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Die Lebesgue-Raume LP

Zur spateren Definition der SOBOLEW-Raume verwenden wir die LP-R&ume, benannt
nach Henri Léon LEBESGUE.

Sei Q C RY beschrinkt und offen. Dann bezeichnen wir mit LP(Q) (1 < p < oo)
den Raum der LEBESGUE-messbaren Funktionen, deren Betrag in p-ter Potenz auf €2
LEBESGUE-integrierbar ist. Mit der Norm

1/p
(/ lu(x) P dx) fir 1 <p< oo,
— Q

lull e (o) = llullopa =

esssup |u(z)] fiir p = o0
e}

ist LP(€2) ein BANACH-Raum.

Sobolew-Raume

Definition A.2.4. Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet, ¥ € N und 1 < p < oo. Dann ist
der SOBOLEW-Raum W*P(Q) definiert als

WEP(Q) == {u € LP(Q) : Ya mit || <k 3 0% € LP(Q)}.

Die zugehorige Norm ist definiert als

b \VP
07p79) fiir 1 <p < oo,

(% l1ovul

la[<k

||uHkaP(Q) = [ullkp0 =
max ||0%ul[,00,0 fir p = oo.
| <k

Weiter definieren wir mit

1/p
( > ||aau\|gﬁp,9> fir 1 < p < oo,
lulyrrq) = [ulppo = 1o=*
ma [0%ul]0,00,0 fiir p = oo
ol=

eine Halbnorm auf W*P(Q). Ist das betrachtete Gebiet aus dem Zusammenhang ersicht-
lich so schreiben wir kurz || - [[gp statt || - || p0 und |- |, , fir [ [, o

Definition A.2.5. Seien o und 8 zwei Multiindizes aus N¢. Wir sagen § < «a, wenn
Bj < aj fiir alle j = 1,...,d gilt. Weiter definieren wir a! := aq!- ... a4!. Fiir 8 < « ist
a — (3 ebenso ein Multiindex. Auferdem gilt dann |a — 8|+ || = |a|. Fiir den Binomial-

< > /f o ! : < 1) ‘ ‘ ( d)
!( )! o e .

Lemma A.2.6. Fir Multiindizes 8 und o mit 8 < a und Funktionen u und v, die
|a|-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung von x sind, gilt die LEIBN1Z-Formel:

o (w)(x) = Y (g) 8%u(2)8° Po(z).

BLa



B Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadraturformeln zur Approximation eines Integrals I[f] erhélt man,
indem man die Funktion f € Cla,b] durch ein Interpolationspolynom ersetzt und die-
ses integriert. Wir betrachten kurz die Polynominterpolation im Eindimensionalen und
konstruieren im Anschluss beispielhaft fiir eine Dreieckregel sowie eine Rechteckregel das
zugehorige Interpolationspolynom. Integration dieser Polynome liefert dann die uns schon
bekannten Kubaturformeln.

B.1 Polynominterpolation

Gegeben seien N + 1 Stiitzstellen xg, . .., zx und dazugehorige Werte vy, . .., yn. Ist nun
ein Polynom p € PN (R) mit Héchstgrad N gesucht, so dass p(z;) = y;, i = 0,..., N, so
spricht man von Polynominterpolation.

Satz B.1.1. Bei paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; mit i=0,...,N, ist das zugeho-
rige Interpolationspolynom p € PN(R) eindeutig bestimmt.

Mit Hilfe der LAGRANGEschen Polynome lésst sich das Interpolationspolynom einfach
darstellen. Dazu bezeichnen wir mit

das j-te LAGRANGE-Polynom. Es gilt L; € Py. Das Polynom

N
pr(x) =Y Li(x)f(x;)
j=0

interpoliert zwischen den Werten f(xz;) und es gilt py(z;) = f(x;). Integration des Inter-
polationspolynoms py liefert die zugehorige interpolatorische Quadraturformel,

/ ' pr(a) e = QU] ~ / ' f(a) d

Sind die Stiitzstellen dquidistant gewéhlt, so erhilt man als Quadratur die Formeln von
NEWTON-COTES. An dieser Stelle ist zu sehen, dass die Wahl dquidistanter Stiitzstellen,
sowohl bei der Polynominterpolation (RUNGE’s Phénomen), als auch bei der Konstruk-
tion von Quadraturformeln (Divergenz des NEWTON-COTES-Verfahren) zu schlechten
Ergebnissen fiihrt.

92
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B.2 Interpolation auf Dreiecken

Alle Quadratur- und Kubaturformeln, die wir betrachten, kénnen wir als interpolatorische
Quadratur- oder Kubaturformeln auffassen. Statt direkt eine Naherung fiir das Integral zu
suchen betrachten wir die zu integrierende Funktion f selbst. Wir suchen nun ein Polynom
py, das f moglichst gut approximiert. Integrieren wir dieses Polynom py erhalten wir eine
Néherung fiir das Integral {iber die Funktion f. Wir haben das Problem der Integration
folglich auf das Auffinden einer guten Polynomapproximation zuriickgefiihrt.

Durch die Wahl der Stiitzstellen fiir die Polynominterpolation gerade als die Stiitz-
stellen der Kubaturformel erhalten wir nach Integration des Interpolationspolynoms die
Gewichte der urspriinglichen Kubaturformel.

Betrachten wir Dreieck 6 mit vier Punkten aus Kapitel 1.1.3 (siche Abbildung 1.1.5).
Fiir die Stiitzstellen aus [43] wurde eine neue exakte Wurzeldarstellung berechnet. Es gilt
x1 = (v1,1), X2 = (1/2,1/1) T3 = (V3,1/4) und x4 = (v4,v3) mit

=2 _ —V6-— 111
vy 10 20f \f+ f 0.075031110,
vy = E — 2—0\/ f— —\/§:0.280019915,
3
vy = E + 55 f 6+ 15 f 3+ f 0.666390246,

2 S V6 — /3 —/2=0.178558728.
v 10+20\[ 10\f 20\[

Wir wollen Polynome p;
pi(z,y) = ai + bix + ciy + dix®, i=1,...,4,

so anpassen, dass sie jeweils in einem der vier Punkte eins werden und in den anderen
Null. Fiir die einzelnen Polynome erhalten wir nach Losen des entsprechenden Glei-
chungssystems

a1 = %(+3+6f+2f+3f> blzi(—45f—20\/§—5\/6)
01:%( 3v2 +4v3 - 5V6) d §(+15\f+5xf)
aQ:%(Jrs 6[—2f+3f) b2:—(+45x/§+20f3—5\/6)
CQZ%(JF V3-5V6) da %(15\f—5\f)
a3:%(+3+6\f 2v/3 - 3V6) b3:—<—45\f2+20\/§+5\/6)
03:%( 3v2 - 4v3 +56) ds %(+15f—5f)
a4:%(+3 6v2 + 23 — 3v6) b4:—<+45f—20\/§+5\f6>
C4=%(+3\f+4f+5f> d é( 15V2 4 5V3) .
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Das Interpolationspolynom py zur Funktion f konnen wir dann schreiben als

pr(x) = f(z1)p1(z) + f(z2)p2(2) + f(23)p3(x) + f(xa)pa(z),

wobei @1, 2, 3 und x4 wie oben gewihlt werden (siche auch Abbildung 1.1.5). Integrie-
ren wir nun iiber das Interpolationspolynom so erhalten wir die Kubaturformel (1.1.7)

aus Kapitel 1.1.3. Es gilt
1 1—2
L[ sr@ayas = ain.

Somit ist die Kubaturformel eine interpolatorische Kubatur.

B.3 Interpolation auf Rechtecken

Wir hatten bei der Interpolation im Eindimensionalen schon die LAGRANGE-Polynome
kennengelernt. Fiir die Interpolation auf Rechtecken kénnen wir ein Produkt eindimen-
sionaler LAGRANGE-Polynome benutzen. So wie die Gauf-Legendre-Kubaturformeln im
Mehrdimensionalen aus einer Produktdarstellung der eindimensionalen Quadraturfor-
meln herriihren so existiert auch eine einfache Darstellung der mehrdimensionalen LA-
GRANGE-Polynome.

Definition B.3.1. Wir definieren das p-te LAGRANGE-Polynome in der Dimension d,
p=(p1,- .., pa), durch

N i
T — X

k=1 i=0 L k

Dabei bezeichne der obere Index jeweils die Stiitzstelle und der untere Index die Dimen-
sion, & = (z1,%2...,24), T, ist die i-te Stiitzstelle im Intervall [ay, by).

Das zugehorige Interpolationspolynom ist definiert auf R = [a1,b1] X ... X [ag, bg]-

Beispiel B.3.2. Betrachten wir die Mittelpunktregel auf R = [—1,1] x [—1,1]. Da nur
eine Stiitzstelle vorhanden ist, erhalten wir ein leeres Produkt und somit L(x) = 1. Das
Interpolationspolynom zur Funktion f hat die Form py = f(xar), wobei 2 = (0,0) der
Mittelpunkt von R sei. Integration des Interpolationspolynoms liefert die Mittelpunktre-
gel

QfI = R f(zar).

A

Beispiel B.3.3. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Gaufk-Legendre-Formel. Wir
erhalten fiir die LAGRANGE-Funktionen

Lisza(x) =
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wobei L = L(070), Ly = L(I,O)’ Ls = L(O,l) und Ly = L(l,l)v und somit fiir das Interpo-
lationspolynom
3(z+7)3(y+7)

2v3  2V3
3(x—7)3(y—7) 3(x+7)3(y—7)

2V/3 23 2V/3 2/3
V3

mit T = %2. Integration iiber das Interpolationspolynom liefert auch hier die entspre-

3
/_11 /_llpf@:)dxdy = Q).

3(x—7)3(y+7)
2V/3 2V/3

+ f(—z,7)

pi(x) = f(z,7)

+f(—z, —7) + f(z,-7)

chende Quadraturformel

A

Ebenso wie in den vorangegangenen Beispielen kénnte man auch bei der Quadratur mit
Eckpunkten vorgehen und auch hier Q[f] als interpolatorische Quadratur identifizieren.
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