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1 Einleitung

Bei der Untersuchung parabolischer partieller Differentialgleichungen ist zunéchst
von Interesse, ob mogliche Losungen eines Problems existieren und ob diese ein-
deutig sind. Das Vorgehen bei der Uberpriifung von Existenz und Einzigkeit sol-
cher Losungen in unendlichdimensionalen Rdumen besteht tiblicherweise darin,
das gegebene Problem zu diskretisieren. Es wird eine Familie endlichdimensionaler
Probleme konstruiert, auf dessen Basis sich die Existenz einer stationiren Lo-
sung mit etwa dem Lemma von Lax-Milgram nachweisen lasst. Anschlieftend folgt
die Uberpriifung von Apriori-Abschétzungen, die zusammen mit entsprechenden
Kompaktheitsargumenten die Existenz eines Grenzwertes der Folge endlichdimen-
sionaler Probleme liefern. Ublicherweise gilt dies jedoch nur fiir Teilfolgen. Zuletzt
wird bei der Suche nach der Existenz von Losungen parabolischer Probleme ge-
priift, ob der erhaltene Grenzwert dem urspriinglichen Anfangsproblem geniigt.
Die Einzigkeit, falls vorhanden, wird héufig aus den Apriori-Abschétzungen ge-
schlossen.

Diese Seminararbeit zum Thema "Kompaktheit von Familien von Funktionen mit
Werten in einem Banach-Raum"basiert auf einer Ausarbeitung von Thierry Gal-
louét (Université de Provence) und Jean-Claude Latché (Institut de Radioprotec-
tion et de Streté Nucléaire).

Der Fokus dieser Ausarbeitung liegt auf einem Satz, der als eine Generalisierung
des Lemmas von Lions-Aubin fiir parabolische Probleme aufgefasst werden kann.
Dieser liefert die Konvergenz einer Folge stiickweise konstanter Funktionen in der
Zeit, die Werte in einer Folge von endlichdimensionalen Teilrdumen eines Banach-
raumes B annehmen. Problematisch ist hierbei, dass sowohl die diskreten Raume,
als auch die darauf initialisierten Normen von einem Laufindex n abhéngen.

Um dieses Kompaktheitsresultat beweisen zu kénnen, wird zunéchst damit be-
gonnen, einen Satz tiber relativ kompakte Mengen in LP((0,7"), B) darzulegen. Es
folgen weitere notwendige Kompaktheitslemmata. Anschlieffend wird das oben ge-
nannte Kompaktheitsresultat im diskreten und im nicht-diskreten Fall angefiihrt.
Zuletzt wird in einem Ausblick verkiirzt ein Turbulenzmodell vorgestellt, in dessen
Losungstheorie die zuvor bewiesenen Kompaktheitsargumente Anwendung finden
koénnen.

Die in dieser Arbeit vorgefithrten Beweise werden durch Strukturdiagramme un-
terstiitzt, die im Anhang wiedergefunden werden konnen.



2 Klassische
Kompaktheitsresultate

Sei (B, ||]|s) ein beliebiger Banachraum. Diesen Abschnitt beginnen wir mit einem
Kompaktheitskriterium fiir Mengen in L?((0,7"), B), welches auf Andrei Nikolaje-
witsch Kolmogorow (1903-1987) und Marcel Riesz (1886-1969) zurtickgeht. Der
Beweis basiert zu einem Grofsteil auf dem nach Cesare Arzela (1847-1912) und Gi-
ulio Ascoli (1843-1896) benannten Satz von Arzela-Ascoli. Anschliefend findet das
Lemma von Ehrling Erwahnung, welches in verschiedenen Versionen aufgefiihrt
wird. Das Lemma von Ehrling ist wegfiihrend fiir den Beweis des Lemmas von
Lions-Aubin und ist dementsprechend zum Teil auch unter dem Namen Lemma
von Lions zu finden.

Definition 2.1 Seien f,g Funktionen mit f,g: R — B. Dann definiert

(f *g)(x) = / fw)gle —y)dy
R
die Faltung von f und g.

Definition 2.2 Sei ¢ > 0 beliebig. Eine Folge {¢n}nen heifst Folge von Mitte-
lungskernen genau dann, wenn gilt:

e p € C.~(R,R),
o [ppdr=1und >0,
e v, (z) =ne(nx) firneN, zeR.

Erinnerung (Satz von Arzela-Ascoli fur C([0, 7], B))
Sei F' C C([0,T], B) eine Familie stetiger Funktionen f : [0,7] — B. Dann ist F
genau dann relativ kompakt in C([0, T, B), wenn

1. die Menge {f(t)|f € F} fiir jedes t € [0, T] relativ kompakt ist in B,

2. F gleichgradig stetig ist von [0,7] zu B fiir alle f € F.

Satz 2.1 Vorgelegt sei F C LP((0,T), B) mit 1 < p < oo. Die Menge F' ist relativ
kompakt in LP((0,T), B), wenn F die folgenden Bedingungen erfillt

1. fir alle f € F existiert ein Pf € LP(R, B), sodass Pf = [ fast tberall in
(0,T7) und ||Pf||rrw,p) < C fiir ein C >0,

2. fiir alle o € C=(R,R) ist die Familie { [, (Pf)pdt| f € F} relativ kompakt
m B,



3. ||Pf(-+h) = Pfllerwy — 0 fiir h — 0 gleichmdpig in f € F.

Beweis Der Beweis der relativen Kompaktheit von F soll in zwei Schritten er-
folgen. Unter der Verwendung des Satzes von Arzela-Ascoli zeigen wir zunéchst,
dass die Menge F,, = {(Pf*yy) [om |f € F} relativ kompakt ist in LP((0,T), B),
wobei {¢,} eine Folge von Mittelungskernen sei. In einem zweiten Schritt priifen
wir anschliefsend die gleichméfige Konvergenz von Pf x ¢, gegen Pf in LP(R, B)
in felkF.

Schritt 1 Sofern die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli erfiillt sind,
erhalten wir umgehend die relative Kompaktheit von F,, in C ([0, T], B). Wir priifen
also zunéchst die relative Kompaktheit von {Pf * ¢, (t)|f € F'} in B.

Fiir t € [0, 7] definieren wir hierzu die Funktion ¢(s) := ¢, (t — s), wobei s € R.
Unter Verwendung der Definition der Faltung erhalten wir fiir alle f € F', dass

Prognt) = [ PRt =s)ds= [ P(s)uls)as

R

Da mit ¢, offensichtlich auch ¢ in der Menge C'°(R, R) enthalten ist, ist

{ Jo(Pf)pdt] feF } nach Voraussetzung relativ kompakt in B. Folglich ist auch
die Menge {Pf x p,(t)|f € F} fir alle t € [0, T] relativ kompakt in B.

Kommen wir nun zur gleichgradigen Stetigkeit. Nach Definition der Faltung gilt

[P £ pn(te) = Pf o+ on(t1)l| < /RHPf(S)HB |on(ta = 5) = @n(ts — 5)| ds.

Anschliefende Anwendung der Holderschen Ungleichung! ergibt

1P @nlta) = Pf*pn(t)]|

<([esom ds)’l’ ([ 1oatta=5) = gt - 3>|qu)3

:||PfHLP(R,B) ||80n<t2 - ) - @n(tl - ')HLq(R),
wobei wir ¢ = z% setzen.

Nach Voraussetzung wissen wir, dass ¢, € C°(R,R) und || P f||r(r,y < C. Somit

lasst sich ein § > 0 in Abhéngigkeit von ¢ und C finden, sodass ||Pf * ¢, (t3) —

Pfxp,(t1)||p <efiiralle f € Fundt €[0,7] mit [t —t;| <. Dies impliziert

die gleichgradige Stetigkeit und dank des Satzes von Arzela-Ascoli erhalten wir

zudem die relative Kompaktheit von F,, € C([0, 7], B).

Letztlich kénnen wir auf Grund der stetigen und dichten Einbettung von C(]0, 77, B)
in LP((0,T), B) zusétzlich auch die relative Kompaktheit von F,, € L*((0,T), B)

folgern.

1Seien p, q € (1, 00) mit 1%4— % =1und f € LP(Q), g € L1(N). Definiere p = 1 fiir ¢ = 0o und
p = oo fiir ¢ = 1. Dann ist f-g € L'(Q) und

/Qf(t)-g(t)dtg (/Q|f(t)|pdt>; (/Q |g(t)|th>q fiir £ € Q.



Schritt 2 In diesem Schritt soll die gleichméfige Konvergenz in f € F von Pf*p,
gegen Pf in LP(R, B) gezeigt werden. Wir wollen also zeigen, dass ||Pf x ¢, —
Pfl|r(r,3y — 0 gleichméfig in f € F fiir n — oo.

Unter Verwendung der Mittelungskerneigenschaft betrachten wir vorerst

Pf*gpn—Pf:/RPf(t—s) gpn(s)ds—Pf/Rgpn(s)ds
= [(Ps(t =)= Pr@) puls) ds.

Anwenden der Norm und anschlieffende Substitution mit § = ns ergibt in diesem

Fall
1

1Pf * gult) = PRl < / (Pt -

-1
1

- [(pse-

-1

)= PR o (3) - ds

S| w

)= Pf(t) ¢(s) ds.

S| w

Nun bilden wir die p-te Potenz und nutzen die Héldersche Ungleichung und be-

trachten
1 p

1P oo =PIl < | [1IPFE=2) = POl o(5)] ds

P
1 q

PO ds /!so I ds

< [1Pse=2)= PRI ds Nl

IA
—
~
-~
=
|
3| w

Indem wir die obige Ungleichung nach ¢ integrieren und den Satz von Fubini an-
wenden, folgt schlieflich

§ _
1P % o — P < / / 1P £t = 2) = PRI ds |1l e dt
||Pf — PfII ds [|ll}
L?(R,B) PlliLar)
S
<2 sup [|Pf(-—=) = Pfllpes el
s€[—1,1] n
§2|S|up |Pf(-+h) — PfHLPRB HSOHLq(R
hl<i



Fiir n — oo konvergiert offensichtlich h — 0. Da aber nach Voraussetzung
|Pf(-+h) = Pfllerr,py — 0 fiir b — 0 gleichméfig in f € F" und
||<pH7Zq(R) < const erhalten wir die gleichméfige Konvergenz in LP(R, B).

Da also F,, = {(Pf * ¢n) o, |f € F} relativ kompakt ist in LP((0,7), B) und
Pf x ¢, gegen Pf konvergiert fiir n — oo, konnen wir letztlich folgern, dass die
Menge F' C LP((0,T), B) relativ kompakt ist.

g

Bemerkung 1 Die Riickrichtung des Satzes gilt ebenfalls. Da diese jedoch fiir die
weitere Beweisfiihrung nicht bendtigt wird, soll sie innerhalb dieser Ausarbeitung
nicht dargestellt werden. Es sei hierzu auf [? | verwiesen.

Lemma 2.1 (Lemma von Ehrling) Seien (X, ||-||x), (B, || ||5) und (Y,||-|lv)
Banachrdume, sodass
XS BwY.

Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Konstante C(g) > 0, sodass fiir alle v € X gilt
vlls < ellvllx + C(e)[v]]y (2.1)

Beweis Dieser Beweis soll durch Widerspruch gefiihrt werden. Es sei also ange-
nommen, dass (2.1) nicht gilt. Dann existiert ein € > 0 und Folgen {v, }nen in X
und {d, }neny in Ry mit d,, — oo fiir n — oo, sodass

llonllB > €llvnllx + dnllvn|ly  fiir alle n € N.

Mit w,, = —2— erhalten wir
llonllx
v v
[|wn|lB = [[vn]] 5 25+dn|| nlly = ¢+ dy||w,]ly. (2.2)
||vn|x ||| x

Die Konstruktion von w, impliziert, dass ||w,||x = 1 und da X stetig dicht einge-
bettet ist in B, gilt zusétzlich

llwnllp < ¢ |Jwy||x =c¢  fiir ein c € R.

Somit ist w, beschrénkt in B und mit (2.2) folgt, dass [|lw,|ly < 7. Da nach
Voraussetzung d,, — oo fiir n — 0o, konvergiert folglich auch

l|wn|ly = 0 fiir n — oo. (2.3)

Aus der kompakten Einbettung von X in B konnen wir allerdings weiterhin folgern,
dass eine Teilfolge {w, }nen mit

Wy —w in B

existiert. Wegen der stetigen Einbettung von B in Y ergibt sich zudem sofort die
Konvergenz von
Wy —>w inY.

Zusammen mit (2.3) liefert dies w = 0. Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass
||wn||g — 0, welches mit (2.2) den Widerspruch zu € > 0 bildet. O



Fiir das Lemma von Ehrling kdnnen wir zuséatzlich eine alternative Formulierung
angeben, die unter anderem dazu dienen kann, die Definitionen von stetiger und
kompakter Einbettung in Erinnerung zu rufen.

Lemma 2.2 Seien (X, || ||x),(B,]||-||5) und (Y,|| - |ly) Banachrdume mit X C
B CY, fir die folgende Figenschaften gelten:

e jede in X beschrinkte Folge {v,}nen besitzt eine in B konvergente Teilfolge
{Unk}kEN;
e aus v, — v in B und ||v,|ly — 0, folgt v = 0.
Dann gibt es fiir alle € > 0 eine Konstante C(e) > 0, sodass fir alle v € X gilt
lvlls < ellvllx + Cle)]|v]ly-

Falls der betrachtete Banachraum zudem ein Hilbertraum ist, kénnen wir auf einen
Spezialfall des Lemmas verweisen, dessen Beweis denkbar einfach ist.

Lemma 2.3 Sei (B, (+,*)p, ||-||) ein Hilbertraum und (X, ||-||x) ein Banachraum
mit X C B. Ferner set
H’X*: sSup ('au)Ba

ueX,

llullx <1
die zu || - ||x definierte duale Norm. Dann gilt fir alle ¢ > 0 und v € X die
Abschdtzung

1
lolls < effvllx + [lvllx-.

Beweis

Sei v € X. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélten wir

1 1
x0)2 < ellollx + vl

1
ol = (v,0)5 < (l[v]lx][v] X,



3 Variation des Lemmas von
Lions-Aubin

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, welche Voraussetzungen erfiillt sein
miissen, damit eine Folge von Funktionen konvergiert, die Werte in einem Banach-
raum B annimmt. Bestimmt wird also, unter welchen Bedingungen die Existenz
eines Grenzwertes gefolgert werden kann. Dies wird zunéchst im nicht-diskreten
Fall geschildert und anschliefsend im diskreten Fall. Insbesondere letzterer ist von
immenser Bedeutung fiir die Untersuchung der Existenz von Losungen paraboli-
scher partieller Diffentialgleichungen. Dieser kann als eine Spezifizierung des Lem-
mas von Lions-Aubin angesehen werden, welches auf die zwei franzosischen Ma-
thematiker Jacques-Louis Lions (1928-2001) und Jean-Pierre Aubin (geb. 1939)
zuriickgeht.

3.1 Nicht-diskreter Fall

Bemerkung 2 Sei v € L'((0,7),X) und gilt fir die distributionelle Ableitung
& e LM(0,7),Y), dann istu € C([0,T],Y) und es gilt

t

d
u(t) = u(0) + / d—?(s) ds  fir alle t € [0,T].
0

Ferner ist u absolut stetig als Funktion mit Werten in Y.

Beweis Sei v = 2 im schwachen Sinne und definiere w € C([0,7) durch

w(t) = /v(s) ds fur alle t € [0,T].

0
Weiterhin seien t,t; € (0,7) mit t; < ty. Fiir t € (0,7) setzen wir

t

Un(t) = /tsf?n(tl —5)ds — /%(tl — s)ds,

0
wobei {¢, }nen eine Folge von Mittelungskernen sei mit
e p€ C~[R,R),
o [pdr=1und ¢ >0,

o ¢,(r) =np(nz) firneN, zekR.



Falls 2 < ¢; und + < T —t5, so ist ¢» € C2°((0,T),R) und

(W) (t) = @u(ti — ) — @(ts — t)  fiir alle ¢ € (0,7).

Dann gilt nach Definition der Faltung und der schwachen Ableitung
u(s) (@nlt1) — @n(t2)) ds

/T u(s ds = [ sy ds.

Da 1, in (0, T") fast iiberall gegen die charakteristische Funktion 1y, ,,; konvergiert,
kénnen wir folgern, dass

u* @n(t1) — u* @p(ts)

\»’ﬂ

to

T
/v Yn(s)ds — / ]l[tmds——/v(s)ds inY.
0

t1
Fiir fast alle ¢, ¢y aus (0,7") schliefen wir somit, dass

to

u(ty) — u(ty) = — /v(s) ds = w(ty) —w(ty).

t1
Dies zeigt, dass ein ¢ € R existiert, sodass u = w + ¢ und folglich v € C([0,7],Y).
U

Satz 3.1 Seien (X, || ||x), (B,||-||5) und (Y,|| - ||ly) Banachriume, sodass
X <S5 B<Y.

Ferner sei 1 < p < oo und {uy,}nen eine Folge von Funktionen mit den Eigen-
schaften

L |un|| o 0,m),x) < M fiir ein M >0,
2. H%HLP((O,T),Y) < K fiir ein K > 0.

Dann existiert ein uw € LP((0,T), B) und eine Teilfolge {uy, }ren von {u,}, sodass
Up, — u in LP((0,T), B).

Beweis Ziel des Beweises ist die Anwendung von Satz 2.1. Insofern werden wir

nachfolgend die einzelnen Voraussetzungen des Satzes iiberpriifen. Hierfiir sei ¢ €

C’OO([ ,2T),R) so gewdhlt, dass p(t) = 1 fiir t € [0,7] und p(t) < 1 fiir jedes
e[-T, 2T]. Sei n € N. Fiir die angehende Rechnung definiere mit

o Jua@),  fiirt € (0,7
udﬂ—{uA_m fiir t € (=T,0)

10



Un(t+T) =u,(T —1t) fir t € (0,7).

die Fortsetzung von w,(t) auf das Intervall (=7, 27"). Die Grundidee dieser Fortset-
zung besteht in einer Spiegelung der urspriinglichen Funktion zu den Zeitpunkten
0 und 7. Dementsprechend lésst sich leicht erkennen, dass fiir einen beliebigen
Banachraum V' die Gleichung

||ﬂ||ip((7T,2T),v) = 3||un||12p((o,T),v) (3.1)

gilt. Wir definieren weiterhin
Pu,(t) = p(t)u,(t) fir alle t € (=T,2T).

Voraussetzung 1 Nach Konstruktion ist Pu, (t) = ¢(t)u,(t) = u,(t) fir t € (0,7T).
Weiterhin kénnen wir festhalten, dass

||Pun‘|§p(R7B) = |[p I_Ln||I£p((_T72T),B) < ||ﬂn||}£p((_T,2T)7B) = 3||un||}£p((o7T)7B),

Aufgrund der kompakten Einbettung von X in B und nach Voraussetzung ist
|wn||Lr(0,1),8) < Cllunl|rr0,1),x) < CM.

Somit kénnen wir folgern, dass Pu,, in der LP(R, B)-Norm beschrankt ist, welches
die erste Voraussetzung des Satzes 2.1 zeigt.

Voraussetzung 2 Sei ¢ € C°(R,R). Um die zweite Voraussetzung des Satzes -
die relative Kompaktheit von { [, Pu,(t)i(t) dt|n € N} in B - zu zeigen, geniigt
es die Beschrianktheit eben dieser Menge in X zu zeigen. Denn aufgrund der kom-
pakten Einbettung von X in B besitzt jede in X beschrankte Folge auch eine in
B konvergente Teilfolge.

Wir kénnen die Holdersche Ungleichung anwenden und erhalten

l

2T
<l [ 11Pun(®)lx i
-7

/R Py, ()0 (t) dt

X
2T 1= /or v
<ol | [177ae) [ [1Pul
T T

< [[¥lloe BT 77 [[Punllzrz.x0).

Nach Konstruktion und der ersten Voraussetzung ist zudem

[Punl|ze@x) < |[tnl|erom),x) < 3llunl|foor)x) < const.

Dies impliziert die relative Kompaktheit.

Voraussetzung 3 Fiir die dritte Voraussetzung werden wir fiir alle n € N die
gleichméfige Konvergenz von ||Puy(- 4+ h) — Puy,||1r®,5y — 0 flir h — 0 zeigen.
Hierfiir wéhle 6 > 0 so, dass ¢ € C2°([-T + 0,27 — §], R). Ohne Beschrénkung der

11



Allgemeinheit sei auferdem 0 < h < § so gewdhlt, dass t + h € (=T, 2T).
Wir kénnen zunéchst eine Abschiatzung in der B-Norm treffen. Mit dem Lemma
von Lions erhalten wir:

|Pun(t + h) = Pun(t)|[5 = [|(0(t + h) = (£))tn(t + h) + @(t) (@n(t + h) — un(t))||5
< D1l ool [ ( + )15 + €l |l [oo] @ (t + R)] x
+ellellol[un (@) |lx + Cle)l|an(t + h) = un(t)ly.

Da | - |P konvex ist, folgt mit der Jensenschen Ungleichung?

[ Pun(t +h) = Pun(t)|[p < 4 (Al ||oo[tin (t + D)||5)"
+4(ellellool[un(t + P)|[x)?
+ 4l lloo [ (0)]]x)"
+4(CE)llpllool [an(t + h) = wn(t)]]y)".

Integration nach t ergibt weiterhin

[1Pun(t + h) = Pun(t)l| o) < 4B ool [ (- + ) Lo((-12m),5))"
+4(ellelloolln(- + )| Lo((~121) X))
+ 4ellelloolltn Lo ((-121),x))”

HACENle [ llm(e+ ) - m (Ol d.

Nun konnen wir den zweiten und dritten Term der rechten Seite zusammenfassen
und wegen (3.1) gilt ferner

[P (t + 1) — Puy(t)]| e,y < 4(3h]|¢|so||tnl|Lr(0,1),8))"
+ 8(3el| oo l[tn | Lo ((0,1),))*

FACE) ¢l / [n(t + ) — m (D2 dt.

Fiir ¢ — 0 beziehungsweise h — 0 konvergieren die ersten zwei Terme der rechten
Seite gegen 0. Lediglich fiir den dritten Term miissen wir eine weitere Abschitzung
vornehmen. Konstruiere hierfiir wie zuvor fiir die Funktion w,, auch fur die Ablei-
tung von u,, eine Fortsetzung auf dem Intervall (=7, 2T). Sie basiert ebenfalls auf
Spiegelungen zu den Zeitpunkten 0 und 7.

'Fiir eine konvexe Funktion f und fiir nicht negative Zahlen ¢; € R mit Y, ¢; = 1 gilt

12



Lu,(t),  firtel0,T)
D, (—t), fiirte (=T,0)
d
v (t+T) = _EUH(T —t) firte (0,7)
Wegen Bemerkung 2 ist u € C([0,77],Y). Entsprechend gilt fiir ¢1,t, € (=T,2T)

im Sinne des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

to

/vn(s) ds = |un(t1) — un(t2)|.

t1

Mit Hilfe dessen und unter Verwendung der Holderschen Ungleichung kénnen wir
folgern, dass

o 2T—§ / t+h p
Sl s —aoiga< [ | [loiva) a
—-T =T t
11 1\ P
2T —§ t+h t+h P
< / /1#’1 i /||vn(s)||f;ds dt
-T t t
2T -8 t+h
ghpl/ /[|Un(s)\|§’/ds at
-T t
27T —6 2T -6
< ! / / Lo nge [0n() [} ds | dt.
-T -T
Anwenden des Satzes von Fubini liefert uns weiterhin
2T 2T -6 2T —§
/||un(t+h)_un(t)n’;dtghp—l / / Lis—nsj dt | [[on(s)][3- ds
-T =T =T
d
< hp||vn||[L)p((—T,2T),Y) - ShPHEu”HZP((QT):Y)-

Da ||%un||§p((07T)7y) nach Voraussetzung beschréankt ist, konvergiert fir o — 0
nun auch der dritte Term gegen 0. Dies komplettiert den Beweis, da mit Satz
2.1 gefolgert werden kann, dass die Menge {u,|n € N} relativ kompakt ist in
LP((0,T), B). Folglich existiert eine Teilfolge {uy, }ren von {u,}, sodass u,, — u
in L?((0,T), B).

O
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3.2 Diskreter Fall

Lemma 3.1 (Diskretes Lemma von Ehrling) Sei (B),),en eine Folge endlich-

dimensionaler Teilrdume eines Banachraumes (B, || ||g). Fir jedes n € N seien
|| |lx, und || - ||y, zwei Normen auf B,,, sodass
1. jede beziiglich || - ||x, beschrankte Folge {v,}nen €ine in B konvergente Teil-

folge {vn, }ren besitzt,
2. aus v, — v in B und ||v,||ly, — 0, folgt v = 0.

Dann ezistiert zu jedem € > 0 eine Konstante C(€) > 0, sodass fir allen € N und
ve B, qlt
vlls < elvllx, + CE)llv]ly. (3.2)

Beweis Wir beweisen die Aussage dieses Lemmas durch Widerspruch. Die Pro-
blematik besteht in der Unabhéngigkeit der Konstante C(¢) von n.
Angenommen (3.2) ist falsch, dann lésst sich ein € > 0 und eine Folge {u, }men
angeben, sodass fiir alle m € N ein n,, existiert, sodass u,, € B, und

lum|lz > elluml]x,.,, +mllunlly.,,, (3:3)

wobei n,, — oo fiir m — oo. Betrachten wir eine Folge {v,, }men, die fiir alle m € N

definiert wird durch )

Uy = 77—
" s

Uy,

Offensichtlich ist ||vy,||p = 1 und wir erkennen, dass

1 1

Somit ist v, bezliglich X, = beschrinkt und aufgrund der ersten Voraussetzung
existiert eine Teilfolge {vy, }ren von {v,,}, mit

Up,, — v in B.

Daraus ergibt sich, dass ||v||p = 1. Wegen (3.3) gilt allerdings auch, dass
1 1

1omlly,,, < —llomlls = —,

also limp, o0 |[Um ||y, = 0. Es folgt unmittelbar, dass v = 0, welches den Wider-
spruch zu ||v,||p = 1 bildet.

g

Lemma 3.2 Die erste Voraussetzung aus Lemma 3.1 impliziert, dass eine Kon-
stante Cx € R existiert, sodass jedes v € By, fiir alle n € N der Ungleichung

vl < Cx|lv]lx,, (3-4)

genigt.
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Beweis Unter der Annahme, dass die Behauptung (3.4) falsch ist, gibt es eine
Folge {un }nen, sodass fiir alle n € N ein m,, existiert mit u,, € By,, und ||u,||x,. =
1, sowie ||u,||p > n, wobei m,, — oo fiir n — oco. Da w,, beschriankt in X, ist,
existiert nach der ersten Voraussetzung von Lemma 3.1 eine Teilfolge {upn, }ren
von {u,}, sodass

Up, —> u in B.

Dies liefert den Widerspruch dazu, dass ||u,||p — oo fir n — oc.

0

Definition 3.1 Sei {N,},en eine Folge von Zeitgittern. Das Intervall [0,T) sei
mm Weiteren dquidistant zerlegt mit den Zeitschritten 1, = Nln, d.h

0= ton <tin < ... <tNym; tin = 1T,  firl <i<N,.

Sei B,, ein endllichdimensionaler Banachraum. Wir definieren den ebenfalls end-
lichdimensionalen Raum H,, als den Raum aller stiickweise konstanten Funktionen
tber jedem Intervall 1;,, := [ti—1n,tin) fir 1 <i < N, mit Werten in B, d.h

Definiere weiterhin fiir die Folge {tu,}, € B, eine Folge stiickweise linearer Funk-
tionen auf B, durch

i) = —=L firtel,.

[}

=

1, t2,n t3,n t4,n N_n,n

Lemma 3.3 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.2 existiert eine Konstante
Cr € R, sodass fir alle n € N und p € [1,00) die folgende Apriori-Abschatzung
qgilt:

Np, N,
Zmuumpn + anuai,nupn < Op.
=1 1=2
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Satz 3.2 (Diskreter Satz von Aubin-Simon) Sei{u,}.cn eine Folge von Funk-
tionen, sodass u, € H, fir alle n € N. Sei (By,)nen eine Folge endlichdimensiona-
ler Teilraume eines Banachraumes (B, || - ||g). Weiterhin seien || - ||x, und || - ||y,
fur alle n € N zwei Normen auf B,,, sodass

1. jede beziiglich || - ||x, beschrankte Folge {v,}nen €ine in B konvergente Teil-
folge {vn, }ren besitzt,

2. aus v, — v in B und ||v,||ly, — 0, folgt v = 0.
Dann gibt es eine Teilfolge {un, }ren von {u,}, sodass u,, — u in L((0,T), B).

Beweis Der Beweis basiert auf der Anwendung des Satzes 2.1. Hierfiir priifen
wir nachfolgend die geforderten Voraussetzungen. Zunéchst miissen wir dazu den
Definitionsbereich der Funktion u,, erweitern. Damit u,, auf L?(R, B) diskret fort-
gesetzt werden kann, definieren wir @, = 4,(t) auf dem Intervall (=T, 27T) wie
folgt:

i (1) ui(t), fir t € (—tim , —ticin) U (ticim, tin), 1<i<N,
U, (t) = . .
UTJI\J/n-i-l—i(t)? fiir ¢ € (T + ti—l,n 7T + ti,n)a 1 S [/ S Nn.

Des weiteren sei ¢ € C°([—T,2T],R) mit 0 < ¢ < 1 und p(¢t) =1 fiir t € [0,T7.
Betrachte weiterhin die Fortsetzung von w, auf LP(R, B), bezeichnet mit @, =
Uy (t), welche durch

Un(t) = @(t)n(?).
beschrieben wird. Voraussetzung 1 Nach Konstruktion ist u,, = u,, fast iiberall auf

dem Intervall [0,7]. Um die erste Voraussetzung des Satzes 2.1 zu priifen, bleibt
zu zeigen, dass 4, unabhéngig von n in der LP(R, B)-Norm beschrinkt ist. Es gilt

2T N, t; N, T+t;
[T / lan@)dt = 23 / urlfyde+ / o1l dt
Zr =1y i=1pY
7—1 +t1—1

N, Ny,
D R [l A N ECA[L S
=1 =1

Ny
=3 mallu |3
i=1

Unter Zuhilfenahme von Lemma 3.2 kénnen wir die B-Norm mit der entsprechen-
den X,-Norm abschéatzen, sodass

Nn
allfpmm < 3Ck Y mllufllk, < 3C% Cr. (3.5)

i=1

Der letzte Schritt konnte hierbei aus der Apriori-Abschitzung von Lemma 3.3 ge-
folgert werden.
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Voraussetzung 2 Sei ¢ € C°(R,R). Um zu zeigen, dass { [; @, ¥ (t)dtin € N}
relativ kompakt ist in B, geniigt es auf Grund der ersten Voraussetzung zu zeigen,
dass die beschriebene Menge in der X,,-Norm beschrankt ist. Wir betrachten

2T N, Ut N, Tt
m(t)dt < [ dp(t) it de = 2 D (t) de + N () dt
/IRLU —l " ;tz—/1 ' ;T"!‘Z;l e

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein & € [t;_1,¢;] und ein
g el +t,1,T+t], sodass

t; N, T+t;

Ny,
Up Y(t)dt =2 (&) [ uidt+ ) (&) Not1i dt
/Ru ; ti—/l ' ; T+ti/—1 o

Nn
<3Ce Y moul,
=1

wobel C¢ = (&) + 9(¢'). Durch Anwenden der X,,-Norm und der diskreten Hol-
derschen Ungleichung ergibt sich

I / @, D(t) d

N
x, < 3C¢ Tnz ||| x.,
=1
Nn =3 /N,
< 3Ce 7, <Z 1@-1> (Z Huprn)
=1 =1
1
[ N »
3 (N (z . Humré}n> |

i=1

Nun kénnen wir die Apriori-Abschétzung verwenden und nutzen, dass T'= N,, - 7,
und erhalten

H/un bt dt||lx, < 3CeT'™» Cp.
R

Da T endlich ist, folgt die Beschrénktheit von { [, @, ¥(t) dt|n € N} in der X,,-
Norm und somit auch die relative Kompaktheit in B.

Voraussetzung 3 Fiir die dritte Voraussetzung des Satzes 2.1 zeigen wir die gleich-
mékige Konvergenz von ||t (- + h) — Uy ||pr,p) — 0 fiir b = 0 in u, € B,.

Sei ¢ > 0. Wir werden zeigen, dass ein 6 > 0 existiert, sodass ||u,(- + h) —
Uy ||Lr(r,p) < € fiir alle n € N und alle h € R mit |h| < § gilt.

Ohne Einschrinkung wahle 0 < h < T'. Die Dreicksungleichung liefert uns
|tn (- + h) — nllor ) = [l9(- + D) (- +h) — @ Unl|ow B)
< |l(p(- + h) = @) (- + h)||Lo((-121),B)
+ | (- + h) = @p)|| Lo ((—1,21),B).
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Wir wollen den ersten Term der rechten Seite mit 7} und den zweiten mit 75
bezeichnen. Demnach gilt

T < 1@l - b tn(- + R)l|Lo(~121),5).
Mit (3.5) folgt ferner, dass

T < llellwre - b Cx(3Ck)7,

welches fiir h — 0 gegen 0 konvergiert. Fiir den zweiten Term der oberen rech-
ten Seite konnen wir das Lemma von Ehrling, sowie die Jensensche Ungleichung
anwenden und erhalten

2T

Tyl < / it + ) — i (8)| 15 dt

(C

-T
27
eP N N »
< o [ Mlan(t+ 1) = @O, de+ =
=T

e)f / it + 1) — i (£)] |2 dt.

Erneute Verwendung der Dreiecksungleichung liefert fiir den ersten Term der rech-
ten Seite, bezeichnet mit 75 ;, die Ungleichung

2T 2T
eP - 5 E\P
T < o | [t + 0B, e+ [l | < (5)6¢% o
T =T

Es bleibt eine Abschéatzung fiir den zweiten Term der rechten Seite zu zeigen.
Hierzu bezeichnen wir mit Au]' den Sprung der stlickweise konstanten Funkti-
on 4, an der Stelle ¢;,, wobei —N,, < ¢ < 2N,,, d.h 4} lasst sich darstellen als
A = ul —u? ;. Weiterhin sei x? = x(¢) die charakteristische Funktion auf dem
Intervall [t;,, — h,t;,], welche durch

w1 t<t;<t+h
Xi(t)_
0 sonst

beschrieben werden kann. Offensichtlich gilt fiir — N, <i < 2N, dass

t

/X?(t) di = /1dt — n, (3.6)

R ti—h
sowie
i<2Np
T > XHt) < ht T (3.7)
i>—Np

Auferdem kénnen wir mit Hilfe der Funktion x”(¢) die Differenz zwischen @, (t+h)
und @, (t) fiir t € (0,7) umschreiben, sodass:

1<2Np

n(t+h) = Ga(t) = Y x(t) Aup.

i>—Np,
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Somit erhalten wir fiir den Term 755 die Gleichung

i<2Np

(t)Aw?|]y, dt.

>— Nn

Anwendung der diskreten Holderschen Ungleichung und (3.6) fithren zu:

Ticon, i<2N,, p=ly P
Ty s / > llAag, < > (x?(t>)?—1>
S i>—Nn i>—Np
p <2Np 2T i<2N,, p—1
<P S i [ (3 )
i>—Nn i>—Np
i<2N, . 2T i<2N, p—1
(Cle)y '~ Aup "
= 2wl TR [ | X k@) d
i>—Np n i i>—N,,
i<2N, 2r
Cl))yP ', B
<o 2 mlldgall, [ x0T
i>—Np, i

Zusammen mit (3.7) und der Apriori Abschéitzung aus Lemma 3.3 folgern wir,
dass

C(e))?
T, < ;i» 3 C h(h+7,)P "
Insgesamt ist also

1
(- +h) = tnllr@p) < [|@llwiee - h Cx(3CF)7

+ ((g)pe‘ Ch Cr + <C§i))p3 Cr h(h + Tn)”_l) g

welches fiir ein entsprechend gewéhltes ¢ die geforderte gleichméfige Konvergenz
zeigt. Dies vervollstandigt den Beweis, da wir nun mit Hilfe des Satzes 2.1 schliefen
kénnen, dass die Menge {u,|n € N} relativ kompakt ist in LP((0,7), B). Folglich
existiert eine Teilfolge {uy, tren von {u,}, sodass u,, — u in LP((0,7), B).

D
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4 Ausblick

In diesem Abschnitt soll kurz eine numerische Stérungssimulation vorgestellt wer-
den, mittels der die in den vorhergehenden Kapiteln erworbenen Erkenntnisse An-
wendung finden konnen. Konkret geht es um die Darstellung eines Turbulenz-
modells, welches in Anlehnung an die statistische Modellierung mittels RANS
(Reynolds Averaged Navier Stokes) entstand. Diese Art der Modellierung ist fiir
die Beschreibung von Turbulenzen derzeit am verbreitetsten und bietet die Mog-
lichkeit Turbulenzen sowohl rdaumlich, als auch zeitlich in sehr kleinen Skalen zu
betrachten.

Sei 0 C R mit d € {2,3} ein beschriinktes Gebiet, welches polygonale Gestalt fiir
d = 2 beziehungsweise polyhedrale Form fiir d = 3 aufweise. Weiterhin seien:
FeL*Qx(0,T)% . .dukere Krifte
uw:Qx[0,T] - R4 .. Reynoldsche Geschwindigkeit
p:Qx[0,7] - R ..skalares Druckfeld/ Druck
k:Qx[0,T] =R .. Fluktuationsschwankung
w>0 ...Diffusitat, mit

o w(k) = po+ m(k), po >0,

NI

hd ,ut(k) = mln[k ’ :ut,oo]’ et oo > 0.

Vorgelegt sei nun das parabolische Problem (P)

%_1; — div(u(k)Vu) + Vp = f in Q x (0,7) (4.1)
dive = 0 in Q x (0,7) (42)
% — div(p(k) V) + div(ka) = (k)| Val. (4.3)

Mit den homogenen Dirichletschen Randbedingungen an u und k&
u(x,t) =0 auf 0Q x (0,7)

k(z,t) =0 auf 002 x (0,7

und den Anfangsbedingungen
u(-,0) = up € L*(Q)% in O

k(-,0) = ko € L'(Q) in ©
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Die Gleichungen (4.1) — (4.2) erlauben u € L2((0,T), H}(Q)?), wohingegen (4.3)
lediglich w € LY(Q x (0,T)) zulisst.

Indem wir jeweils mit einer Testfunktion - die den Anfangsbedingungen geniigt
- multiplizieren, anschlieftend integrieren und im Hauptteil partiell differenzieren,
kénnen wir zu der schwachen Formulierung des Problems (P) tibergehen. Hierfiir
definiere

V ={ve H(Q)*: dive =0 fi in Q}.

Zu gegebenem f € L2(Q x (0,7))%, ug € L*(Q)? und ko € LY(Q) finde also
o we L2(0,7),V) N L*((0,T), I2(Q)"),

o ke LP((0,T),Wy?(Q) Vpell,(d+2)/(d+1)],

sodasss fiir alle v € N C®(Q x [0,7))4, mit dive = 0 fiir alle t € [0,7], w €
C2(Q x [0,T)) und Q = Q x (0,T) gilt:

—/ua—v dmdt+/u(k)Vu:Vv dmdt:/f-v dmdt+/u0-v dz.
Q@ Ot Q Q Q

—/ k ow d:cdt+/u(k)Vk - Vuw d:cdt—/ku-demdt

:/ut(k) IVul*w dmdt+/kow dx
Q 9)

Durch Konstruktion einer Diskretisierung fiir das System (4.1) — (4.3) ldsst sich
zeigen, dass erhaltene numerische Losungen gegen eine schwache Losung des Pro-
blems konvergieren, d.h gegen einen Grenzwert, der den Gleichungen (4.4), (4.5)
geniigt. Die Diskretisierung erfordert in diesem Fall sowohl eine Diskretisierung in
der Zeit, als auch im Ort.

Die Raumdiskretisierung lasst sich hierbei mit Hilfe einer Ausgangstriangulierung
des Gebietes () realisieren, welches entsprechend in reguldre d-Siplizes unterteilt
wird. Die Zeitdiskretisierung basiert hingegen auf einer dquidistanten Untertei-
lung des Zeitintervalls (0,7"). Anhand dieser Konstruktion und der Verwendung
von Verfahren aus der finiten Volumen und finiten Elemente Theorie kann man
letztlich die Existenz eines Grenzwertes fiir das obige Turbulenzmodell nachwei-
sen. Das genaue Verfahren soll jedoch im Rahmen dieser Seminararbeit nicht ndher
erlautert werden. Hierfiir sei auf die Arbeiten [? |, [? | und |? | verwiesen.
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5 Anhang

Beweisskizze zu Satz 2.1
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Beweisskizze zu Satz 3.1
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Beweisskizze zu Satz 3.2
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