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Zusammenfassung

Hinter den Orlicz!-Riumen verbirgt sich die Idee, Vektorrdume zu finden,
die den bekannten Lebesgue-Raum LP(2) auf gewisse Art und Weise ver-
allgemeinern. Auf dem uns bereits bekannten Lebesgue-Raum LP(Q2), wobei
Q) C R"™ beschrinktes Gebiet ist, betrachtet man die zugehorige Norm durch

p

Jullyo = { [ lu@)l da
Q

Vu € LP = {u Q=R [|u(@)]P de < oo}. Dies kann jedoch durch die
Q
Notation einer Funktion ® = ®(t) = t» umgeschrieben werden, so dass man
fiir die Definition von LP = {u Q=R [ O(Ju(x)|)de < oo} erhilt. Damit
Q

verdndert sich die Norm zwangslaufig zu

fullyo =2 | [ @(uto))iz

Q

wobei @71 die Umkehrfunktion von ® mit ®~'(¢) = tv darstellt. Tn den
Lebesgue-Raumen LP betrachten wir also Funktionen, die ein potentielles
Wachstum aufweisen. Es stellt sich damit aber die Frage, ob es nicht auch
moglich ist, diese Funktionen ® durch allgemeinere Funktionen - beispiels-
weise mit exponentiellem Wachstum, zu ersetzen. Diese Fragestellung soll
innerhalb dieser Ausarbeitung ndher betrachtet werden und durch eine Ein-
fithrung der Orlicz-Réume fundiert werden.
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Kapitel 1
Orlicz-Klasse %

Sei 2 C R” ein beschrianktes Gebiet. Wie bereits in der Zusammenfassung
beschrieben, gilt es die Funktion ® ndher zu charakterisieren, sowie in verall-
gemeinerter Form darstellen zu kénnen. Aus diesem Grund ist zunéchst die
Definition einer Orlicz-Klasse zu nennen, die durch die uns interessierende
Funktion ® als Aquivalenzklasse wie folgt zu verstehen ist:

Definition 1.1 (Die Orlicz-Klasse Z5(2)). Sei ® = ®(t) eine nicht-negative
Funktion definiert auf [0,00[. Die Orlicz-Klasse Zs(€2) sei der Raum der
Aqivalenzklassen f.ii. gleicher Lebesgue-messbarer Funktionen u : Q — K
wobei K = R, C und mit

/@(|u(m)|)d:ﬂ < 00

Q

Definiere

pa(u) = [ S(ju(z)|)dx
/

Setzt man nun ®(¢) = ct? mit ¢ > 0 beliebig, so erhélt man, dass der uns
bekannte Raum LP(£2) ein Spezialfall einer Orlicz-Klasse ist. Wie schon in der
Idee beschrieben, kénnen bereits mit Hilfe der Definition der Orlicz-Klasse
die Funktionen ®(¢) verallgemeinert gewéhlt werden, u.a. auch mit exponen-
tiellem Wachstum, wie das folgende Beispiel verdeutlicht:

Beispiel 1.2. 1. ®(t) =t -log"(¢t) =t - max(0,log(t)) gilt als 'Ersatz’ fiir
L'(Q2), da sowohl die Orlicz-Klasse als auch der Lebesgue-Raum L',
Raume von Aquivalenzklassen f.ii. gleicher Lebesgue-messbarer Funk-



tionen u : = K beschreiben mit

/CD(IU(%)DCM:/IU(x)\maX(O,log(\U(%)l))dm

Q

Q
:c/mumm<a% cER
Q

2. Auf Q = [0, 1] gilt fiir &(¢) = exp(t):
e u(z) = —1log(z) € L (), da Oflezp(|—%log(x)})dx < 00

o v(x) =2u(x) = —log(x) ¢ %, da Oflexp(\—log(:cﬂ)dx =00

Anhand dieses Beispiels wird deutlich, dass die Orlicz-Klasse %% kein
Vektorraum sein muss. Zudem ist es unter der Annahme der Definition der
Orlicz-Klasse nicht klar, ob die inverse Funktion ®~! existiert, welche wie
schon zuvor bemerkt, fiir die Konstruktion der Norm notwendig ist. Das
Problem der Existenz der inversen Funktion fiihrt uns zu der Einfiihrung der
sogenannten Young-Funktion, d.h. einer Funktion ® mit besonderen Eigen-
schaften:

Definition 1.3 (Young-Funktion). Eine Funktion ® heift Young-Funktion,
falls

Mﬂ:/¢@@,t20

gilt, wobei ¢ : [0, 00 [ R mit folgenden Eigenschaften ist:
1. $(0)=0
2. ¢(s) >0 firs>0
3. ¢ ist rechtsstetig in jedem Punkt s > 0
4. ¢ nicht fallend auf |0, 00|

Doch welche Auswirkungen hat diese Definition 1.3 auf die Orlicz-Klassen?
Ausgehend von der vorherigen Definition 1.1 lassen sich weitere Eigenschaften
fiir die Young-Funktionen herleiten, die in dieser Ausarbeitung nur benannt,
aber nicht bewiesen werden.



Bemerkung 1.4. e Eine Young-Funktion ist stetig, nicht-negativ, strikt
wachsend und konvex auf [0, oo |

e Es gelten fir a € [0,1],5 > 1
O(at) < ad(t)
o(pt) = pO(t)
o O(t) =t-max(0,log(t)) ist eine Young-Funktion.

Satz 1.5. Sei ® eine Young-Funktion. Dann ist die Orlicz-Klasse Zg(§2)
eine konvexe Menge und es gilt fiir ein endliches Gebiet §2:

Z(Q) € LNQ)

Beweis. Nach 1.4 wissen wir, dass ® konvex ist auf [0, 0o [. Fiir die Konve-
xitdt betrachte

D(As+ (1 = N)t) < AD(s) + (1 — N)P(t)
Fir s = |u(x)| und ¢t = |v(z)| erhalte:
O(A fu(x)[ + (1= A) |v(2)]) < A@(Ju(z)]) + (1 = )@ (|v(x)])

Integriert man nun iiber 2 und nutzt die Konvexitdt und Monotonie der
Young-Funktion ® aus, ergibt sich:

/MMMM+O—MW@WW§A/MW@W&HPM/@W@mm<m
0 0 0
—_— —_—
<oo <00
Damit ist %5 () eine konvexe Menge. Es bleibt zu zeigen: %5 (Q) C L'(Q)
Sei u € Zp(£2). Als eine weitere Eigenschaft der Young-Funktion ®(¢) kann

sich folgendes iiberlegt werden: tlim @ = oo. Mit t = |u(x)| existiert dann
—00
ein k>0 mit |u(z)| > k und
)
(u@)) _
|u(x)]

und damit auch
[u(z)] < ®(|u(z)|)



Betrachte nun Q) = {z € Q : |u(x)| > k} und teile das Integral wie folgt auf:

/|u(x)|d$:/|u(a:)|da:—|— / fu(z)|dz

Q\Qp
—_————
<kp(Q\Q)
< [ Ju(o)lds-+ku(@)
Qp
—_———

<[ |u(z)|dz
Q
< pa(u) + kp(Q2) < oo
Wobei p das Lebesgue-Malk auf {2 bezeichne. Nach Definition des Lebesgue-

Raums L'(Q) ist damit v € L'(€2). Damit ist die obige Inklusion gezeigt.
[

Erinnert man sich an das eigentliche Problem, eine Norm mit Hilfe einer
Young-Funktion & konstruieren zu wollen, so fiihrt dies zur ndheren Unter-
suchung der komplementdren Funktionen

Definition 1.6 (Komplementire Funktion). Sei ® eine durch ¢ erzeugte

t
Young-Funktion, d.h. ® = [ ¢(s)ds. Dann heift
0

U(t) = Oftw(s)ds

komplementdre Funktion von ®, wobei 1(t) = sup s, ¢ >0 die Pseudoin-
P(s)<t
verse sei.

Bemerkung 1.7. Ist ¢ stetig und strikt wachsend auf [0,00[, dann ist v
gerade die Umkehrfunktion von ¢ und umgekehrt, d.h.

Im verallgemeinerten Sinne sind ¢ und ¢ zueinander invers, so dass auch ¢
und ¥ komplementér zueinander stehen. Man bezeichnet daher @, ¥ als Paar
komplementirer Young-Funktionen.

Ein wichtiges Hilfsmittel bildet die Young-Ungleichung, welche sich auf
ein Paar komplementirer Young-Funktionen iibertragen lasst:



Satz 1.8. Seien @,V ein Paar komplementirer Young-Funktionen. Dann gilt
u-v < ®(u)+¥(v) Yu,ve 0,00
Die Gleichheit liegt genau dann vor, wenn entweder v = ¢(u) oder u = ¥ (v).

Beweis. In dieser Ausarbeitung sei nur eine anschauliche Beweisidee aus [1]
angegeben. Ausfiihrliche Beweise konnen in verschiedenen Biichern gefunden
werden, u.a. kann in [2]| [§14, Young s inequality; S.64| eine Version studiert
werden, welche iiber die Konstruktion von Legendre Tranformationen die
Ungleichung nachweist. Alternativ ldsst sich der Beweis auch als Folgerung
eines verallgemeinerten Theorems zeigen, welches in [4] [4.8 An inequality of
Young, Theoreme 156,158; S.111/112| nachgelesen werden kann.

Ay

Abbildung 1.1: Mit Hilfe dieser Darstellung der Young-Ungleichung aus [1]
|S.264| kann der Zusammenhang zwischen den komplementéren Funktionen
gut verdeutlicht werden. Demnach gilt in vereinfachter Form, dass das Recht-
eck s-t immer kleiner bzw. gleich der Summe der beiden Fliche der komple-
mentdren Funktionen, also der Summe der Integrale A(t) + A(s) ist.

]

Erinnerung (Holder-Ungleichung). Seien p, ¢ € (1, 00) mit %—F% = 1. Setze
zudem bei p = 1 fiir ¢ = oo bzw. bei p = oo fiir ¢ = 1. Ist dann f €
LP(Q2), g € LY(R2), dann gilt:

frge L) und |If-gllpe < I fllz0 - gl

Bemerkung 1.9. Die bekannte Holder-Ungleichung kann mit Hilfe der Young-
Ungleichung auf ein Paar komplementéirer Young-Funktionen iibertragen wer-
den und gilt damit auch fiir Orlicz-Klassen:
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Seien ®, U ein Paar, u € Z5(2),v € Zy(£2). Dann gilt:
[ Ju()o@)dz < palu) - pe(v)
0

und u - v € L(Q).

Zur Verdeutlichung der Zusammenhinge von Young-Funktionen und ih-
ren komplementidren Funktionen werde ein Beispiel skizziert, welches sich
auch in [6] [Kap. 3.3, S.136] finden lésst.

Beispiel 1.10. Betrachte dazu die Young-Funktion ®(¢) = ¢ - max(0, logt)
und bestimme zu dieser die zuvor definierte komplementére Funktion W(t).
Nach Definition 1.3 gilt

d d[t 0] =0 fir 0 <t <1
o(t) = —0(t) = ¢ dt =% tr :
i L[t -log(t)] = log(t) + 1, fiirt > 1,

Zur Bestimmung der komplementidren Funktion ist nach Definition 1.6 ein
Y(t) zu finden mit

¢

sup s =0, flirt=0
#(s)=0
— sup s =1, fir0<t<1
”Lb(t) 0<p(s)<t<1
sup s=exp(t—1), firt>1
\log(s)+1§t

Man erhélt damit fiir die komplementédre Funktion folgenden Ausdruck:

\I/(t)_/w(r)dr_{t fir0<t<l1

exp(t —1), firt>1

Zur Verdeutlichung der Beziehung zwischen den Young-Funktionen und
den Orlicz-Klassen, sei das folgende Theorem genannt, dessen Beweis in [6]
|[Kap 3.5., S.140| nachgelesen werden kann.

Theorem 1.11. Sei Q2 ein endliches Gebiet und ®1, Py zwei Young-Funktionen.
Dann gilt fiir alle t > T genau dann

$¢2 C .,g/ﬂq,l
wenn c¢>0, T>0 existieren mit

(I)l(t) S C- (I)g(t)



Kapitel 2

Orlicz-Raum Lg und
Luxemburg-Norm

Wir wollen uns nun wieder unserem eigentlichen Problem widmen, einen
Raum, genauer einen Vektorraum zu finden, der sowohl mit einer Norm ver-
sehen ist, als auch die im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Paare komple-
mentdrer Young-Funktionen beinhaltet. Dazu schaue man sich zunichst die
sogenannte Orlicz-Norm an, welche 1931 durch W. Orlicz und Z. Birnbaum
eingefiihrt und studiert wurde.

Definition 2.1. Seien ¢, ¥ ein Paar komplementirer Young-Funktionen und
u eine messbare, f.ii. auf 2 definierte Funktion. Dann ist die Orlicz-Norm von
u gegeben durch:
lullg = sup [ |u(z)v(z)|dx
vELY(Q) Q)
pw(v)<1
Mit Hilfe dieser Definition ist es nun moglich einen Orlicz-Raum zu defi-

nieren:

Definition 2.2. Der Raum aller messbaren Funktionen u mit |jull, < oo
werde mit Lg(§2) bezeichnet und Orlicz-Raum genannt.

Es kann gezeigt werden, dass ein Raum mit den zuvor beschriebenen
Eigenschaften gefunden werden kann:

Theorem 2.3. Der Orlicz-Raum Lg () ist ein (komplezer) Vektorraum und

lullg = sup [ |u(z)v(z)|dx
vELy (Q) Q)
pw(v)<1

definiert eine Norm.



Beweis. Siehe [6] [3.6.4 Theorem, S.145| O

Bemerkung 2.4. Die Holder-Ungleichung kann direkt auf den Orlicz-Raum
mit der zugehdrigen Orlicz-Norm iibertragen werden:

Seien u € Lg,v € Ly, dann gilt w-v € L' und [ |u(z)v(z)|dz < |Jullg - [|v]y
Q

Doch auch hinter der neu eingefiihrten Orlicz-Norm verbirgt sich ein Pro-
blem, welches es erneut zu losen gilt. Die Orlicz-Norm bend6tigt ndmlich per
Definition einen Ausdruck fiir die komplementire Funktion ¥. Auf diesen
Ausdruck allerdings zu schlieften, kann sich je nach Art der vorgegebenen
Young-Funktion ® als sehr schwierig erweisen. Obgleich ist es unser Ziel
einen Banachraum zu konstruieren, der eine zuverlissige und damit univer-
sell einsetzbare Norm enthélt. Eine zur Orlicz-Norm &dquivalente Norm, die
gerade das zuvor beschriebene Problem umgeht, kann durch die im folgenden
definierte Luxemburg-Norm gefunden werden:

Definition 2.5. Sei ® eine Young-Funktion und u eine messbare Funktion
definiert auf 2. Dann ist die Luxemburg-Norm gegeben durch

[ullls = inf{k; >0: S{Q) (7 lu(x)])dz < 1}

Mit der Behauptung, dass die in diesem Abschnitt definierten Normen
wirklich dquivalent sind, befasst sich das folgende Theorem:
Theorem 2.6. Vu € Lg(2) gilt:
lullle < llulle <2 [[lullle

d.h. die Normen ||| und ||| - |||e sind dquivalent.

Beweis. Fiir den Beweis der ersten Ungleichung

lullle < flulle

betrachte zunichst folgendes Lemma, dessen Beweis in [4] |[Lemma 3.7.2,
S. 150| nachgelesen werden kann.

Lemma 2.7. Sei ® eine Young-Funktion und uw € Lo(S2) mit ||ully # 0.
Dann gilt

1
/<I> <— : \u(m)\)dw < 1 und damit auch pg (L) <1
S llulle [ullg



Unter Verwendung eines weiteren Hilfssatzes

Lemma 2.8. Sei u € Lo(Q2). Dann gilt
1. pa(u) < [[ullle, falls ||lullle <1
2. pa(u) = [[|ullle, falls |[[ul[|e > 1

gilt damit fiir die zu betrachtenden Normen:

1
[||ul||le = inf {pq> (— |u(m)|) < 1} und somit auch
k>0 k

lullg = sup [ |u(z)o(z)[dz, pu(v) <1
’UE,,%}\I/(Q) o

u .
llullg "

Damit erhalte folgende Abschétzungen fiir v =

P (L) < Mullle 3 obei damit auch [[jullle < lulle
[ullg [ull

Fiir den Beweis der zweiten Ungleichung
lullg < 2[[[ullle

nutzt man zunéchst eine Folgerung aus der Holder Ungleichung fiir Olricz-
Klassen, genaueres siche [4] [Theorem 3.3.8., S.136]:

lully < pa(u) + pe(v) < polu) +1

Wendet man diese Folgerung nun auf w = m an, erhalt man:

[wllg < po(w) +1

— O

O (|w(x)])de + 1

® (e ) 1

N J/

=2

Wobei man sich fiir % die folgende Abschitzungen iiberlegen kann. Erinnert
man sich an die bereits genannte Definition der Luxemburg-Norm ||| - |||¢

10



zuriick, so ist die Luxemburg-Norm gerade definiert als das Infimum {iber

k >0, so dass das Integral ps(3) < 1 abgeschétzt werden kann. Betrachtet

man diese Definition unter der Annahme, dass klironkinf E = |||u(z)|||ls gilt,
>0,k—00

so ergeben sich mit Hilfe des Lemmas von Fatou [Fiir eine Folge messbarer,
nichtnegativer Funktionen, die fast iiberall auf einem Gebiet definiert sind,
gilt, dass dann der Limesinferior der Funktionenfolge integrierbar und das
[liminf...dz <liminf [ ...dz]

uo Ju(2)]
pq)(liminfk) N /Cb(liminfk‘)dx

= /lim inf @(@)dw

Fatou
% liminf/©(|u(x)‘)dx

k

RO
- [ ¥ <1

Damit erhalten wir zusammenfassend

[l

[Ilull]e

< 2 und somit |julls < 2|||ullle

]

Mit Hilfe der Luxemburg-Norm und der vorherigen Beobachtung, dass es
sich bei dem Orlicz-Raum um einen Vektorraum handelt, kann man sich nun
mit der Vollstindigkeit befassen.

Theorem 2.9. Der Orlicz-Raum Lg(2) ist ein Banachraum.
Beweis. Dieser Beweis kann in [6] [Kap. 3.9, S.156] nachgelesen werden. [

Eine etwas andere Definition des Orlicz-Raumes wird in [1] verwandt, auf
die hier aufmerksam gemacht wird.

Satz 2.10. Der Orlicz-Raum Lg(QY) ist die lineare Hiille der Orlicz-Klasse
Z5(2), d.h.

Le(Q2) = span(Zs(22))

Die Behauptungen, dass der Orlicz-Raum ein linearer Raum ist und das
Verhéltnis %3 C Lg gilt, kann durch diese Definition des Orlicz-Raumes
direkt abgelesen werden.

11



Kapitel 3

Raum Eq)

In den vorherigen Abschnitten konnten wir die Orlicz-Klasse %3 und den
Orlicz-Raum Lg konstruieren, von denen die Orlicz-Klasse als Teilmenge des
Orlicz-Raumes angesehen werden kann. In diesem Kapitel wollen wir einen
Raum untersuchen der wiederum einen Unterraum der Orlicz-Klasse bilden
soll.

Definition 3.1. Sei B(Q2) die Menge aller beschrinkten messbaren Funktio-
nen definiert auf Q. Der Raum Eg(2) wird als Abschluss von B(2) bzgl.
der Orlicz-Norm ||-|| definiert, d.h.

E@(Q) = CZOS”‘H(I)B(Q)

Es ist offenbar ein Vektorraum und es gilt Ee(2) C Z5(2). Damit er-
halten wir zusammenfassend

Es(Q2) C Zo(Q) C La(92)

wobei sowohl Eg als auch Lg Vektorrdume sind; die Orlicz-Klasse £ jedoch
einen linearen Raum beschreibt. Diese besondere Stellung der Orlicz-Klasse
wird in [5], wie folgt verdeutlicht.

Bemerkung 3.2. Sei ® eine Young-Funktion. Bezeichne die Menge aller
Funktionen u(z) € Le(Q2), die die Eigenschaft

Al Eo(@) = inf  lu—rwlly <

erfiillen, mit II(Egp,r). Zudem sei der Abschluss bzgl. ||-||; durch TI(Eg,7)
gegeben. Wir betrachten damit eine Menge

H(Eq>,’f’) = {U € Ly : d(u, E@(Q)) < T} C Lqp(Q)

Dann gilt nach einem Theorem aus |[5]

12



(Ep,1) C ZLp(Q) C II(Ey, 1)

Mit anderen Worten: Die Orlicz-Klasse Z4(€2) ist weder eine offene noch
eine abgeschlossene Teilmenge des entsprechenden Orlicz-Raumes. Die voll-
stindige Betrachtung dieses Theorems mit ausfiihrlichem Beweis kann in [5]
|Kap. IT §10, S.82] nachvollzogen werden.

Eine weitere Eigenschaft des Raumes Fg ist die Separabilitit, die an
dieser Stelle erwdhnt sei.

Theorem 3.3. Der Raum FEg(2) ist separabel.

Beweis. Der Beweis der Separabilitit des Raumes Fg(£2) kann mit Hilfe be-
schrankter Funktionen und dem Theorem von Luzin ausgefiihrt werden. Eine
verfasste Version kann in [5] [Chapter II, §10.2, S.81| studiert werden. O

Wie schon bei dem Orlicz-Raum % gibt es auch fiir den Raum FEg eine
alternative Einfiihrung:

Bemerkung 3.4. Mit Eg bezeichne den Abschluss des Raumes 45 bzgl.
der Orlicz-Norm ||-||5. Man erhélt damit:

Eg = clos|, %o

Lemma 3.5. E¢(Q2) ist mazimaler linearer Unterraum der Orlicz-Klasse

Z().

Beweis. Annahmen: Seien S C Z4(2) linearer Unterraum und u € S.
Dann gilt Au € S C Zp fiir alle A € R. Seien € > 0 sowie eine Folge definiert
durch

u(z), falls |u(z)| < jund |z| <7 firz e Q
uj(z) = {

0, sonst

Zudem nehme an, dass die Folge im ®-Mittel konvergiert. Die ®-Mittel-
Konvergenz, die jedoch erst im Kapitel 5 genauer betrachtet wird, untersucht
allerdings die Konvergenz in dem Orlicz-Raum Lq (2). Fiir die oben definierte
Folge gilt mit der Definition 5.2 der ®-Mittel-Konvergenz

lim p¢(u]_u): lim CID( )dx:()

Jj—00 € j—00

uj—u

€

Damit gilt schlieflich fiir (hinreichend) grofe j, dass

[o (s

13



und damit fiir die Konvergenz in der Luxemburg-Norm gilt:

s () — w(@)][|o = in /¢(M)M1 7

k>0

Da die Luxemburg-Norm fiir messbare Funktionen und die Young-Funktion
definiert ist und u(z),u;(z) € S C Zp(Q) auf dem Raum der Agivalenzklas-
sen fast iiberall gleicher Lebesgue-messbarer Funktionen nach Voraussetzung
messbar sind und die Young-Funktion durch & gegeben ist, kann mit der
Kenntnis, dass stetige Funktionen immer messbar sind, Eg = clos|.|, 6o(f2)
ausgenutzt werden, so dass u € S C Fg. Damit haben wir gezeigt, dass
fiir eine echte Teilmenge der Orlicz-Klasse eine Folge auf dem Olricz-Raum
gefunden werden kann, die im Raum FEg(Q2) liegt und damit auch die Teil-
menge. O

14



Kapitel 4

Dualraume

Im folgenden wollen wir uns mit den Dualrdumen der bisher kennengelernten
Raume beschiftigen. Zur Erinnerung sei angemerkt, dass in diesem Abschnitt
Raume gesucht werden, die lineare stetige Funktionale auf dem entsprechen-
den Raum enthalten. Zunéchst schaue man sich den Dualraum des Orlicz-
Raumes Lg¢ an.

Theorem 4.1. Sei &,V ein Paar komplementarer Young-Funktionen. Sei
v € Ly(R2) eine feste Funktion. Dann wird durch

F: Le(Q) =R
ur— F(u) = /u(x)v(x)da:, Yu € Lg(92)

Q

ein stetig lineares Funktional auf Le(QY) definiert. Zudem gilt fir die Norm
auf dem Dualraum [Le(Q)]"

3 olly < IFIL < Jloll

wobei ||F||, = sup |F(u)| die Dualnorm definiere.
u€Lg
[[ullp <1

Beweis. Der Beweis kann in [6] [3.13.1 Theorem, S.167] nachgelesen werden.
0

Bemerkung 4.2. 1. Die Form F(u) = [wu(z)v(xz)dz muss als Beispiel
Q
angesehen werden, da auch stetig lineare Funktionale auf Lo (S2) zu

finden sind, welche nicht in der o.g. Form ausgedriickt werden konnen.

15



2. Nach dem obigen Theorem 4.1 kann der Raum Ly () als Unterraum
des Dualraumes von Lg(£2) betrachtet werden, d.h.

Ly() & (Lo ()"

Nun erweitern wir unsere Betrachtungen auf den Raum Fg¢ und den Zu-
sammenhang zum Orlicz-Raum Lg.

Theorem 4.3. Sei F' ein beschrinktes lineares Funktional auf Eg($2), d.h.
F : Eg(2) — R. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes v € Ly, derart dass

F(u) = /u(m)v(x)dm, Yu € Eg(Q)

Bemerkung 4.4. Erinnerung: Fy C % C Lo
Nach obigem Theorem ist F' = F' |g, ein lineares beschrianktes Funktional
auf F3 mit der Norm

[Flge = sup [F(u)]

uEEg
flulle<1
Damit gilt:
sup [F(u)| = [|[Fl|g. <|[F[l, = sup |F(u)]
ucEg u€Llg
llulle <1 llulle <1

Unter der Annahme F(u)= [ u(z)v(z)dz Yu € Eg und fiir alle u € Lg gilt
Q
dann

£

g = IFl,

Nun ist es moglich die obigen Behauptungen aus Theorem 4.3 sowie Theo-
rem 4.1, so umzuschreiben, dass gilt:

Ly(2) = (Ea ()"
Hierbei wird der Isomorphismus F(u) = [u(z)v(z)dz, u € Eg genutzt,
Q
der sich aus dem folgenden Satz ergibt:
Satz 4.5. Der Dualraum (Eg(2))" ist isometrisch und homeomorph zu Ly (Q).

Beweis. Der Beweis kann in [1] [S.273, 8.19 Theorem| nachgelesen werden.
0
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Kapitel 5

Konvergenzbegrifie

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Konvergenzarten auf den bisher
eingefiihrten Raumen befassen. Auf dem Orlicz-Raum Lg kann der Begriff der
starken Konvergenz (oder auch Norm-Konvergenz) analog zu den Lebesgue-
Raumen eingefiihrt werden.

Bemerkung 5.1. Eine Folge (u,), konvergiert stark gegen u € Lg in der
Orlicz-Norm |+||g, d.h. u,, — w in L, falls
n—oo
Tim Jup, —ullg =0
Auf dem Orlicz-Raum soll jedoch ein anderer Konvergenzbegriff genutzt

werden.

Definition 5.2. Eine Folge (u,), € Lo (£2) konvergiert im ®-Mittel gegen
u € Lg, wenn

lim po(u, —u) = lim [ ®(ju, —u|)dz =0
n—oo

n—o0 Q

Nun stellt sich jedoch die Frage nach dem Zusammenhang dieser beiden
Konvergenzbegriffe. Dazu erinnere man sich an das Theorem 2.3 zur Ab-
schitzung der Orlicz-Norm und Luxemburg-Norm. Zudem nutze man, dass
gilt:

po(w) < l[lullle falls ||fulllo <1

Damit folgt fiir w = u,, — w:
po(w) < [[wllg
Mit Hilfe dieser Uberlegung kann umgehend gesehen werden:

Die starke Konvergenz in Lg(€2) impliziert die Konvergenz im ®-Mittel
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kurz: lim |u, —u| =0= lim pe(u, —u) =0
n—oo n—oo
Die Umkehrung gilt jedoch nicht, welches sich der Leser in [5] [Kap.
IT §9, S. 75| verdeutlichen kann. Mit Hilfe des nachfolgenden Beispiels lisst

sich zudem verdeutlichen, dass die ®-Mittel Konvergenz nicht die punktweise
Konvergenz impliziert.

Beispiel 5.3. Betrachte das Gebiet 2 = ]0, 1] mit folgender Partitionen
Q =]0,5], % =[5 1] Q= J0.5[ 2 = 5. 5. % = 5, 1[, .
Definiere diesbeziiglich eine Folge

{1, falls = € Q,,
un(x):

0, sonst
Dann gilt
1 1
lim [ ®(Ju,(z) —0])dz = lim [ & (Ju,(x)|)dx
n—oo n—oo
0 0
=0

Es liegt somit die ®-Mittel Konvergenz vor. Nach Definition der Folge ist
aber klar, dass u, nicht punktweise gegen 0 konvergiert, womit ein Gegen-
beispiel fiir $-Mittel Konvergent impliziert punktweise Konvergenz gefunden
ist.

Satz 5.4. Jede Funktion u € Lo(S2) kann durch eine Folge wesentlich be-
schrinkter messbarer Funktionen im Sinne der Konvergenz im ®-Mittel ap-
proximiert werden.

Beweis. Sei u € Lg; u(x) damit eine endliche Zahl f.ii. in Q.
Sei Q, = {x € Q: |u(x)| > n}, dann gilt Q,, D Q41 und lim p(2,) =0 (x).
n—oo

Es kann eine Folge (u,), € Lo gefunden werden mit

0, falls x € Q,
Un ()=
u(z), falls x € Q\Q,

Dann gilt
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lim po(un — ) ' lim [ (|un(z) — u(z)|)dz

n—o0 n—oo
Q
= lim [ ®(Ju,(z) — u(z)|)dx + lim O (|uy(z) — u(x)|)dx
n—oo n—00
Qn 2\Q,

lim | &(|u(z)|)dz + 0

n—oo
Qp

=0
O

Doch neben der starken und der ®-Mittel-Konvergenz, kann auf dem
Orlicz-Raum auch ein schwacher Konvergenzbegriff gefunden werden.

Definition 5.5. Eine Folge (u,), € Lo(£2) heifit Ey-schwach konvergent
gegen u € Lg, falls

lim [ (u,(z) —w(z))v(z)de =0 Vv e Ey(Q)

TL—)OOQ
Bemerkung 5.6. Schaut man sich die Definition des schwachen Konver-
genzbegriffes etwas genauer an und erinnere man sich an die Definition der
dualen Paarung bzw. der allgemeinen Theorie von schwacher und schwach*

Konvergenz, welche u.a. in [3] [Analytische Hilfsmittel, S.281| nachgelesen
werden kann, so ergeben sich folgende Beobachtungen:

Erinnerung. Eine Folge (f,), C X* auf dem Dualraum, konvergiert schwach*
gegen f, wenn
(fo—fiuy) — O0VueX

n—oo

Nutzt man diese Idee der schwach*-Konvergenz, so kann der Ausdruck
aus obiger Definition 5.5

nlggo (un(z) — u(z))v(z)de =0

Q

wie folgt umgeschrieben werden:

Tim (up () = u(@),v(2)) Ly @)xy @) = 0

Mit Hilfe der Bemerkung 4.4 ergibt sich dann der folgende Zusammenhang
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Tim (un () = u(2), 0(2)) (5 (0))* x g (2) = O

Der in Definition 5.5 eingefiihrte schwache Konvergenzbegriff entspricht
damit der schwach*-Konvergenz auf dem Raum Ey. Definition 5.5 kann da-
mit wie folgt umgeschrieben werden:

(Un = 4, 0) gy vy, — 0VV € Eg(9)

n—oo

Beispiel 5.7. Zu u € Lg(2) definiere Folge beschrankter Funktionen (u,,)
durch

neN
() = u(z), f?r r€Q,={xeQ:|u(x) <n}
0, fir x € Q\Q,
und mit lim p (2\Q,) =0 (®), wobei p ein Maf auf 2 darstelle. Dann gilt
n—oo
lim | (u(z) —u,(2z))v(x)de = im | (u(z) — w,(z) )v(x)de

n—00 n—00 ——
Q Qn =u(z) auf Q,

n—oo \/—/
0\ =0 auf Q\Q,,
= lim u(z)v(x)dx
n—oo
0N\

®

=0 fiir alle v € Ly(Q)

und folglich auch fiir alle v € Eg(£2), da lim p (Q\£2,) = 0. Damit gilt, dass
n—oo

u,, schwach-* gegen u konvergiert, d.h. u,, — u (konvergiert Ey-schwach)

Bemerkung 5.8. Im Beispiel wurde fiir alle u € Lg eine Folge beschrankter
Funktionen konstruiert, die Fy-schwach gegen u konvergieren. Dies zeigt aber
auch: Lg ist Abschluss von Fg bzgl. der Ey-schwachen Konvergenz.
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Kapitel 6
Ao-Bedingung

In diesem Abschnitt wird eine zusétzlich Bedingung definiert werden, welche
eine Vielzahl von Vereinfachungen mit sich bringt. Bei der sogenannten As-
Bedingung handelt es sich um eine sehr spezielle Eigenschaft der Young-
Funktionen, die wie folgt definiert ist:

Definition 6.1. Eine Young-Funktion ® erfiillt die As-Bedingung (® € A,),
falls K > 0,T > 0 existieren, so dass

O(2t) < K-®(t) firalet>T
gilt.

Die in der einleitenden Idee untersuchte Young-Funktion ®(t) = ct?, wel-
che den Orlicz-Raum mit dem Lebesgue-Raum verbindet, erfiillt gerade diese
As-Bedingung, denn

O(2t) = 2PtPc =27 - ct? = K - O(t)

Das folgenden Theorem, kann mittels einer hilfreichen Beschrinktheits-Aussage
die Frage nach der Eriillung der As-Bedingung beantworten.

Theorem 6.2. Fine Young-Funktion ® erfillt die As-Bedingung genau dann,

limsup —= < oo
L D (1)

wobei ¢(t) gegeben ist nach Definition 1.8 der Young-Funktion.

Beweis. Der Beweis kann in [6] [3.4.4 Theorem, S.138] nachgelesen werden.
[
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Um die Vorstellung von Young-Funktionen, die die Ay-Bedingung erfiillen
zu ergénzen, konnen neben dem Standardbeispiel ®(t) = ct?,¢ > 0,p >
1 mit Hilfe des obigen Theorems 6.2 weitere Young-Funktionen mit dieser
besonderen Eigenschaft angegeben werden.

Beispiel 6.3. Mit Hilfe des Theorems 6.2 erfiillt die Funktion

O(t) = (1 +1t)log(l +¢) —t mit ¢(t) = %[(1 +t)log(l +t) —t] = log(t + 1)

gerade die A,-Bedingung, da unter Beachtung das log(1 + ¢) den Konver-
genzradius 1 hat

, to(t) I tlog(t+1)
11m su = l11m su
< 00

Im folgenden werden einzelne Theoreme und spezielle Sitze, die einige
Vorziige der Ay-Bedingung verdeutlichen genannt, jedoch nicht weiter erléu-
tert:

1. ® € Ay. Dann ist Lg(2) separabel.
2. & € Ay. Dann gllt L@(Q) = g@(Q) = E@(Q)

3. ® € Ay. Dann gilt: w,, — w in Lg genau dann wenn u, —> u im
n—oo n—oo
d-Mittel

e

. Esgilt: Lg ist genau dann reflexiv wenn @, ¥ die A,-Bedingung erfiillen.
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