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1 Vorwort

Ausgangspunkt dieser Bachelorarbeit war das Seminar ,Angewandte Analysis“ im
Sommersemester 2010 bei Prof. Dr. Etienne Emmrich. In diesem Seminar habe ich
mich, in einem Vortrag, mit dem Satz von SCORZA DRAGONI beschéftigt. Diesen Satz
werde ich zum Ende dieser Ausarbeitung wieder aufgreifen.

Zunéchst wird in einem vorbereitenden Kapitel die Theorie der Fixpunktsitze be-
handelt. Namentlich geht es dabei um die Fixpunktsétze von BANACH, BROUWER und
SCHAUDER. Der inhaltliche Aufbau und insbesondere die Beweisanordnungen dieses
Kapitels wurden von [6, Kapitel 10] inspiriert. Das Kapitel endet mit dem Satz von
ARZELA und AscoLI. Dieser Satz wird zusammen mit dem Fixpunktsatz von SCHAU-
DER bei dem Beweis des Satzes von SCROZA DRAGONI von Bedeutung sein.

Das dritte Kapitel beschiftigt sich mit semilinearen DIRICHLETschen Randwertpro-
blemen und ist an [3, Kapitel 2] orientiert. Nach einer Motivation und der Definition
von DIRICHLETschen Randwertproblem folgt ein erster Satz zur Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Darauthin wird die so genannte GREENsche Funktion entwickelt. Diese Funktion und
ihre Eigenschaften sind fiir den ganzen restlichen Teil dieser Arbeit ein auferordent-
lich wichtiges Hilfsmittel. Die darauffolgenden Sétze garantieren die Existenz einer
eindeutigen Losung unter einer gewissen LIPSCHITZ - Bedingung. Dabei geben die
letzten beiden Sitze Bedingungen fiir die maximale Lénge eines Existenz- und Ein-
deutigkeitsintervalls an. Ich werde nur den zweiten Satz beweisen, fiir die anderen wird
die Beweisidee angegeben. Zuletzt wird der zuvor erwiéhnte Satz von SCORZA DRA-
GONI vorgestellt. Dieser garantiert die Existenz einer Losung unter Stetigkeits- und
Beschranktheitsannahmen.



2 Fixpunktsatze

2.1 Motivation

In diesem Abschnitt wird die Betrachtung von Fixpunktproblemen zunéchst mittels
eines Beispiels motiviert.
Es sei M eine Menge und A: M — M eine Abbildung. Ein Element x € M mit

x = Ax) (2.1.1)

heift Fizpunkt der Abbildung A.

Viele zu losende Probleme der Mathematik lassen sich als Probleme der Form (2.1.1)
formulieren.

Als ein Beispiel betrachten wir den Operator A gegeben durch Abbildungsvorschrift

b
(Au)(z) = / G, &) F(€ u(€)dE, € [a,)].

Dabei sei f eine stetige Funktion auf [a, b] x R, G eine stetige Funktion auf [a, b] X [a, b]
und u eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann schreibt sich (2.1.1) als

b
u(z) = / Gz, €)f (6, u(©))de, € [a,D] (2.1.2)

Nehmen wir nun an, dass ein G existiert mit G(a, &) = G(b,£) = 0, wobei £ € [a, b] ist,
und es gilt

2 b
& | 6056wy = (e ute)).

Dann wére der Fixpunkt w aus (2.1.2) eine Losung der so genannten semilinearen
Randwertaufgabe

—u"(z) = f(z,u(x)), z € (a,b)
u(a)
b)

|
o o

u

In Kapitel 3 werden wir dieses Problem genauer betrachteten und es wird sich zeigen,
dass solch eine Funktion G, unter gewissen Vorgaben, existiert. Mit Hilfe der Fix-
punktsitze von BANACH und SCHAUDER kann die Existenz einer Losung w, mit Hilfe
der Abbildung A, nachgewiesen werden.



2 Fixpunktsétze

2.2 Vorbereitung

In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten Begriffe, welche wir fiir die Formulie-
rung der Fixpunktsitze von BANACH, BROUWER und SCHAUDER benétigen, wieder-
holt.

Definition 2.2.1. Eine Menge heifft BANACH-Raum, wenn sie ein vollstdndiger und
normierter Vektorraum ist.

Dass bei einem Fixpunktproblem (2.1.1) gewisse Bedingungen an die Abbildung A
gestellt werden miissen, damit ein Fixpunkt existiert, ist naheliegend. Aber folgendes
Beispiel zeigt auch, dass gewisse Anforderung an die zugrunde liegende Menge M
gestellt werden miissen.

Wir stellen uns einen Kreis K um den Punkt P vor. A sei die Drehung um dem
Winkel 0 < ¢ < 27 auf K um den Punkt P. Eine Losung der Gleichung (2.1.1) ist
der Punkt P. Ist statt des Kreises ein Kreisring die Definitionsmenge von A, so ist
sofort klar, dass (2.1.1) keine Losung hat. Wir miissen also sicherstellen, dass solche
Situationen nicht auftreten.

Aus diesem Grund werden im folgenden noch die Begriffe konvex, relativ kompakt,
kompakt und totalbeschrankt eingefiihrt, womit wir Teilmengen eines BANACH-Raums
charakterisieren kénnen.

Definition 2.2.2. Eine Menge M heifst konvex, wenn fiir je zwei Elemente z,y € M
auch deren Verbindungsstrecke in M liegt. Dabei besteht die Verbindungsstrecke von
x,y aus allen Linearkombinationen Az + (1 — A)y mit A € [0, 1].

Beispiel 2.2.3. Sei r > 0. Die abgeschlossene Kugel B(0,7) := {v € X : |lv[x <7}
ist stets konvex, falls (X,|| - ||x) ein normierter Raum ist. Seien v,w € B(0,r). Die
Konvexkombination dieser Elemente ist gegeben als

wi=Xv+(1—-Nw, Xel0,1].

Folglich ist
fullx < Mlvllx + 1 =Nwlx <Ar+(1=Xr=r

Dies lehrt uns, dass B(0,7) konvex ist.
Kreisringe und Donuts sind Beispiele fiir nicht konvexe Mengen, denn keine Verbin-
dungsstrecke, die den Mittelpunkt enthalt, liegt ganz in der Menge.

Definition 2.2.4. Die konveze Hiille einer Menge M ist die kleinste konvexe Menge
die M enthalt. Wir schreiben kurz conv M.

Beispiel 2.2.5. Sei X eine Menge und X O M := {z1,...,z,}, wobei n € N ist. Die
konvexe Hiille von M ist gegeben als die Menge aller Konvexkombinationen der Form

> N (2.2.1)
j=1

wobei die A; € [0,1] sind und Z?Zl A; = 1 gilt. Der Beweis folgt mit Induktion nach
n.



2.3 Fixpunktsatz von SCHAUDER

FEine weitere wichtige Eigenschaft von Mengen ist die relative Kompaktheit.

Definition 2.2.6. Sei B ein BANACH-Raum. Eine Teilmenge M von B heifit relativ
kompakt in B, wenn jede Folge von Elemente aus M eine konvergente Teilfolge hat. M
heifst kompakt, wenn der Limes dieser Teilfolge stets in M liegt.

Bemerkung. Fine Menge ist genau dann kompakt, wenn sie relative kompakt und
abgeschlossen ist.

Einen Beweis findet man zum Beispiel in [6, S.125 ff].

Definition 2.2.7. Sei B ein BANACH-Raum. Eine Teilmenge M C B heifst totalbe-
schrdnkt, wenn fiir jedes € > 0 endliche viele &1, ..., &,, wobei n € N ist, existieren, so

dass jeder Punkt x € M hochstens ¢ weit von einem &; mit j € {1,...,n} entfernt ist.
Die Punkte &1,...,&, heifien ¢ - Netz von M.

Bemerkung. In einem BANACH-Raum ist die relative Kompaktheit dquivalent zu dem
Begriff totalbeschrankt.

Fiir einen Beweis sei auf [6, S.125 ff] verwiesen.

2.3 Fixpunktsatz von Schauder
Der Beweis des SCHAUDERschen Fixpunktsatz baut auf dem Fixpunktsatz von BROU-

WER auf. Zuvor wird der Fixpunktsatz von BANACH angeben.

Satz 2.3.1 (Fixpunktsatz von BANACH). Sei M eine nichtleere abgeschlossene Teil-
menge eines vollstindigen metrischen Raums (X,d). Eine kontrahierende Abbildung
A: M — M besitzt genau einen Fizpunkt & € M. Dieser Fixpunkt ist Grenzwert der
Iterationsfolge (xn)nen die erklirt wird durch die Vorschrift

Tnt1 = Azy).
Dabei ist xg € M ein beliebiger Startpunkt. Weiterhin gilt die Fehlerabschdtzung

an

ad(l‘o,zl).

Hierbet bezeichnet oo die Kontraktionskonstante von A.

Bemerkung. Eine Abbildung A: M — M heilst kontrahierend, wenn
d(A(z), A(y)) < ad(z,y) furallez,y € M und 0 < a < 1.

Hierbei sei M C X und (X, d) ein metrischer Raum.

Interessant ist der Fixpunktsatz von BANACH aus zwei verschiedenen Griinden: Zum
einen zeigt er die Existenz und die Eindeutigkeit des Fixpunktes, im Gegensatz zu den
anderen noch folgenden Fixpunktsétzen, zum anderen bietet er ein Iterationsverfahren
samt Fehlerabschitzung zur Bestimmung des Fixpunktes. Wir haben also ein numeri-
sches Verfahren zur Hand, um den Fixpunkt zu bestimmen bzw. ihn anzundhern. Auf
[3, Kapitel A.2] sei fiir einen Beweis verwiesen.



2 Fixpunktsétze

Satz 2.3.2 (Fixpunktsatz von BROUWER). Jede stetige Abbildung einer nichtleeren
konvezen und kompakten Teilmenge eines endlich dimensionalen Raums in sich besitzt
mindestens einen Fixpunkt.

Fiir den Beweis sei auf [6, Kapitel 9] oder [9, Kapitel 1.14] verwiesen. Der Fixpunkt-
satz von SCHAUDER baut auf dem Satz von BROUWER auf. Insbesondere fiir endlich
dimensionale Rdume stimmt er mit dem BROUWERschen Fixpunktsatz {iberein.

Satz 2.3.3 (Fixpunktsatz von SCHAUDER). Ist M eine nichtleere konvexe und kom-
pakte Teilmenge eines BANACH-Raums und ist f eine stetige Abbildung von M in sich,
so besitzt f wenigstens einen Fixpunkt in M.

Der nun folgende Beweis besteht aus drei Teilen.

Als erstes wird die gegebene Abbildung f durch eine Naherungsabbildung f. ersetzt.
Dabei soll sich die Naherungsabbildung nur um héchstens € > 0 von f unterscheiden.
Aus dem BROUWERschen Fixpunktsatz folgern wir, dass f. mindestens einen Fixpunkt
. hat. Im letzten Teil wird gezeigt, dass eine Folge von Fixpunkte z. gegen einen
Fixpunkt der Abbildung f konvergiert.

Beweis. Wir erinneren uns daran, dass jede kompakte Menge auch totalbeschrankt

ist. Sei nun ein € > 0 vorgegeben. Dann existieren Punkte &1, ...,&,, wobei n € N ist,
die ein € - Netz in M bilden. Es existiert also fiir jedes x € M ein j € {1,...,n} mit
If (@) = &l <= (2.3.1)

Wir betrachten nun die Funktionen a;: M — R fiir j = 1,...,n erkladrt durch die
Abbildungsvorschrift
aj (z) = max (¢ — || f (z) — &, 0).

Aufgrund von (2.3.1) folgt, dass es zu jedem x € M mindestens ein j € {1,...,n}
gibt, so dass a;(x) > 0. Daraus folgt

i a;(z) >0 (2.3.2)
j=1

fir alle z € M. Wir erkléren A\;: M — [0,1], mit j = 1,...,n, durch die Abbildungs-
vorschrift

R 1C))
Aj(@) ST 4@ > 0. (2.3.3)

Die \; sind, wegen (2.3.2), auf ganz M definiert. Nun wird das eingangs erwéhnte f.
durch die Abbildungsvorschrift

n

fe(z) =Y N@)§, zeM

Jj=1

definiert.



2.3 Fixpunktsatz von SCHAUDER

Welche Eigenschaften hat diese Funktion?
f ist, nach Vorgabe, stetig auf M. Somit sind die Funktionen a;, A; fiir j =1,...,n
und f. stetig auf M. Weiterhin gilt, wegen (2.3.3),

zn:)\j(m) =1, zeM. (2.3.4)

fe ist von der Form (2.2.1). Somit ist f.(z) fiir alle x € M ein Element von conv{¢y, ..., &, }
(dem Abschluff von conv{&y,...,£,}). Die Dimension von conv{¢y, ..., &, } ist endlich,
denn sie liegt in der linearen Hiille des ¢ - Netzes.

Wir werden nun zeigen, dass sich die Ndherungsabbildung f. nur um ¢ von f unter-
scheidet. Wir betrachten dazu ein € M und

£ (@) = f(@)]| = || F2) =Y Ni(@)g
j=1

I
NE

Aj () (f(2) — &)

Hierbei wurden der Reihe nach die Aussagen (2.3.4), die Dreicks - Ungleichung, (2.3.3),
(2.3.1) und nochmals (2.3.4) genutzt.

Wir haben eine N&dherungsabbildung zu f gefunden, die in einen endlich dimen-
sionalen Raum abbildet und dessen Bild sich nur um ein beliebiges ¢ > 0 von f
unterscheidet. Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen.

Im folgenden, zweiten Teil soll nun die Existenz eines Fixpunktes fiir die Abbildung
f- gezeigt werden.

Da M konvex und abgeschlossen ist, gilt dass conv{¢y,...,§,} € M.conv{&,..., &}
ist eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge. Folglich ist sie kompakt.
Weiterhin ist sie konvex und Teilmenge eines endlich dimensionalen Raums. Aus dem
Fixpunktsatz von BROUWER folgt die Existenz eines Fixpunkts fiir die Abbildung
fer tonv{&y, ..., &} — conv{&y, ..., &}

Wir kommen nun zum dritten Teil. Dazu wéahlen wir das ¢ > 0 als eine Folge
(er := 1/k),cn- Es bezeichne f. die Ndherungsabbildung zu vorgegebenen ¢y, entspre-
chend xj bezeichne einen Fixpunkt der Abbildung f.

Zuvor hatten wir gezeigt: Fiir alle x € M gilt fiir vorgegebenes € > 0

If (z) = fe (@)] < e



2 Fixpunktsétze

Damit folgt fiir die zy,

I ) = £ ou)ll = 1 (on) = o] < 3. (235)

(2k)ken ist eine Folge in M. Nach Vorgabe ist M kompakt, somit existiert eine kon-
vergente Teilfolge (xy,)ien. Sei & der Grenzwert dieser Teilfolge. Dann gilt, aufgrund
der Stetigkeit von f, dass

flaw) =% £ (@),
Schlieflich folgt die endgiiltige Schlussfolgerung
1 ) — 7l = Jim If () — 2
< lim —

71— 00 ki

Dabei gilt die Ungleichung wegen (2.3.5). Es wurde also gezeigt, dass ein T € M
existiert mit der Eigenschaft

f(@) =%

Damit ist die Behauptung des Fixpunktsatzes von SCHAUDER bewiesen. O

Diese Beweisanordnung ist orientiert an [6, Kapitel 11].

Bemerkung. Im ersten Teil dieses Beweises haben wir den folgenden bekannten Satz
mitbewiesen.

Satz 2.3.4 (Approximationssatz fiir kompakte Operatoren). B,B* seien BANACH-
Riume und M eine beschrinkte Teilmenge von B. Sei

f: M — B*
ein kompakter Operator. Dann existieren fiirn = 1,2, ... stetige Operatoren
fn: M — B*

mit den Eigenschaften

sup () = Fo(wll < - und - dim (£(F, (M) < .

Weiterhin gilt f,, (M) C conv f (M).

Hierbei bezeichnet £ die lineare Hiille einer Menge und ein Operator heift kompakt,
wenn er stetig ist und beschrankte Mengen in relativ kompakte Mengen abbildet.

Mit dem folgenden Lemma von MAZUR werden wir den Fixpunktsatz von SCHAUDER
fiir Anwendungen praktischer formulieren.
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2.3 Fixpunktsatz von SCHAUDER

Lemma 2.3.5 (Lemma von MAZUR). Die abgeschlossene konvexe Hille einer relativ
kompakten Teilmenge eines BANACH-Raums ist stets kompakt.

Bevor wir dieses Lemma beweisen, schauen wir inwieweit es uns hilft den Fixpunktsatz
von SCHAUDER zu verallgemeinern.

Sei M eine konvexe und abgeschlossene Menge. Weiterhin sei f: M — M eine Ab-
bildung mit der Eigenschaft, dass f(M) relativ kompakt ist. Mit dem Lemma von
MAZUR folgt nun, dass conv f(M) kompakt ist. Weiterhin gilt, dass conv f(M) C M,
aufgrund der Konvexitidt und Abgeschlossenheit von M. Betrachten wir die Einschrén-
kung f: conv f(M) — conv f(M) so existiert, nach dem Fixpunktsatz von SCHAUDER,
mindestens ein Fixpunkt der Abbildung f. Nun koénnen wir den Fixpunktsatz von
SCHAUDER fiir die Anwendung praktischer formulieren.

Satz 2.3.6 (Zweite Version des SCHAUDERschen Fixpunktsatzes). Sei f eine stetige
Abbildung der michtleeren konvexen Teilmenge M eines BANACH-Raums in sich. f
besitzt mindestens einen Fizpunkt, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

o M ist kompakt;
o M ist abgeschlossen und f(M) relativ kompakt.

Beweis. (von Lemma 2.3.5.) Es reicht zu zeigen, dass die konvexe Hiille einer relativ
kompakten Menge relativ kompakt ist, denn eine abgeschlossene relativ kompakte
Menge ist stets kompakt.

Sei M eine relativ kompakte Teilmenge eines BANACH-Raums, dann ist M totalbe-
schrankt.

Sei e > 0 vorgegeben. Folglich existiert ein £/3 - Netz x1, ..., z,, wobei n € N ist, fiir
M. Die Menge ¢onv{z1, ..., z,} ist Teil eines endlich dimensionalen Raums. Weiterhin
ist sie beschrénkt und abgeschlossen. Insgesamt folgt, dass conv{zy, ..., z,} kompakt
ist. Damit existiert ein €/3 - Netz &3, ..., &, wobei s € N ist, fiir conv{zy,...,2,}.

Das Ziel ist es die relative Kompaktheit von conv M nachzuweisen. Dafiir wird nun
gezeigt, dass die &1, ...,&s ein € - Netz fiir conv M bilden.

Sei € conv M. Zu diesem wiihlen wir ein y € convM (dem inneren von conv M), so
dass y hochstens €/3 weit von z entfernt ist und wir 7y,...7, € conv M, wobei p € N
ist, finden mit

P
y=>_ A (2.3.6)
i=1
Hierbei sind die A; € [0,1] und es gilt Y-?_; A\; = 1. Nun findet sich zu jedem

Mt € {M,...,np} mindestens ein z;, € {z1,...,2,}, dass hochstens £/3 von diesem
entfernt ist. Wir wihlen jeweils dasjenige mit dem kleinsten Abstand und definieren

den neuen Punkt .
Yo=Y M-
k=1

Somit ist yo ein Element von conv{zy,...,x,}. Folglich existiert ein j € {1,...,s}, so
dass yo hochstens €/3 weit von &; entfernt ist.

11



2 Fixpunktsétze

Die Punkte y und yo sind hochstens /3 weit von einander entfernt, denn

> Ak (e — i) ‘

k=1

p
< Z e [ — 4, |

ly — yoll =

Die erste Ungleichung folgt wegen der Dreiecksungleichung. Die zweite aufgrund der
Wahl der x;, € {x1,...,2,} zuden n, € {m,...,n,}. Insgesamt hat dies zu folgender
Situation gefiihrt: z ist von y, ¥ ist von yo und yo ist von &; héchstens e/3 weit entfernt.

Damit wurde gezeigt, dass fiir ein beliebiges ¢ > 0 und ein beliebiges x € conv M

ein §; € {&,...,&} existiert, dass hochstens € weit entfernt von z ist. Folglich ist
conv M totalbeschrénkt oder dquivelnt: conv M ist relativ kompakt. Damit ist conv M
kompakt. O

Diese Beweisanordnung ist orientiert an [6, Kapitel 11]. Wir erhalten folgendes Korol-
lar, welches im vorherigen Beweis mit bewiesen wurde.

Korollar. Die konvexe Hiille einer relativ kompakten Teilmenge eines BANACH-Raums
ist relativ kompakt.

2.4 Satz von Arzela und Ascoli

Als letztes soll in diesem Kapitel noch der Satz von ARZELA und ASCOLI angefiihrt
werden, damit alle Sdtze die im folgenden gebraucht werden zum Nachschlagen bereit
stehen. Wie zuvor wird auch hier auf den Beweis verzichtet und exemplarisch auf das
Buch [5, Kaptiel 106] verwiesen. Eine allgemeinere Formulierung dieses Satzes findet
man in [6, Kaptel 5].

Satz 2.4.1 (Satz von ARZELA und AScOLI). Sei (fi)ren eine Folge reellwertiger
stetiger Funktionen auf einer kompakten Menge M C R. Es existiert genau dann ei-
ne gleichmdfig konvergente Teilfolge (fx,)ien, wenn die Folge (fi)ren punktweise be-
schrankt und gleichgradig stetig ist. In diesem Falle ist die Folge (fi)ren sogar gleich-
mafig beschrinkt.

Dieser Satz wird spéter hilfreich sein um zu zeigen, dass eine Funktionsfolge eine kon-
vergente Teilfolge besitzt. Aus deren Existenz, werden wir mit dem Satz von SCHAUDER
zeigen kénnen, dass mindestens eine Losung fiir eine Klasse von Differentialgleichungen
existiert.

12



3 Dirichletsche Randwertprobleme

Angenommen wir moéchten eine Hochspannungsstromleitung verlegen. Nun kénnten
wir uns dafiir interessieren wie weit die Stromleitung durchhidngen oder wie lang die
Stromleitung sein wird, wenn sie zwischen zwei Masten héangt. Mit Hilfe der Physik
erhélt man eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese kann man
auch 16sen. Aber weder die Gleichung, noch die Losung, sollen hier von Interesse sein.
Es soll vielmehr darum gehen die Losung den gegebenen Daten anzupassen. Norma-
lerweise kennt man die Methode der Anfangswertprobleme. Problematisch ist die erste
Ableitung, denn wir haben keine Informationen iiber die Steigung der Leitung in ei-
nem Punkt. Auferdem mo&chten wir vielmehr sicher gehen, dass die Funktion an den
Masten a,b die Hohe h der Masten annimmt. Die gesuchte Funktion u soll also den
folgenden Bedingungen geniigen:

Es stellt sich nun die Frage: Existiert eine Losung fiir dieses Problem?

3.1 Randwertprobleme fiir lineare und homogene
Differentialgleichungen

Definition 3.1.1. Es seien «, 3 reellen Zahlen. Randdaten oder Randbedingungen
einer Funktion u: [a,b] — R der Form

u(a) =a und u(d) =0

heiffen Randbedingungen erster Art oder DIRICHLETsche Randbedingungen. Ist
a = 8 = 0 so spricht man von homogenen DIRICHLETschen Randbedingungen. An-
sonsten spricht man von inhomogenen Randbedingungen.

Der Unterschied zwischen Randwertproblemen und Anfangswertproblemen besteht
darin, dass Randprobleme von zwei Stellen des Definitionsbereichs abhangen. Im Ge-
gensatz dazu hdngen Anfangswertprobleme nur von einer Stelle des Definitionsbereich
ab. Um den Begriff der Losung einer Differentialgleichung eindeutig festzulegen folgt
nun

13



3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

Definition 3.1.2. Unter einer Lisung fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit DIRICHLETschen Randbedingungen im Intervall (a, b) versteht man eine Funktion
u € C?(a,b) NC|a,b], die sowohl der Differentialgleichung als auch den Randbedingun-
gen genligt.

Betrachten wir nun die folgende Situation

—u"(x) + cu'(x) + du(z) =

0 (3.1.1)
u(a) =a, ud)=p0

wobei z € (a,b) und a, 8, ¢,d € R gelte. Dann gilt

Satz 3.1.3. Auf dem beliebigen Intervall [a,b] zu beliebigen Randdaten o, € R gibt
es genau eine Losung u fiir das obige Problem, falls

2

c
D:=—+d>0
4-1- =

gilt. Gilt hingegen D < 0, dann ¢ibt es
e genau eine Losung, falls /—D(b — a) kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

e unendlich viele Losungen, falls /—D(b — a) ein ganzzahliges Vielfaches von ©
ist und gilt
c krm
= (-1)* — . 3.1.2
5= (facs (57) 5.12)
e keine Losung, falls /—D(b—a) ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist und (3.1.2)
nicht gilt.

Fiir den Beweis sei auf [3, S. 22 ff] verwiesen. Jedoch kann dieser auch leicht selbst
entwickelt werden. Die Idee besteht darin zundchst mit Hilfe des Ansatzes p(x) =
exp(Az) eine Losung fiir die Differentialgleichung zu finden. Seien die Losungen g, us.
Dann bildet die Linearkombination

u(x) = crug (z) + cqua(x), c¢1,c0 €R

die allgemeine Losung. Zuletzt ist zu untersuchen, ob das Gleichungssystem

(et 26 (2) = (6)

keine, eine oder unendlich viele Lésungen hat. Dazu betrachtet man die Determinante.

Wer die Theorie der Anfangswertproblem kennt wird zunéchst etwas verwundert
sein, denn mit dem Satz von Picard - Lindel6f gibt es eine Existenz und Eindeutig-
keitsaussage fiir eine grofse Klasse von Differentialgleichungen. Zu diesen gehort auch
(3.1.1). Die Betrachtung von Randwertproblemen stellt uns somit vor ganz neue Her-
ausforderungen.
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3.1 Randwertprobleme fiir lineare und homogene Differentialgleichungen

Der Einfachheit wegen werden die folgenden Sétze nur fiir homogene Daten formuliert.
Dies stellt jedoch keine Einschriankung dar, denn die Transformation @(z) = u(z)—r(zx)
fiir z € [a, b] mit

_(b—m)a+(x—a)s
rie) = b—a

fiihrt beliebige Randdaten in homogene iiber. Man beachte, dass die zugrunde liegende
Differentialgleichung in eine Gleichung fiir @ transformiert werden muss.
Betrachten wir nun folgendes Randwertproblem

(@) = f(@)
u(a) =0
u(b) =0

wobei x € (a,b) und f € Cla, b]. Die homogene Gleichung hat, aufgrund der Randdaten,
nur die triviale Losung. Die Funktionen v(x) = z—a und w(z) = b—x sind fir = € [a, b]
linear unabhéngige Lésungen. Denn:

Wir betrachten

cv(z) + cow(z) =0, c1,02 €R, x € [a,b].
Differentiation dieser Gleichung liefert die Unabhangigkeit.

Mit dem Ansatz Variation der Konstanten erhalten wir die Losung der inhomogenen
Gleichung fiir = € [a, b]:

x

T b
u(z) = < |- as@ds+ |- a)(bé)f(E)d§>

Diese Gleichung kénnen wir auch kiirzer schreiben, ndmlich als

dabei ist

G(z,€) = (3.1.3)

b—a

die so genannte GREENsche Funktion.

Greensche Funktion
Einige Eigenschaften

Die GREENsche Funktion wird von aufserordentlicher Wichtigkeit sein, sie stellt sich
namlich als die gesuchte Funktion G aus (2.1.2) heraus. Aus diesem Grund sollen hier
einige wichtige Eigenschaften zusammengefasst werden.

15



3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

G ist symmetrisch und es gilt G(z,£) > 0 auf dem ganzen Definitionsbereich
[a,b] X [a,b]. Aulerdem ist sie dort stetig. Eine einfache Rechnung ergibt:

b
b— _
/ G(xag)dg = Léma)a US [avb]'
Das Integral als Funktion von z hat ein Maximum bei zg = %*b. Damit folgt
b (b—a)?
G(z,&)d¢ < g (3.1.4)

Die partielle Ableitung nach z ist integrierbar und wir erhalten mittels elementarer
Integrationsregeln

b 2 2
0G _(x—a)’+(b—2x)

u ax <x7£)d£_ 2(b7a) I WS (a/7b)'

Diese Funktion hat Maxima bei 1 = a und x5 = b und wir folgern

b
oG b—a
—_— < . 1.
S ds < 5 (3.1.5)

Von besonders wichtiger Bedeutung sind die folgenden beiden Eigenschaften.
1. Die Gleichung

b
u@y:/aGufﬁ@MQ 2 € [a,b] (3.1.6)

geniigt der Randwertaufgabe

u(a) =0
u(b) = 0.

Wegen G(a,&) = G(b,&) = 0 fiir alle £ € [a, b] erfiillt sie die Randbedingungen. Ferner
gilt

b—a
W) =52 [ €= arga+ E=DEE 0l

b (e = )= 2)f (@)
e AL e

x b
/ (€ — a)f(E)de + / (b— &) f(€)de (3.1.7)

T b—a

T b
5= | € aries = [-orea

T—a b—

flx) -

L (@) =~f(2). (3.1.8)

b—ua b—

16



3.1 Randwertprobleme fiir lineare und homogene Differentialgleichungen

Dies hétten wir auch sofort folgern kénnen, da G aus Variation der Konstanten ent-
stand. Diese Rechnung stellt gewissermafien den Beweis oder die Probe obiger Aussage
dar.

2. Sei u eine Losung der oberen Randwertaufgabe. Dann gilt auch die Integralglei-
chung, denn fiir « € [a, b] folgt mit partieller Integration

/Gx§ /Ga:&” 3
a

b
:_b_a/ (€ —a)’ (§)d§— a/ (b —&u"(§)d¢
:fﬁzﬁﬁiﬁhmm+b‘x/qmaﬁ

b—a b—a
rz—a)b—z z—a [P
e e OB G
= u(x). (3.1.9)

Diese Aussage bedeutet, dass jede Losung der Randwertaufgabe von der Form

b
(/Guﬁﬁ@%,mEMM

sein muss. Die vorherigen Eigenschaften der GREENschen Funktion gelten auch fiir
f(x) = f(z,u(z), v (z)) mit u € Cl[a,b].
Definition und weitere Eigenschaften der Greenschen Funktion

Die bisherige Form der GREENschen Funktion wurde aus der Variation des Konstanten
Ansatzes fiir das Problem

—u"(z) + c(x)u(z) + d(z)u = f(z), z € (a,b) (3.1.10)

mit ¢(x) = d(z) = 0 fiir © € [a, ] entwickelt. Seien nun ¢,d, f € Cla, b]. Weiter seien
u1 und uy zwel linear unabhéngige Losungen der homogenen Gleichung. Die Wronski
- Determinante ist von der Form

#0, z € la,b].

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist von der Form cyuy(z) + cous(z)
mit ¢1,c2 € R, x € [a,b]. Mit den Randdaten folgt das Gleichungssystem

() ) ()=o)

17



3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

u ist also genau dann die triviale Losung, wenn

(a)
(b)
Im folgenden sei die Losung des homogenen Problems die triviale Losung. Die GREENsche
Funktion fiir (3.1.10) ist definiert als

ui(a)

U2
R :=
Ul(b) (5

£0.

_ 1 A(€)B(z) fira<f<a<
G(z,§) = iG] {A(x)B(g) fira<as<t<b (3.1.11)
Dabei ist @ @ @) @)
_|wmla uz2(a ) = up(x U2(x
AD = @) w@] T ) we)

fiir « € [a, b].
Bemerkung. Eine ausfiihrliche Entwicklung dieser Funktion findet man in [7, Kapitel
IX]. Auferdem wird dort eine Konstruktion dieser Funktion dargestellt, fiir die die
Losung des homogenen Problems nicht trivial sein muss. Eine Situation die in dieser
Arbeit keine weitere Erwahnung findet.

Wir kénnen die GREENsche Funktion auch fiir beliebige inhomogene Randdaten
«, B € R definieren. Dazu setzen wir

G(z,€) := G(x,&) + w(z), =€ [a,b]
mit G definiert durch (3.1.11) und w € C?[a, b] mit w(a) = a, w(b) = B und w” (z) =0
fiir « € [a,b]. Die Gleichung (3.1) ist eine Beispiel fiir ein solches w.

Betrachten wir den Fall ¢(x) = d(z) = 0 fiir = € [a, b], so erhalten wir die GREENsche
Funktion aus dem letzten Abschnitt, denn es sind u1(z) = x — a und us(x) = b— =
zwei lineare unabhéngige Losungen. Folglich ist

R=—(b-a)*, W(@)=a~-b, A(x) = —(b—a)(z —a), B(z) = ~(b—a)(z —b)

einsetzen in (3.1.11), liefert die Behauptung.

Die Funktion G ist auf [a,b] x [a,b] stetig, denn die Funktionen A, B, W sind nur
von den Losungen uj,us abhéngig.

Sei x € [a,b], dann gilt

b T b
| o= B [ AC) e+ aga) / BE) e

RW (&) . RW (&)
i [*AQ) A
_ B )/a A% B (3.1.12)
b
+ A'(z) Rléé% dé — A(x) Riﬂ“gi)
_ [T AQB (@) " Al(2)B(&)
—/a R (©) d£+/m RW () d§. (3.1.13)
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

Die rechte Seite ist ein Kompositum von stetigen Funktionen, da A’, B’,W von den
Losungen uq, us abhéngen. Es gilt sogar

d [° b oG
— = —-— . .1.14
& | cwod = [ Glaod aepy (3114
Dies folgt mit (3.1.13) und
B@A©  fir g < £ <z <b
gﬁ(x,g) _ {B@V)VA}%) ra<fsz<b (3.1.15)
€T W fira<uw § g <b

Betrachten wir die Rechnung von (3.1.13) fiir eine Funktion

b
(Tu)(z) == / G, ) f (6, u(€). o/ (€))de, € [a,1]

wobei f: [a,b] x R? — R stetig sei und u: [a,b] — R stetig differenzierbar sei, so
erkennen wir, dass T'u stetig differenzierbar ist.

b
u(z) 1=/ G(2,8) (& u(§),u'(§)d¢, € [a,b] (3.1.16)

ist eine Losung des Randwertproblems fiir die inhomogene Gleichung. Umgekehrt er-
fillt jede Losung des Randwertproblems diese Integralgleichung. Dies nachzuweisen
wird an dieser Stelle verzichtet, denn es ist eine analoge Rechnung und liefert keine
neuen Erkenntnisse. Wir erhalten den folgenden Satz:

Satz 3.1.4. FEs liege das Problem (3.1.10) vor. Besitzt die zugehorige homogene Glei-
chung nur die triviale Losung, dann besitzt das Randwertproblem fiir die inhomogene
Gleichung genau eine Losung. Diese ist dann von der Gestalt (3.1.16).

Die Umkehrung gilt auch.

Satz 3.1.5. Besitzt das Randwertproblem (3.1.10) genau eine Lisung, so besitzt das
zugehorige homogene Randwertproblem nur die triviale Losung.

Beweis. Sei u die eindeutige Losung des inhomogenen Problems. Wir nehmen weiter
an, dass uy die nicht triviale Losung des homogenen Problems ist. Dann folgt, dass
u + up ebenfalls eine Losung des inhomogenen Problems ist. Dies widerspricht aber
der Eindeutigkeit von w. O

Dieser Abschnitt ist von [3, Kapitel 2] inspiriert worden.

3.2 Semilineare Randwertprobleme
Definition 3.2.1. Eine gewohnliche Differentialgleichung

F(x,u(z),u'(x),u"(x)) = 0

19



3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

heifst semilinear, wenn sie linear nach der héchsten Ableitung umgestellt werden kann.
Das heifit, wenn F' geschrieben werden kann als

—u’(x) = f(z,u(z),u'(z)).
Wir betrachten nun die folgende semilineare Aufgabe
—u"(z) + c(z)u (z) + d(z)u(z) = f(z,u(x),v (x)), =z € (a,b) (3.2.1)
u(a) =0, ud)=0
mit ¢,d € Cla, b].

Satz 3.2.2. Gegeben sei die Aufgabe (3.2.1). Dabei sei f: [a,b] x R x R — R eine
stetige Funktion. AufSerdem erfiille sie eine LIPSCHITZ - Bedingung. Das heifit es gebe
Zahlen L, K > 0, so dass fir alle € [a,b] und fir alle s,t,s',t' € R die Ungleichung

|f(l’,8,$/) - f(l’,t,t/)| < L|'S - t| + K|S/ - tl|
erfillt sei. Zudem habe das homogene Problem, das heifst
—u"(x) + c(x)u/ (z) + d(z)u(x) =0, wu(a) =0=u(b), x € (a,b)
nur die Nulllosung. Durch (3.1.11) sei die GREENsche Funktion G definiert. Gilt dann
b e
max / (LG(x,§)| LK ’ 9C (. ¢) D de < 1 (3.2.2)
z€la,b] Jq Ox

so hat das Problem (3.2.1) genau eine Losung.

Bemerkungen zu Satz 3.2.2

Durch den folgenden Satz ist eine hinreichende Bedingung dafiir gegeben, dass die
homogene Gleichung von (3.2.1) nur die triviale Losung hat.

Satz 3.2.3. Zugrunde liege das homogene Problem von (3.2.1). Gilt d(xz) > 0 fir alle
x € [a,b], dann ist die Losung trivial.

Fiir den Beweis betrachte man [3, Satz 2.5.2].
Mit dem nun folgenden Korollar erhalten wir eine Existenz- und Eindeutigkeitsaus-
sage fiir eine Klasse von linearen Randwertproblemen.

Korollar. Es liege das Randwertproblem (3.2.1) mit f(z,u(z),u'(z)) = f(z) vor,
jedoch mit beliebigen Randdaten. Gilt d(x) > 0 fir alle x € [a,b], dann gibt es genau
eine Ldosung fiir das zugrunde liegende Problem.

Beweis. Zunéchst iiberfiihren wir das Randwertproblem mit inhomogenen DIRICHLET
Randdaten in ein Randwertproblem mit homogenen Randdaten. Satz 3.2.3 impliziert,
dass die Losung dieser Gleichung die triviale ist. Damit folgt, nach Satz 3.1.4, dass es
genau eine Losung des inhomogenen Problems gibt. O
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

Um die Bedingung (3.2.2) verifizieren zu kénnen miissen wir die GREENsche Funktion
kennen. Diese zu bestimmen ist, in den meisten Féllen, gar nicht moglich, da wir die
linear unabhéngigen Losungen der Differentialgleichung nicht kennen.

Aus diesem Grund werden wir im folgenden den Fall ¢(x) = d(z) = 0 fiir alle
x € [a, b] betrachten.
In [2, Theorem 1.1.1] wird fiir diese Situation die Bedingung
b—a)? b—a

o tE— <1 (3.2.3)
gefordert. Die Gleichung (3.2.2) ist identisch mit (3.2.3) fiir ¢(x) = d(z) = 0, denn in
dieser Situation ist die homogene Gleichung von der Form —u”(x) = 0 fiir = € [a, b].
Dann ist die GREENsche Funktion von der Form (3.1.3). Nun gelten (3.1.4) und (3.1.5).
Damit folgt bereits die Behauptung.

Fiir einen Beweis von Satz 3.2.2 sei auf [3, S. 45ff] verwiesen. Dabei ist die Idee des
Beweises einen Operator

1

b
(Tu)(z) = / G, &) F(E,u(€) w/ (€))dE, 1 € [a, ]

auf C'[a,b] zu definieren. Mit der Norm [[v]jc1[q,p) = maxge(q)(Llv(z)] + K[v'(2)])
wird Cl[a,b] ein BANACH-Raum. T ist ein kontrahierender Operator, aufgrund der
Bedingung (3.2.2). Dann folgt die Behauptung mit dem Fixpunktsatz von BANACH
(siehe 2.3.1).

Satz 3.2.4. Gegeben sei die Aufgabe (3.2.1) mit f(z,u(z),u'(z)) = f(z,u(x)) stetig
auf [a,b] x R. Auferdem erfiille sie eine LIPSCHITZ - Bedingung. Das heifst es gebe
eine Zahl L > 0 , so dass fiir alle x € [a,b] und fir alle s,t € R die Ungleichung

|f(£l?,$) - f(l‘,t)| < L|5 _t|

erfillt sei. Gilt dann

2

(b—a)?
so hat das Problem (3.2.1) genau eine Losung.

Gilt jedoch L > 7%/(b— a)? so muss keine Lésung existieren oder, falls sie existiert,
muss sie nicht eindeutig sein. Bedingungen dieser Art heiffen scharf.

L <

Beweis. Wir betrachten die so genannte gewichtete Norm

ull* = mex
z€(a,b] ’LU(J?)

auf Cla,b], wobei w(z) > 0 fiir alle € [a, b] gelte. Fiir die zugrunde liegende Diffe-
rentialgleichung ist die GREENsche Funktion von der Form (3.1.3). Die Idee ist, wegen
(3.1.6), einen Fixpunkt fiir den Operator

b
(Tu)(z) = / G, ) F (€, u(€))de, u e Cla,bl,a € [a,b]
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3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

nachzuweisen. Dazu betrachten wir zunéchst fiir « € [a,b] und u, v € C[a, b

|(Tw)(z) — (Tv)(x )| ||u_q)|| / Gz, §)w(&)dE.

w(z)

Hier wurde die vorausgesetzte LiPSCHITZ-Bedingung von f genutzt. Damit wir einen
Fixpunkt aus dem Fixpunktsatz von BANACH folgern kénnen, muss gelten

I b
= — [ G d¢ < 1.
o= max [ G guieas <
Auferdem muss natiirlich (Cla, bl, | - ||*) ein BANACH-Raum sein. Die Idee ist nun ein
wp zu finden, so dass gilt
I, b
1l=—— Gz, w(&)dé, =z € la,b].
— [ Gaou@a el
Wegen (3.1.8) folgt nun fiir wy die Randwertaufgabe
() + Lwo(x) =0, z € (a,b)
wo(a) =0 wpe(b) =0
wo(z) >0, z € (a,b)

Satz 3.1.3 impliziert, dass das obige Problem ohne die zusétzliche Bedingung w(x) > 0
genau eine Losung hat, wenn v/L(b—a) # Ir, wobei | € Z ist. Wihlen wir vL(b—a) < 7
so hat die allgemeine Losung wq keine Nullstellen auf (a, b). Eine geschickte Wahl der
Konstanten liefert wo(z) > 0 fir = € (a,b).

Die Bedingung v/L(b — a) < 7 lisst sich auch schreiben als L < 72/(b — a)?. Sei
A€ R, sodass L <X < 7?/(b—a)? so ist die Lésung von

w”’(z) + Aw(z) =0, =z € [a,b]
w(ag) =0 w(by) =0

wobel ap < a < b < by, stehts grofer als Null auf dem Intervall [a, b]. Dazu brauchen
wir nur die vorherige Uberlegung wiederholen.

Mit dieser Losung w definieren wir die Norm || - [|*. Dies ist problemlos méglich, da
w(x) > 0 fur z € [a, b].

Es ist noch zu zeigen, dass (C[a, ], ||-||*) ein BANACH-Raum ist. Wir beobachten dazu
fiir ein v € C[a, b] und mit der Notation w := min,¢[q,p) w(z) und W := max,e[q,5 w(T)

0< —lolletan < ol < =[]

=w Vilcla,b] = IV > w Vllcla,b] -

Damit sind || - |[|* und || - [[¢cja,p) = MaXze[ap)(] - |) dquivalente Normen. Folglich ist
(Cla,b], || - ||*) ein BANACH-Raum, da (C[a, b, || - [lc[a,s)) einer ist.
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

(3.1.9) zeigt, dass jede Losung eines homogenen Randwertproblems von der Form des
Operators T ist. Addiert man eine Funktion h mit h(z) > 0 fiir z € [a, b], h(a) = w(a),
h(b) = w(b) und A" (z) =0 fir = € [a, ] so ldsst sich w schreiben als

b b
w(@) = [ G u©)d + (o) 2\ [ Gl ule)ds, o fa,b]
Die Funktion w wurde so motiviert, dass

L
o = Imax ——
z€la,b] ’U)($)

b
| e ouieic< 5

gilt. Weiterhin ist L < A < 72/(b — a)?. Damit existiert genau eine Losung, wenn

da a < 1 und die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung aus dem BANACHschen
Fixpunktsatz folgt.

Es ist noch zu zeigen, dass die Aussage des Satzes falsch ist, wenn L = 72/(b — a)?
ist. Wir betrachten dazu

y'(@) +7?y(x) =0, z€(0,1)
0

In diesem Fall ist L = 72. Diese Gleichung hat die Losung
y(z) = cisin(mz), ¢ € R,z €(0,1].

Offenbar ist die Eindeutigkeit verletzt.
Fiir die Aufgabe

scheitert die Existenzaussage. Die allgemeine Losung ist von der Form
y(x) = ¢y cos(mz) + casin(mx) — 1, x €[0,1],¢1,c2 €R.
Mit den Randbedingungen folgt das Gleichungssystem

81—120
—01—120

welches offenbar keine Losung hat.
Insgesamt folgt die Behauptung. O
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3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

Diese Beweisanordnung ist angelehnt an den Beweis von [1, Theorem 3.2]. Wir kénnen
die Bedingung L < ﬁ auch verstehen als Angabe der maximalen Intervalllange,

das heifit fiir die Randstellen a < b darf hochstens b — a < 7/ VL gelten, damit eine
eindeutige Losung existiert.

Satz 3.2.5. Gegeben sei die Aufgabe (3.2.1) mit c(x) = d(x) = 0 fiir alle x € [a,].
Dabei sei f: [a,b] x R x R — R eine stetige Funktion. Auflerdem erfiille sie eine
L1PSCHITZ - Bedingung. Das heifit es gebe Zahlen L, K > 0 , so dass fiir alle x € [a, b|
und fir alle s,t,s',t € R die Ungleichung

|f(l',8,8/) - f(l’,t,t/)| < L|S - t| + K|S/ - tl|
erfillt sei. Weiterhin gelte

—a)2 _
b-a  gboa

L
8 2

Sei w eine Losung von
w”(z) + Lw'(z) + Kw(z) =0, =z € (a,b). (3.2.4)

w verschwinde fir x = a und a(L, K) sei die erste eindeutige Zahl, so dass w'(x) =0
firx = a4+ a(L, K). Dann hat die zugrunde liegende Aufgabe genau eine Losung, falls
b—a < 2a(L,K). Diese Bedingung ist scharf.

Man kann a(L, K) explizit bestimmen.

\/ﬁ arccos ﬁ fir dK — L2 >0
2 L .. 2 .
a(L,K): ﬁarcoshﬁ fur4K7L <0,L,K>O
2 fir 4K — L? =0,L > 0
+00 sonst

Diese Aussage interessant, da sie sowohl einfach wie auch méchtig ist. Wenn wir ndm-
lich die LipscHITZ - Bedingung fiir (3.2.1) im Fall ¢(x) = d(x) = 0 fiir z € [a, b] nachge-
wiesen habens, so wissen wir sofort, dass nur auf Intervallen [a, b] mit b—a < 2a(L, K)
eindeutige Losungen existieren. Dabei ist das a(L, K) auch leicht zu bestimmen.

Der Beweis ist zundchst &hnlich zu dem Beweis von Satz 3.2.5. Wir suchen eine
gewichtete Norm auf C'[a, b], so dass die Kontraktionskonstante eines Operators gleich
1 ist. Die Funktion w mit der die gewichtete Norm definiert wird geniigt in diesem Fall
aber keiner Randwertaufgabe, sondern einer so genannten gemischten Aufgabe. Das
heift, man fordert w(a) = 0,w’(d) = m, wobei d € [a,b] und m € R ist. Es existiert
ein sehr interessanter Zusammenhang zwischen den gemischten Aufgaben und den
Aufgaben erster Art. Wenn némlich eine Losung fiir eine gemischte Aufgabe auf der
Intervalllinge « existiert, dann existiert eine Losung fiir die Aufgabe erster Art auf
der Intervalllinge 2. Daraus kann die Behauptung gefolgert werden.

Den Beweis findet man in [1, S.37 {].
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

Beispiel 3.2.6. Als Beispiel fiir den Nachweis einer eindeutigen Losung sei die Auf-
gabe des idealisierten oder mathematischen' Pendels vorgelegt. Das heifit es liegt die
Aufgabe

g(x) sin(u(x)) + s(x) (3.2.5)
u(a) =0, wu(b)=0

mit = € (a,b) und s, g € Cla, b] vor.

[z, u(z)) = g(z) sin(u(z)) + s(x)

in der Notation von (3.2.1). Sei [t, '] ein Intervall aus R. Dann folgt mit dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung

|sin(t) — sin(t")| < | cos(&)||t —t']
< |t -t

fiir € € [¢,t]. Folglich ist der Sinus LIPSCHITZ-stetig. Seien nun ¢, € R

F(@,t) = Fa,t)] = |g(a) sin(t) + 5(x) — g(w) sin(t)) — s(x)| = g(x)]| sin(t) — sin(t')
< lo(a)llt =) < max |(e)]|t .

Die Funktion g ist stetig und [a, b] ist kompakt, somit ist max,c(q, [g(2)| < co. Auf-
grund von ¢(z) = d(z) = 0 fiir x € [a, b], in der Notation von (3.2.1), ist die homogene
Gleichung von der Form —u”(z) = 0 fiir € [a,b]. Es wurde bereits gezeigt, dass,
unter den Randbedingungen u(a) = u(b) = 0, diese Gleichung nur die Nulllésung hat.
Satz 3.2.5 impliziert, dass eine eindeutige Losung fiir (3.2.5), falls

7T2

< .

2y < G

Beispiel 3.2.7. Manchmal kann die Losungsmenge M C C%(a,b) N Cla,b] aus (3.2.1)

heraus bestimmt werden. Dann ist es moglich die Vorgaben aus Satz 3.2.2, insbesondere
die LIPSCHITZ - Bedingung, nur noch auf M zu fordern. Als Beispiel betrachten wir

—u(z) = —g(x) exp(u(z)) (3.2.6)
u(a) =0
u(b) =0

wobei x € (a,b) und g(z) > 0 ist. Aus der Differentialgleichung folgt u” (x) > 0 fiir alle
x € [a,b]. Somit ist u eine konvexe Funktion und aus den Randdaten folgt u(z) < 0
fiir alle x € [a, b].

Die GrREENsche Funktion G ist von der Form (3.1.3). G ist grofer gleich Null auf
[a,b] x [a,b] und f(&,u(€)) = —g(&) exp(u(€)) < 0, daraus folgt

(Tu)(@) <0, € a.b)].

1Eine Herleitung der Gleichung findet man auf [4, S. 218 f].
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3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

Alle Funktion aus M = {u € Cla,b] : u(x) <0 Vx € [a,b]} bilden den Losungsraum
von (3.2.6). Insgesamt folgt, dass der Operator T eine Abbildung von M in sich ist.
Wir formulieren nun die Suche nach einer Losung als: Existiert ein u € M, so dass
u = Tu gilt?

Mit Hilfe des BANACHschen Fixpunktsatzes, siche Satz 2.3.1, wird dieses Problem
nun gelost. In diesem Beispiel ist M kein BANACH-Raum, da M kein linearen Raum
tiber R ist. Dennoch ist M C Cla, b] normiert, nédmlich mit der Norm | - ||¢[4,5- Somit
auch ein metrischer Raum. Weiterhin ist M eine abgeschlossene Teilmenge von Cla, b]
dies impliziert die Vollstandigkeit von M.

Wir miissen noch zeigen, dass T' ein kontrahierender Operator ist. Sei [s,t] ein In-
tervall aus (—oo, 0]. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

| exp(s) — exp(t)| = exp(£)|s — 1|
<Js—1]
fiir ein £ € [s,t]. Die Ungleichung folgt, da £ < 0 fiir jedes Intervall [s,t] C (—o0,0].

Somit geniigt exp(-) auf (—oo, 0] der LIPSCHITZ - Bedingung mit L = 1.
Seien nun v, w € M

b
70 = Twleg = max | [ Gl €)(o€) explo€) - g(&) explul))de
b
< max [ Gl 9lalO) exp(o€) — o(6) explu()de
b
< max [ Gl 099100 — w(E)lde
b
< o= wlefon max o(e) | Ga.©)de

(- a)?
= 3 v wHC[a,b] lgl[iﬁ]g(x)~

Dabei wurde die gezeigte LIPSCHITZ - Bedingung und v,w € M genutzt. Die letzte
Gleichung gilt wegen (3.1.4). Gilt nun max,eq 4 g(z) < 8/(b—a)? so hat die Aufgabe
(3.2.6) genau eine Losung auf dem Intervall [a,b], da T eine Kontraktion ist.

Da (3.2.6) den Vorgaben des Satzes von BANACH geniigt, kann sogar, mit dem ange-
gebenen Iterationsverfahren, die Losung angenéhert werden. Man wéhle als Startpunkt
die konstante Funktion ug = 0, das Intervall [0, 1] und die konstante Funktion g = 1,
dann ergibt sich mit der Iterationsvorschrift und dem Operator T’

b X
ur(z) = — / G, ) exp(0)de = L(x — 1), z € [0,1]

(\}

Die Kontraktionskonstante ist in diesem Fall gegeben als a = L(b — a)?/8 = 1/8. Mit
der gegebenen Fehlerabschétzung folgt nun
a

T 1
— < - —(x—1)—0| = — ~0.018.
Jmax [u(z) —w(z)] < g — max |5 - 1) 56
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

In diesem Fall erhalten wir schon nach einer Iteration eine gute Naherung.

Welche Eigenschaften der Gleichung (3.2.6) haben wir tatséchlich gebraucht?

Um zu folgern, dass die Losungsmenge M = {u € Cla,b] : u(x) < 0 Vx € [a,b]} ist
brauchten wir lediglich, dass u”(z) > 0 fiir € [a,b] ist und u(a) = u(b) = 0. Dies
folgt also stets, wenn f(x,£) > 0 fiir (z,€) € [a,b] X R und u(a) = u(b) = 0 gilt.

Die LipscHITZ - Bedingung des Operators T" wurde aus der LIPSCHITZ-Stetigkeit
auf (—oo,0] von f(x,-) gefolgert. Schlieflich kann der Fixpunkt gefolgert werden, wenn
L < 8/(b—a)?ist.

Korollar. Fir x € [a,b] sei die Randwertaufgabe

—u"(z) = f(z,u(x))
u(a) =0
u(b) =0

vorgelegt. | geniige auf der Menge [a,b] x (—o0,0] einer LIPSCHITZ - Bedingung mit
der Zahl L. Sei | auf [a,b] x R kleiner gleich Null. Gilt weiterhin

(b—a)?
so besitzt diese Randwertaufgabe genau eine Losung. Diese ist stets kleiner gleich Null.

Nehmen wir nun an, dass f auf [a,b] x R stets grofer gleich Null ist. Dann ist die
Losung u konkav und mit den Randdaten stets grofer gleich 0. T' bildet nun die Menge
M* = {u €Cla,b] : u(x) > 0 Vz € [a,b]} in sich ab. f geniige auf [a,b] x [0,00) der
LipscHITZ - Bedingung, so folgt auch die LIPSCHITZ - Bedingung fiir 7. Der Fixpunkt
existiert unter der iiblichen Forderung an L. Wir erhalten

Korollar. Fir x € [a,b] sei die Randwertaufgabe
—u"(z) = f(z,u(x))
u(a) =
u(b)

Il
o o

vorgelegt. | geniige auf der Menge [a,b] x [0,00) einer LIPSCHITZ - Bedingung mit der
Zahl L. Sei f auf [a,b] x R grofler gleich Null. Gilt weiterhin

(b—a)

so besitzt diese Randwertaufgabe genau eine Losung. Diese ist stets grofier gleich Null.

Satz von Scorza Dragoni

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt unter welchen Vorgaben genau eine Lésung
existiert und welche Lénge das Definitionsintervall maximal haben darf. Der folgende
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3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

Satz von SCORZA DRAGONI setzt nur die Stetigkeit und Beschranktheit der rechten
Seite von (3.2.1) voraus und garantiert dann die Existenz einer Losung. Dieser Satz
und dessen Beweis waren auch Thema des Bachelorvortrags.

Satz 3.2.8 (Satz von SCORZA DRAGONI). Es liege das Problem (3.2.1) zugrunde.
Hier sei f: [a,b] x R x R — R eine stetige und beschrinkte Funktion. Weiterhin habe
das homogene Problem von (3.2.1) nur die Nulllésung. Dann existiert eine Losung des
zugrunde liegenden Randwertproblems (3.2.1).

Das Ziel des Beweises ist es die Existenz einer Losung aus dem Fixpunktsatz von
SCHAUDER zu folgern. Darum teilt sich der Beweis in drei Teile. Zunédchst wird eine
abgeschlossene und konvexe Menge eines BANACH-Raums gesucht. Auf dieser wird
ein Operator T definiert. Als letztes wird gezeigt, dass T stetig und sein Bild relativ
kompakt ist. Dann folgt unmittelbar aus dem Fixpunktsatz von SCHAUDER (siehe Satz
2.3.6), dass wenigstens ein Fixpunkt von T existiert.

Beweis. (von Satz 3.2.8). Zum ersten Teil:

Wir betrachten den BANACH-Raum (C*[a, b], || - [|c1[4,)) dabei ist
[vlletap == max,epqp(Jv(x)| + [v'(2)]) fir v € C'[a,b]. Dort drin definieren wir die
abgeschlossene Kugel als

B(0,r) = {vea,b] : [v]lcrjap <7}

Dabei ist
b oG
r.=M max]/a <G(l‘,f)|+ ax(ai,f)‘)dﬁ

z€la,b

M ist erklart durch
1f(€,8,8) <M <o, (2,55)¢€[a,b] xR

Wir konnen die so definierte Kugel als nichtleer annehmen, denn r = 0 impliziert
M =0, da das Integral einen Wert grofier als Null hat. M = 0 impliziert f(&,s,s') =0
fiir (¢,s,8') € [a,b] x R2. Somit liegt nur das homogene Problem vor und dessen Losung
ist nach Voraussetzung gleich der trivialen Lésung.

Wir kénnen annehmen, dass r > 0 und somit B(0,7) # (. Weiterhin ist B(0,7)
konvex, dies wurde in Beispiel 2.2.3 gezeigt. Damit ist der erste Teil des Beweises
bereits abgeschlossen.

b
(Tu)(z) == / G, ) f (6, u(€). o/ (€))de, 1 € [a,D]

ist definiert auf C'[a,b]. Dabei ist G die in (3.1.11) definiert GREENsche Funktion.
Sie ist definiert, da die homogene Gleichung von (3.2.1) nur die triviale Losung hat.
(3.1.13) zeigt, dass die Ableitung des Operators stetig ist. Deshalb ist T" eine Abbildung
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

von C'[a, b] in sich. Sei v € B(0,r), dann folgt mit (3.1.14)

b
KTW@N+KTWT@%:t/(ﬂﬁﬂf@w@%ﬁﬁﬁﬁ

d

e

b
/Gmamm&wm&

< [ (oo + | Lwo|) e e, e

<t [ (16w.91+ | Ko ) a
Auf diese Weise ist r definiert. Es folgt also
[T[lerfapn <7 (3.2.7)
Zusammengefasst: T ist ein Operator der abgeschlossenen konvexen Menge B(0,r) in

sich. Wir haben den zweiten Teil des Beweises abgeschlossen.

Im dritten und letzten Teil wird nun gezeigt, dass T stetig und T'(B(0,7)) relativ
kompakt ist.

Zur Stetigkeit: Auf der kompakten Menge N := {(&,s,5') € [a,b] x R x R : |s| + |s'| < r}
ist f gleichméRig stetig.
Sei € > 0 vorgegeben. Es existiert ein 6 = d(¢) > 0, so dass fiir ein beliebiges
(&,8,8") € N und alle (§,t,t') € N mit
|s—s'|+t—t|<é
stets folgt, dass
~ M
|f(£a Sasl) - f(€7ta t/)| <e:= 57'

Ist v € B(0,r), dann ist (£, v(£),v'(§)) € N fiir alle £ € [a,b]. Sei nun v € B(0,r)
beliebig und w € B(0,r), so dass

[v—wlcifap <.
Fiir diese v, w € B(0,r) folgt, wegen § = 4(¢), dass

|f(§,v(§),v’(§)) - f(ng(g)vw/(f)” < év 5 € [avb]'
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3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

Betrachten wir

[Tv = Twllcrja,p) = Jnax (

b
‘/<ﬂ%£ﬂﬂ&v@ﬁﬂa)*f@ﬂ%@ﬂﬂ@ﬂwﬁ
b

¥ i/cmowm@m@»f@m&w@ws>
b e ' '
<y [ (001 + | Fw0 | e n@io) - e vie ol
i b oG ="
=E¢&.

Insgesamt wurde also gezeigt:

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir v € B(0,r) und fiir alle w € B(0,7)
mit

v —wllerfap < 0= Tv—Twlcijapn <¢

T ist also stetig.

Zur relativen Kompaktheit von T(B(0,7)): Wir betrachten eine beliebige Folge
(un)nen € B(0,7). Damit definieren wir die Bildfolge (Tu,)nen in T(B(0,7)). Die
Tu,, sind definiert auf der kompakten Menge [a, b] und nehmen Werte in R an. Aufier-
dem ist max,¢[q,p) [(Tun)(w)| < 7, wegen (3.2.7). Seien x,y € [a,b] beliebig, dann ist
fiir festes n € N

b
KMMM%MMMSM/GmQ4M@%

Die GREENsche Funktion G ist stetig auf [a, b] X [a, b]. Sei nun | — y| klein. Dann folgt
aus der Stetigkeit von G, dass |(T'un)(x) — (T'uy,)(y)| klein wird und dies unabhéngig
von n. Weiterhin ist Tw, eine gleichméfig stetige Funktion auf der Intervall [a,].
Insgesamt ist die Folge T'u,, gleichgradig stetig.

Der Satz von ARZELA AScOLI impliziert nun die Existenz einer Indexfolge (n;);en
mit der Eigenschaft, dass (Tun,)ien in (Cla, b, || - |[c[a,p)) konvergiert.

Betrachten wir nun die Ableitung ((T'un,;)")ien dieser Teilfolge. Diese sind Funktio-
nen des kompakten Intervalls [a,b] in die reellen Zahlen. Weiterhin gilt
max,eiqp) |(Tun,) ()| < r,wegen (3.2.7).
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3.2 Semilineare Randwertprobleme

Seien z,y € [a,b] und ¢ € N fest. Dann ist

b
(T @) = TV ) = [ (G200 = Go0n) €160, (O

= (B0~ B ) [ s (€, (€., (€
) /'/ A'(2)B
(A

(&) — A(§)B'(y) ,

RW(€) F(& un, (€),up,, (€))d€

b

@) =40 [ g 6w .0, (O

Mit einfachen Abschéitzungen erhalten wir:

(T, (@)~ (T, ) ()] < MIB'(2) ~ B')| / | 4
+M/ A g(&) <>‘d5
+ M|A'(z) — A'(y |/ RW

Die rechte Seite der Ungleichung ist ausschlieflich von den Losungen uy, us € C?(a, b)N
Cla, b] der homogenen Gleichung abhéngig. Sei |z — y| klein. Dann folgt aus der Stetig-
keit von A’, B’ und der Integralfunktion, dass |(Tu,,) (z) — (T'uy,)’(y)| klein wird und
dies unabhéngig von i. Weiterhin ist ((T'un,))ien eine gleichméfig stetige Funktion
auf der Intervall [a, b]. Insgesamt ist die Folge (T'u,,)" gleichgradig stetig.

Der Satz von ARZELA ASCOLI impliziert nun die Existenz einer Indexfolge (n;, )ren
mit der Eigenschaft, dass ((T'un,, )")ken in (Cla,b], || - [lcfa.p)) konvergiert.

Mit der Vollsténdigkeit von ((C'la,b],|| - [lc1[a,p)) konnen wir jetzt folgern, dass
T(B(0,r)) relativ kompakt ist.

Der Fixpunktsatz von SCHAUDER liefert nun die Existenz von wenigstens einem
Fixpunkt des Operators 7. Dieser Fixpunkt ist Losung des urspriinglich zugrunde
gelegten Randwertproblems (3.2.1). Diese Tatsache folgt aus (3.1.16). O

Diese Beweisanordnung ist angelehnt an den Beweis von [3, Satz 2.7.2].

Beispiel 3.2.9. Betrachten wir das mathematische Pendel fiir inhomogenen Randda-
ten:

—u"(x) = g(z)sin(u(x)), =€ [a,b], g € Cla,b]
ula) =a, uld)=p0 o,feR.

Die Randdaten beschreiben, dass das Pendel zum (Zeit)Punkt a auf der Héhe o und
zum (Zeit)Punkt b auf der Hohe [ ist.

Hat dieses Problem eine Losung?
Wir transformieren dieses Problem mittels @(x) := u(x) — r(x) in ein Problem mit
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3 DIrICHLETsche Randwertprobleme

homogenen Randdaten. Mit zweichfachem ableiten und Multiplikation mit —1 erhalten
wir die Differentialgleichung

—a"(z) = g(z)sin(u(z) + r(x)), =z € [a,b]
mit homogenen Randdaten. Sei x € [a,b] und @ € Cla, b], dann gilt

|f (@, a(2))| = |g(z) sin(a(z) + r(2))]
= lg(@)[|sin(a(z) + r(z))]
l9()]

e lg(z)].

IAIA

Folglich ist f beschriankt. Weiterhin ist f stetig auf [a, b] x R also Komposition stetiger
Funktionen. Die homogene Gleichung (—a”(x) = 0 fiir € [a,b]) hat nur die triviale
Loésung. Der Satz von SCORZA DRAGONI sagt nun, dass das mathematische Pendel fiir
beliebige Randdaten stets mindestens eine Lésung hat.
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4 Ausblick und Kommentar

Durch die Bachelorarbeit ist es moglich erste Einblicke in die Theorie der DIRICH-
LETschen Randwertprobleme zu erhalten.

Sie bietet weiterhin verschiedene Ankniipfungspunkte zur Weiterarbeit:

Der Satz von SCORZA DRAGONI ist dadurch motiviert worden eine Existenzaussage
fir Randwertprobleme zu finden, die keiner LIPSCHITZ - Bedingung geniigen. Jedoch
liefert er nur eine Existenzaussage. Es liegt also nahe sich allgemeinere LIPSCHITZ -
Bedingungen zu iiberlegen mit denen die Eindeutigkeit, fiir eine grofere Klasse von
Differentialgleichungen, gezeigt werden konnte. Das Thema der Iterationslésung kann
ebenfalls interessant sein. Zum einen aus der Sicht der Numerik, ndmlich mittels die-
ses Verfahren Losung zu approximieren, alternativ ist es in manchen Fillen vielleicht
moglich den Grenzwert dieser Gleichung zu bestimmen und dadurch eine Lésung der
Differentialgleichung zu erhalten. Fiir eine nidhere Betrachtung dieser Themen sei auf
[1] verwiesen.

In manchen Fillen ist die rechte Seite von (3.2.1) nur stetig. Fiir solche Gleichungen
kann man so genannte Ober- und Unterldsungen einer Differentialgleichung betrach-
ten. Bei diesem Konzept ist es die Idee eine Differentialgleichung nach oben und unten
durch Differentialgleichungen abzuschétzen deren Losung man kennt. Dadurch ist es
moglich das Verhalten der gesuchten Losung in einem gewissen Rahmen zu kontrol-
lieren. Im Falle einer Differentialgleichung —u”(z) = f(z,u(z)) fir z € [a,b] mit
homogenen Randdaten und stetigem f reicht schon die Forderung der Existenz dieser
Ober- und Unterlésungen um die Existenz einer Losung u zu garantieren. Fiir eine
kurze Einfihrung seien [3, Kapitel 2.8] und [8, S. 279 ff] empfohlen. Weiterfiihrende
Literatur stellt [2] dar.

Es war interessant zu erkennen wo und in welcher Form die gelernten Begriffe aus
den Grundvorlesungen immer wieder auftauchen und welche zentrale Rolle sie spielen.
Auferdem war es spannend neue Ideen und Einsichten zu bekommen. Als Beispiel
sei hier die Tatsache erwihnt, dass bei dem Ubergang von Anfangswertproblemen
zu Randwertproblemen die Idee der Eindeutigkeit einer Losung schon fiir einfache
Gleichungen nicht mehr giiltig ist. Das spannendste und schoénste bei der Arbeit an
dieser Ausarbeitung war es jedoch zu erkennen, dass man mit etwas Miihe und Geduld
sich eingestdndig in neue Themengebiete einarbeiten kann und dafiir keine Vorlesung
besuchen muss.
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