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Regular 3D (hyperbolic) tilings

Es ist praktisch, die regelmafiigen oder regulamdyeBler (Archimedische Korper, Platonische
Korper) nicht nach der Anzahl der Flachen, sondeich der der Ecken zu bezeichnen. Dann ist

Tetraeder =
Oktaeder =
Kubus =
Ikosaeder =12
Pentagondodekaeder = 20

Die Vertizes bezeichnet man nach der Anzahl dértseffenden Polyeder: 4, 6, 8, 12, 20, da
auch die Konfiguration der Vertizes regelmaiig seith

Die Symmetrien der Polyeder und der Vertexkonfigareen missen kompatibel sein. Dann
ergeben sich folgende 3D tilings:

Anzahl der Tetraeder Oktaeder Kubus Ikosaeder Dodekaeder
Vertizes

4 ¢ - 8 - (90
6 - °x6 - - -
8 ¢! - 8 - (20
12 - - - (e -
20 & - B - @p

Spiegelung an der Diagonalen dieser Aufstellungtfzdam dualen tiling.

(4% ist recht kurios, da kein Inversionszentrum vaden ist. Es gibt nur 2 Tetraeder und 2
Vertizes, dabei kann die Darstellung der Vertizgsaserig werden.

(8% ist ein primitiv kubisches Gitter im euklidisch&aum. Es trennt in der Darstellung die
hyperbolischen 3D tilings von den ,spharischen Rggn“ ab. (8), (8%, (209, (6°), (4%) und
(4%°) sind spharische Polytope, zu {PBaben wir einiges publiziert, da wir es zur Delfshg
der Koinzidenzorientierungen ikosaedrischer Quésdtdie in der Frank’schen Kugel benutzt
haben (Z.B. mit David H. Warrington oder auch duhannes Roth, er ist ein Spezialist flr
Polytope).

Es bleiben also nur 4 vollkommen regelméaRige hygithe 3D tilings tibrig. Dabei sind (90
und (8% zueinander dual, so dass drei essentiell verdeh&hyperbolische 3D tilings (ibrig
bleiben.



Die Fundamentalbereiche der regelmafigen 3D tilmgslen durch mehr oder weniger
asymmetische Tetraeder gebildet, die vier begreteae®reiecke méchte ich mit A, B, C, D
bezeichnen, ich wahlte Grol3buchstaben, um sie garkdnten der Dreiecke in 2D zu
unterscheiden. Fur die Zuordnung der BuchstabatenlDreiecken mag es Praferenzen geben.
Ich habe eine Wahl getroffen, bei der sich folgeBgmmetrien ergeben:

(AB)® = (AC)’ = (BD)’ =(AD)?>= (BC*= (CD*=1 (4
(AB)® = (AC)* = (BD)* =(AD)?>= (BCY = (CD*=1  (§)
(AB)® = (AC)* = (BD)' =(AD)?= (BCY = (CDY’=1  (§
(AB)® = (AC)° = (BDY =(AD)*= (BCY’= (CD)’=1  (1¥)
(AB)® = (AC)® = (BDY =(AD)?= (BC)*= (CDF =1 (28

(AB)® = (AC)® = (BD)" =(AD)? = (BC)* = (CD)* =1 (8) und (4°)
(AB)® = (AC)® = (BDY’ =(AD)? = (BC)* = (CD)* =1 (26) und (4%
(AB)® = (AC)* = (BD)* =(AD)? = (BC)* = (CD)* =1 (8% und (20°)

Diese Aufstellung wurde nach einer Abwicklung dedrdeders ermittelt, ich hoffe, dass sich
keine Fehler eingeschlichen haben.

Schnitte durch den 3D Raum kénnen regulare 2Dgslisein, oft sind sie es nicht. Aber regulare
2D Schnitte erleichtern uns die Darstellung.
Auch die vier begrenzenden Dreiecke A, B, C, D te§ehnitte durch den 3D Raum fest.

Einen giinstigen Fall haben wir bef{8 Wenn ein Vertex im Mittelpunkt einer Poincarégél
ist, entspricht dies dem 20-Stern des primitivelmsdedrischen 3D tilings (Ammann-
Kowalewski-Penrose-Kramer oder wen Sie als Autberan wirden). Ich habe zur Zeit diesen
Stern, aber auch ein Dodekaeder und ein Ikosaeteei als Modell vor mir.

Die Frage nach dem Baustein wirde ich also mit Kuieantworten, aber ein Dodekaeder ware
der Baustein des Dualen.

Man kann den Kubus (oder den Vertexpunkt vorf)(2Guch in den Mittelpunkt der Poincaré-
Kugel legen.

Schnitte kdénnen senkrecht zu vierzahligen, flnigénl und dreizéhligen Achsen durch
Vertexpunkte und Bausteinzentren, gegebenfalls duath Flachenmittelpunkte, gelegt werden.
Schnitte kdnnen also auch Oberflachen von Bausteinéhalten.

Fur das GAP Programm mussen Sie noch festlegechav@piegelebenen von A, B, C, D zur
gleichen Farbe fuhren, bzw, welche der vier Ebaneginen anders gefarbten Bereich flhrt. Z.
B. bilden in(8*% und (20°) A = B = C den Kubus und B = C = D das Dodekaddech im
neuesten Duden sind die ..-eder sachlich).

Man hat also zu den oben aufgefihrten acht Gleg$systemen noch vier verschiedene
Auswahlmaglichkeiten. In den funf Fallen der erstieei Gleichungen (der zu sich selbst dualen
tilings auf der erwahnten Diagonalen) fliihren dims@aarweise gleichwertigen Ergebnissen.
Man bekommt dann 5 + 2*3 Farbdekorationen echtléegutilings, und noch einmal 5 + 2*3
Farbdekorationen vom (nicht reguléren) Laves tilliyp.

Ob Koinzidenzen und enantiomorphe Paare irgendigelaitet werden kénnen, habe ich mir
nicht Gberlegt.



Andere nicht-regulare tilings sind mit Sicherhaieressant. Wir haben solche fir die
Darstellung der Koindizenzen der kubischen Kristaill der Frank’schen Kugel verwendet. Man
braucht dann aber finf anstatt vier Begrenzungsckeifir den Fundamentalbereich.

Wenn Sie die funf Fundamentalbereiche der erstehGleichungen anschauen, kdnnen Sie
erkennen, dass durch eine passende Halbierungdewische Bereiche entstehen. Diese
Schnittebene als flinfte Oberflachenebene E isekBpiegelebene. Es mag einen Weg geben,
auch diese zu behandeln, ich kenne ihn aber neti. ti. a. kann man die flachenzentrierten
und raumzentrierten kubischen Gitter so behandeln-

Wenn das 3D Programm lauft, gibt es also einige Amendungen. Mich wiirde am meisten
das tiling aus Kuben mit Vertizes der Dodekaedersymetrie interessieren, da wir hierfur
die meisten Kenntnisse mitbringen. Es muss auch hieine Einfarbung mit 10 Farben
geben, wie wir sie in Zurich vorgestellt haben.

Diverse hierzu Skizzen habe ich, brauchbare Biden ich herstellen. Fur {3 [und (26)] gibt
es regulare Schnitte durch das Zentrum des KubdeeirOrientierungen senkrecht zur
vierzahligen Achse [ in 2D 44 im Zentrum]durch das Zentrum des Dodekaeder oder des
Vertexpunktes senkrecht zur finfzahligen Achseeiths Orientierungen [in 2D3] und durch
das Zentrum der Kubenkanten senkrecht zu fiinfzélgchsen in sechs Orientierungen [in 2D
(4°) (4°)] Vertex im Zentrum].

Den schwierigsten Punkt im Programm, welche Gleiclmgen man aus A, B, C, D aufstellen
muss, um zu Farbsymmetrien zu gelangen, kann ich iien noch nicht mitteilen, weil ich
ihn noch kein Beispiel kenne.



